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Triangulos semejantes

...I'.l.....l....‘.............................ll..........l......l
Dos tridngulos son semejantes si tienen sus angulos iguales y los lados correspondientes

proporcionales. La constante de proporcionalidad de los lados de los triangulos semejantes se llama
razén de semejanza.

a Observa estos tridngulos rectingulos, en los que las medidas estin
dadas en centimetros, e indica razonadamente si son semejantes.
Calcula, en caso afirmativo, la razén de semejanza.

1.° Comprobamos que los angulos son iguales.
2.° Comprobamos que los lados son proporcionales:

80_84_116_, |
| 20 21 29 ‘
|

Los triangulos son semejantes, y la razén de semejanza es 4.

Sabiendo que los dos triangulos de la figura son semejantes, calcula la razén de semejanza y la
medida de los lados @' y ¢'.

aLos lados de un triangulo ABC miden 6,4, 8y 12,6 centimetros, y los lados de otro triangulo DEF,
9,6, 12 y 18,9 centimetros, respectivamente. ;Son semejantes? Si la respuesta es afirmativa, halla la
razén de semejanza.



I. Triangulos. Semejanza: Triangulos semejantes

- __‘ Teorema de Tales: “T'eda pé'r'alel'a aun
Calcula la medida de los lados AB y BC de la figura aplicando ~lado de un tnangulo ABC que corta los
el teorema de Tales. . otros dos lados determina un traéngulo

- AB'C'semejante al dado.

Identificamos los triangulos ABC y ADE, en posicién de Tales y | T '

aplicamos el teorema: i

AB _ AC BC@—B_E&: AB=75cm!| | BC=125cm
i AD AE DE 6 12 10

2.4 cm- G

La figura ilustra las sombras producidas por una sombrilla y una estaca sobre el suelo. ;Cual es la
altura de la sombrilla?

fJ—2m — 1.5m be

/ 5

Lns nrlterms de semejanza indicanlas

— ,i,,,,4“,,...‘._..._..____|f

i Comprueba si los tridngulos cuyos lados miden, respectiva-
. mente, 18, 24 y 30 centimetros, y 9, 12 y 15 centimetros son
; semejantes. |
I 1.° Escogemos el criterio que mds nos conviene en funcion de
| los datos que nos dan. En este caso, el criterio 2, ya que nos [
i dan los tres lados de los dos triangulos. = Qrita

18 24 30 _
2.2 Comprob. [ criterio se verifica: —
‘ omprobamos que el criteri erifica: 0= 12-15"

Los tridngulos son semejantes.

e T A B A e e B A S e Y S e e e |



L. Triéngulos. Semejanza: Tridngulos semejantes

ﬂRazona si dos triangulos equilateros cualesquiera son semejantes y, en caso afirmativo, indica qué
criterio aplicas.

aEl angulo desigual de dos triangulos isésceles mide 40°. Razona si son semejantes y, en caso
afirmativo, indica qué criterio aplicas.

@Los lados de un triangulo miden 10, 18 y 12 centimetros. El lado menor de otro tridngulo semejante
al dado mide 25 centimetros. Calcula la medida de los otros lados.

@Un arbol que mide 2,4 metros produce una sombra de 40 centimetros. ;Cuanto mide la sombra que
proyecta en ese mismo instante un edificio de 35 metros situado al lado del arbol?

@Los lados de un tridngulo miden 8, 12 y 16 centimetros. Calcula los lados de otro tridngulo semejante
al dado tal que su perimetro-es de 64 centimetros.

£l cociente entre 105

perimetros de 808

triangulos semejaf-
tes es igual 2 12
caz6n de semejanze

entre ellos.



I. Triangulos. Semejanza: Triangulos semejantes

:@La sombra de un arbol situado en la orilla de un rio es perpendicular al
cauce del mismo.
En el mismo momento en que la sombra del arbol llega justo hasta la otra
orilla, la sombra de Elena mide 170 centimetros. Calcula la altura del
arbol sabiendo que la anchura del rio es de 2,05 metros.
Dato: Elena mide 160 centimetros.

1° Elabora un gréfico.

Busca los datos e incégnitas del problema y organizalos en el dibujo.

2° Encuentra las relaciones matematicas.

Busca dos tridngulos semejantes asegurandote de que cumplen algunos de los criterios de semejanza.

3° Da la solucion.

Aplica la proporcionalidad de lados a los triangulos semejantes hallados.




. Triangulos. Semejanza

' /Relaciones métricas en los triangulos

@

L L]
+ Teorema de Pitagoras: En un triangulo rectangulo, la suma de los Skl "
o cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa. o, .

) bl ey

L) 2 K2 2 ®
. a’=b?+c L gy .
o Silos lados de un tridngulo cumplen el teorema de Pitdgoras, el tridngulo 4 o B
® es rectangulo. .
=) o
L ]

2

L ]
toeooeRocOeOROOROOEORROOREBREROROOOPORORCOPOPROCRRPROOCRRRRPRROPODOROOCORODOOROCCROOROROEROOR®ROSRE®

@Averigua si el tridngulo de lados 6, 12 y 14 centimetros es rectangulo.
1.9 [dentificamos el lado mayor como a, y los otros lados, como byc:a= 14, b=12, c=6 .
2.° Comprobamos si se cumple el teorema de Pitdgoras : a? = b? + ¢?
a’=14*>= 196 b?+c?= 122+ 6%2= 180
Como 196 # 180, no se verifica el teorema de Pitagoras y, por tanto, | el tridngulo no es rectangulo. |

@Indica si son triangulos rectangulos los formados por los siguientes lados.

a) 5, 12y 13 centimetros | b) 29,20y 21 centimetros

mCaIcuIa la medida de la diagonal de un rectangulo de lados 48 y 55 centimetros.



I. Triangulos. Semejanza: Relaciones métricas en los triangulos

,  Teorema de Ia altura:
m(.‘alcula la medida de la altura en el triangulo de la figura.

h=m-n
A .
/ /E\\\\ . f’é\'
il h \\ | ,f h \\\\_
L5 Gem \ T
B 13 ¢cm c B : c

1.° Averiguamos la medida de las proyecciones de los catetos sobre la
hipotenusa:

m=9cm n=13-9=4cm

2.° Aplicamos el teorema de la altura: > =m-n=9-4=36 = | h=6cm

@En un triangulo rectangulo, la altura sobre la hipotenusa divide esta en dos segmentos que miden 15y
60 centimetros. Calcula cuanto mide dicha altura.

4P Calcula el rea del triangulo recténgulo de la figura.

@En un triangulo rectangulo, los catetos miden 6 y 8 centimetros, y la proyeccion del cateto menor
sobre la hipotenusa, 4 centimetros. Calcula la proyeccién del cateto mayor sobre la hipotenusa y la
altura del triangulo.



I. Triangulos. Semejanza: Relaciones métricas en los tridngulos

Teorema del cateto:
, @ Calcula las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa en el tridn- i
gulo rectangulo de la figura. :
A ; ; ¢ f“?\“—\ .

P e e s
E"L‘“:_\\IQ - Lo C e '\\,\ G
too/ i \ AU TR G
fn— : e B e G

n

Wona vowmd

B ‘ a T C e NN s RS

1.° Calculamos el valor de la hipotenusa mediante el teorema de Pitdgoras:
a’=bp*+c*=5°+12°=169 = a=V 169 = 13¢cm

; 2.° Aplicamos el teorema del cateto para hallar b y c:

13
25

c’=m-a = 122=m-13 = m:E:; m= 1,92 cm

L =n.a= 122=n-13 = n=2¥_ [ n=11,08cm

En el rectangulo de la figura se ha trazado la diagonal AC y una perpendicular a la misma desde D.
Calcula cuanto miden los lados del rectangulo.

D




~|. Triangulos. Semejanza: Relaciones métricas en los tridngulos

- - £ Teurema de Pltagoras generallzado

@Calcula la longitud del lado a en el tridngulo de la figura.  eCua drado del Iado D e
o] opuesto a un angulo b ;’f\\g
S/ beaote e g o N
oh i il N i ¢ B
. B L oat=hireiodem-
P o~ . eCuadradodellado G
ke 15-em 2 ' opuestoa un anguio b.i mean sl
e § T
1.° Calculamos la proyeccion m mediante el teorema de recto o L
Pitégoras en el triangulo ADC. o Eslrve 0
, , e Cuadrado del lado G
b2=h’+m?> = m*=10°-8°=36 = m=6¢cm opuesto a un angulo \ \\
2.° Aplicamos el teorema de Pitdgoras generalizado al li obtusn e "-mﬁ‘—_m—wcfl\_iﬂ
trigngulo ABC, considerando que el lado a es opuesto al = pacteleom '

angulo agudo A. 3 s A S A SR L

at=p2+c2-2cm=102+182-2-18-6 = a°=208 = | a=14,42cm

@En el triangulo de la figura, calcula la longitud del lado a.

B

N
/g‘ O/);
A o \

D
9
|

Cr
n\\
R
£ \\s* ' a
S \\o_
X
Loomo N 8cm e
D A B

Los lados de un tridngulo miden 20, 22 y 24 centimetros. Calcula la proyeccién del lado mayor sobre
el mediano.



| Triangulos. Semejanza: Relaciones métricas en los tridngulos

@Calcula la longitud de la diagonal d en el trapecio isdsceles de fa figura.

Para aplicar el teorema de Pitagoras generalizado, calculamos en primer lugar

la proyeccion del lado DC sobre la base BC.

En el siguiente dibujo observamos que EC = 4 cm.

A leem D Sustituimos este valor en la férmula del teorema de Pitdgoras generalizado:

d*=10°+20°-2-20- 4= 340 =

d= 1844 cm

@Calcula la longitud de la diagonal d del paralelogramo de la figura.

-l

CWwpg

@Calcula el valor de la altura h en el triangulo de |a figura.

@Un poste se ha sujetado al suelo mediante dos cables que miden 5 y 7 metros. Sabiendo que el cable

de menor longitud se ha atado al suelo a una distancia de 1 metro de la base del poste, ja qué

distancia de este se ha clavado el otro?

10



I. Triangulos. Semejanza: Relaciones métricas en los tridngulos

R S e R e e e e e

| @La parcela que aparece en la figura esta
limitada por un cuadrildtero. En cada uno de
los vértices hay plantado un arbol: un manzano
M, un peral P, un ciruelo Cy un nogal N. Las
distancias, en metros, de los lados del poligono
aparecen en la figura, y la distancia que separa
el manzano del ciruelo es de 85 metros.

Estudia si el cuadrilatero contiene algin
angulo recto y calcula el area de la parcela.

1° Haz un esquema gréfico.

Traza una diagonal de forma que el poligono quede dividido en dos triangulos y sefiala las distancias
conocidas.

2° Usa los resultados conocidos.

Aplicando el teorema de Pitagoras, comprueba si hay algtn angulo recto.

3° Haz los célculos.

Calculando las areas de los dos triangulos, halla el area total de la parcela.

11



I. Triangulos. Semejanza: Relaciones métricas en los tridngulos

@En la figura aparece representada una vela de un barco con forma de triangulo
rectangulo. La estructura de la vela esta formada por cinco barras metalicas.
Las longitudes de las dos barras verticales son de 1,62 y 2,88 metros.

Halla los metros totales de barra metdlica y de tela necesarios para fabricar
la vela.

2,88

@Un tobogan tiene forma de triangulo rectdngulo tal y como muestra la figura. La longitud de la escalera
es de 3 metros, y la maxima altura, de 2,4. Calcula la longitud de la bajada del tobogan y la distancia

entre el pie de la escalera y el final de la bajada.

Escalera
h

\
N\

h

12



I. Triangulos. Semejanza: Relaciones métricas en los tridngulos

@Las especificaciones de seguridad de los toboganes de un parque de atracciones son que la plataforma

de bajada del tobogan no sea superior a 5 metros y que el angulo que forma la escalera de subida con
dicha plataforma sea como maximo de 90°.

Estudia si el tobogan de la figura cumple o no con dichas especificaciones, suponiendo que el soporte
central es perfectamente vertical.

A
Escalera J Plataforma de
/ bajada
7
= 18m C 35m B

@ Para construir la Casa de la Cultura, el Ayuntamiento de una localidad dispone de una parcela de terreno

con la forma representada en la figura. En la tabla siguiente se expresan, en metros, algunas medidas
de dicho terreno.

Calcula el area.

E A B 'c D E
A 30
; B 24,25
c 14
B :
D 8,25
A E| 24 18 | 16,25

13
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11. Razones trigonométricas de angulos agudos

Grado (°) es la medida de cada uno de los angulos que resultan de dividir un angulo recto en 90

Los angulos y su medida

partes iguales.

Cada grado se divide en 60 minutos ('), y cada minuto, en 60 segundos ().

- L]
P00RPQOOCOOOCOOIOGOOOOOOOCRODOOROOOOPOCEORROOOROOOCOROPOROOOOORDE®

@Calcuia la medida del angulo o + 2B, siendo oo = 53° 2" 35" y p = 32° 48’ 7"
1.° Calculamos 2B = 2- (32° 48" 7"):

2-32°=64°

2-48'=96'=60"+ 36"= 1° 36’

2. 7!1': 14”

2B=64°+(I°36")+ 14" = 2P =65° 36" 14"
2.2 Sumamos a al resultado obtenido:
53°2'35"+ 65° 36" 14"=(53°+65°)+ 2+ 36")+( 35"+ 14") =

=

o+ 2B =118° 38 49"

@Dados los angulos oo = 42° 23’ y B = 60° 45’, calcula los siguientes angulos.

ap-a

@En un triangulo, dos de sus é'ngulos' miden o = 36° 43" 22" y B =79° 2' 14", Calcula la medida

del tercer angulo.




a) p = 354° b)y=13°

! @ Indica en qué cuadrante estan los siguientes angulos.
|
|

a) | El dngulo B = 354° pertenece al 4.° cuadrante

porque 270° < 354° < 360°.

b)| Eldnguloy= 13° pertenece al 1. cuadrante

porgue 0° < 13° < 90°.

2.0 cuadrante
900 < o < 180°

-

[

11, Razones trigonométricas de angulos agudos: Los angulos y su medida

1.e" cuadrante
00 < o <900

e T

Yo

3.¢" cuadrante
1800 < ¢ < 27090

P

4.% cuadrante
2700 < ¢ < 360°

@iEn qué cuadrante se encuentran estos angulos?

a) 247° c) 83°

b) 116° d) 92°

| @Averigua en qué cuadrante estd el angulo o, = -225°.
1.° Dibujamos el angulo.

Medimos 225° girando en el sen'z‘ido de las agujas
del reloj partiendo del semieje positivo OX.

El dngulo o. se encuentra en el 2.° cuadrante.

@ Indica a qué cuadrante pertenecen los siguientes &ngulos.

a) -35° b) -316°

@Dibuja un &ngulo que mida —45°.

15



__Il. Razones trigonométricas de dngulos agudos: Los angulos y su medida

- &DRepresenta el dngulo o. de 792°.

: Hacemos la division:

: 792 | 360

i 72 2

| Como: dividendo = divisor - coclente + resto

| 792° = 2. 360° + 72°
Significa que hay que dar dos vueltas
completas a la circunferencia y ademas

recorrer 72°. Es decir, 72° es el dngulo menor
de 360° equivalente a 792°.

Los angulos mayores de 360°
se consideran como la suma de

“un ndmero determinado de

vueltas de circunferencia mas
un angulo menor de 360°.

@Calcula a qué angulos menores de 360° equivalen los siguientes angulos. ;A qué cuadrante

pertenecen?

a) 517°

b) 1232°

c) 1022°

@Representa en los ejes de coordenadas estos angulos mayores de 360°.

a) 430°

16

d) 1800°

e) 731°

f) 4582°

d) 450°



Il. Razones trigonométricas de angulos agudos: Los angulos y su medida

Radian (rad) es la medida

@ Expresa en radianes el dngulo de 45°, y en grados, el dngulo de 2 radia- de un angulo central de una
nes. _circunferencia cuyo arco
Teniendo en cuenta la equivalencia 2n rad = 360°: ; mide lo mls.mo que el radio.

Se cumple que:

— Expresamos en radianes el dngulo de 45°: 9.t rad= 360°

21 X 45.2n  ®m & T SRt
5 =% F= = T4 = | 45 =zrad _ ,gIIrC():radlo

‘s —
— Expresamos en grados el angulo de 2 rad: iy ra'd'(f:’ '

on _2 _ ,_360-2_360 i

_ = 114° 35 = | 2rad= 114° 35’
360 x on sk e

@Pasa a radianes los siguientes angulos medidos en grados.

a) 15° | f) 475°
b) 135° 9228
c) 90° h) 320°
d) 125° | D) 50°
e) ~125° ES

17



1. Razones trigonométricas de dngulos agudos: Los angulos y su medida

&FVPasa a grados los siguientes angulos medidos en radianes.

T

12n

a) 3 rad e) = rad
b) % rad f) - 11—1; rad
c) % rad g) 3x rad
|
5n
d) — rad 4 h) 3 rad
8 |
i
i‘
&P Completa la siguiente tabla.
0 30 90 270 360
T
3

@gCuéntos minutos tiene un radian?

18




Il. Razones trigonométricas de angulos agudos: Los angulos y su medida

En una circunferencia se cumple que: |

@g(!ua’ntos grados mide el dngulo central de una circunferen- Angulo (rad) - radio = Longitud del arco |
cia de 5 centimetros de radio cuyo arco mide 12,3 centime- Y

tros?

Aplicamos la relacion entre longitud de arco, radio y dngulo en radianes: :

12,3 = dngulo (rad) - 5 = &ngulo(rad) = —1? = dngulo = 2,46 rad

Pasamos los radianes a grados: 2,46 rad = (i‘%nﬁ) =|140,95°

@Halla la longitud de un arco de circunferencia de 3 centimetros de radio vy amplitud igual a 5 radianes.

@Un arco de circunferencia de 10 centimetros de radio tiene una longitud de 15,7 centimetros.
¢Cuantos radianes mide el angulo que abarca? ;Cuanto mide el angulo en grados, minutos y segundos?

@En el sistema centesimal, un grado es ﬁ parte del circulo. ;Sabrias decir cuantos grados

centesimales son % radianes?

19



[l. Razones trigonométricas de angulos agudos

‘Razones trigonométricas
/de angulos agudos

0200000000000 RPOCOPPCRPODNRNIOOO0ORO0DOOR0P00OO0OPOORPOOORPPOODOReOO0OOBOe
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®
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[ ]
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En un triangulo rectangulo, se llaman razones trigonométricas del angulo agudo B a los siguientes
cocientes:
o uesto
» Seno de B: sen B= catc?to op _ b B
hipotenusa a P
: tiguo L
® Coseno de B: cos B= catgto Conhgag, < _~ [°
hipotenusa a A o

cateto opuesto _ b £ e ¢

cateto contiguo ¢

* Tangente de B: tan B

Conocido un angulo, las teclas de la calculadora cientifica [sin], [cos] y [tan]| permiten obtener el
valor de su seno, coseno y tangente, respectivamente.

2000000000000 0000080

.'I.l...I..............l...l.l...........................'...I..

| @Calcula el seno, el coseno y la tangente del dngulo o. del siguiente tridngulo.

| 1.° Identificamos el cateto opuesto y el cateto contiguo a o: P
| cateto opuesto = 3 cm; cateto contiguo = 4 cm 3 3 cm
, 2.° Aplicamos las férmulas del seno, el coseno y la tangente: ,/a |

3 4 3
: === 0,6; ===08 t ===0/5
sen o 5 6; cosa 5 an o 7

@Calcula el valor del seno, el coseno y la tangente del angulo a en los siguientes tridngulos.

a) /[*

I i \
‘/1.0 : T cuIDADY: miden
. - los catetos
o ' ‘I.‘! Como ipotenusa
Bem enos que 12 hipoteniee
W o de un

S0 D o
< %

25 cm

20



Il. Razones trigonométricas de angulos agudos: Razones trigonométricas de dngulos agudos

En un tridngulo rectangulo, los catetos miden 36 y 77 centimetros. Halla las razones trigonométricas
del angulo opuesto al cateto mayor.

Calcula los valores del seno, el coseno y la tangente de 59° utilizando

la calculadora. icummu} :
Para trabajal con .

4ngulos en grados Se
seleccional enla .

ca\culadora ¢l modo

Halla el valor del seno del dngulo de 45° del tridngulo rectangulo de la figura usando la calculadora
cientifica, y también con las férmulas de las razones trigonométricas. Compara ambos resultados.

A
& M7,
t;f’/ N,
W o =D

Calcula la medida del &ngulo o en el triangulo rectangulo de la figura utilizando la correspondiente
razén trigonométrica. Aproxima el resultado en minutos.

'»’MV \\‘

Y r

Calcula el valor del angulo o situado en el primer cuadrante, conocido 0!
el valor de las siguientes razones trigonométricas. -‘gu\BI\B ' \culadora

1
a) sen o =—
) 2 { enipara calcutar el valor
iy Al
cido el va
) del angulo conocido €
- : de la razén tngonometnca
c)tana=1

21



' Relaciones fundamentales entre

@Comprueba, usando la calculadora, que se cumplen las dos rela- las razones trigonométricas
ciones fundamentales entre las razones trigonométricas para el sen’ o+ costa=1
. dngulo de 43°. fan o = SEN%

sen 43°= 0,6820 = (sen 43°) = 0,4651 £OS0
cos 43°= 0,7314 = (cos 43°)* = 0,5349
| tan 43°= 0,9325

\ Primera relacién fundamental: | sen’® 43° + cos’® 43° = 04651 + 0,5349= 1

sen 43° _ 0,6820

cos43° 07314 §9320

Segunda relacion fundamental: | tan 43° =

Comprueba, utilizando la calculadora, las dos relaciones fundamentales

de la trigonometria para un angulo de 72°. icumhﬂm_
Observa la dif

3
cent o= (€M oY=
— (sen o) - (sen o)

sen off = S (VR

erencid:

Divide los dos miembros de la primera relacién fundamental entre cos? a.. ;Qué nueva relacion
obtienes?

@Demuestra, utilizando las dos relaciones fundamentales de la trigonometria, que para cualquier angulo

B 2
o se cumple la relacion 1—6.25—'1
cos’

= tan® .

a7

\
|



I1. Razones trigonométricas de dngulos agudos: Razones trigonométricas de dngulos agudos

T - ———
‘ @ Calcula cos o y tan o sabiendo que . es un dngulo agudo y sen o. = % '
1.° En la primera relacion fundamental sustituimos el valor del seno o.: ‘
sen2a+cos‘°a=1:(-g-)‘+cos?a=l :
, 5 4\? 16 _ 9 3 I
2. Despejarnos el valor de cos a.: cos* o= 1~ -—) =]-—=== cosS o =—
P (5, 25~ 25 5 |
3.° Con la segunda relacion fundamental obtenemos el valor de tan o.: ‘
3
tanonzsenaz-é: ranon:-‘-g— ‘
coso. 4 |
5 .
Calcula las demas razones trigonométricas del angulo agudo « en los
siguientes casos. OBSERVA -
Dividiendo 1a prim it
a) cosa=0,2 relacion fundamenta

o
\a tf‘\gonometria entre €0S

. relacion
se optiene 13 155

2 _——
1+ tan” &= poso

b) sena:%

c) tano =3

d) tano=3V?2



Il. Razones trigonométricas de angulos agudos: Razones trigonométricas de 4ngulos agudos

@Cafoula las demas razones trigonométricas del angulo agudo « en los siguientes casos.

_1 _2
a)senoz_3 c) cosa_3

2
b) tano == d)lh'::noa:g

@Calcula las razones trigonométricas de los dos &ngulos agudos del siguiente triangulo rectangulo.

@gEs posible que exista un angulo o de tal forma que sen o = % Y CO5 @ :% ? Razona la respuesta.

24



Il. Razones trigonométricas de dngulos agudos: Razones trigonométricas de angulos agudos

QOtras razones trigonométricas:

; @Calcqla la secante, cosecante y cotangente del dngulo o cosecante o = coser o — _ipotenusa
del siguiente tridngulo. cateto opuesto

\ _ hipotenusa
A secante i =sec ot = —————
‘ seco = —l5§ =26 cateto contiguo

191 i 73 f cotangente oo = cotan o = __—catte_ttn con’trgltJ_o
[ cosec o = —— = 10,08 | ' Cateto Gpiesto
| \ 12
P -

’ ¢ J _ g4z
cotan o.=— =0,
12

@Calcula la secante, cosecante y cotangente de los siguientes triangulos.

a) _
¢ «f/
}:l,,f’ i8 em
J»"/‘-a lﬁil
15 cm
b) L
&L \\?”o
S,
/“ N \\\
\ S
25¢cm

mComprueba que se cumplen las siguientes relaciones trigonométricas.

a) cotan o = 1
tan o
b) cosec ¢ =
sen o
c) sec o=
cos o
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1. Razones trigonométricas de angulos agudos , -

Resolucion de triangulos rectangulos

0990000090 ORPOROESOORPO000SRCRPOROOSReRONORRRPROOOORROOSIOOORO®RBBROOODRPODODS

Si se conoce la medida de un lado de un tridngulo rectangulo, las razones trigonométricas de uno de
los angulos agudos permiten calcular la medida de los otros lados.

’ E Calcula cuanto mide el cateto b del triangulo rectanguio del dibujo.

1.° |dentificamos los datos: ¢ = 9 m, B = 30°
2.° Buscamos la razén trigonométrica que relaciona los datos

con la incognita: tan 30° = g

3.° Resolvemos la ecuacion:
b=9-tan 30°=9- 05774 = | b=52m

1
|
%
{

i L ————

@Calcul-a la medida del cateto ¢ en el triangulo rectangulo de la figura.

A

B 10 cm = 6

@Halla la medida de la hipotenusa a en el triangulo rectangulo de la figura.

26



I1. Razones trigonométricas de dngulos agudos: Resolucidn de triangulos rectangulos

Resolver un tridngulo rec-

@Resuelve el siguiente tridngulo rectangulo. Qe tangulo es averiguar la
|} ‘\ X Ay { i
1° [dentificamos los datos y las incognitas: l N E e e :tn,d_os:sus lados
5 dem! = y todos sus angulos.
Datos: b=4cm, c=7cm, A= 90 1 ey _
Incégnitas: a, B, C b S

7 B
2.° Hallamos la hipotenusa utilizando el teorema o

de Pitdgoras:
a2=p?+c%a%°=7"+4°=65 = a=V65 = |a=806m

3° Calculamos el angulo Ba partir del valor de su tangente:

tan B = ; — 057 = B=tanl 057=29683 = | B =29° 41’

4° Hallamos el angulo é, complementario de B:C=90°-B=60°19 = |C =60° 19’

@Resuelve el siguiente triangulo rectangulo.

&P Resuelve el siguiente triangulo rectéangulo.

B g8em ¢
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Il. Razones trigonométiricas de dngulos agudos: Resolucién de tridngulos rectangulos

En un tridngulo isésceles, el lado desigual mide 12 centimetros, y su dngulo
opuesto, 46°. Calcula cuanto miden los ofros dos lados y los otros dos angulos.

1.° Identificamos en la figura un triangulo rectangulo. Para ello, trazamos la altura
del triangulo isdsceles y obtenemos dos triangulos rectangulos de base 6
centimetros porque la altura divide la base en dos partes iguales.

2.° Calculamos el angulo B considerando que en el triangulo ABC la suma de los [ -.
angulos vale 180° y que C = B por ser isosceles: A )

%ﬁ=67° = |B=C=67°]
- — =" |

3.° Calculamos ahora la medida de los lados. En el triangulo rectangulo ABM se observa que:

5_ BM o_6 . ._ 6 6
cos B = = ; cos 67 _c’c—cos67°_0,3907’c_15’36(:”7

2B+A=180° = 2B+ 46°=180° = B =

El lado b mide lo mismo que c, por ser ABC isésceles:| b= c = 15,36 cm f

@En un rectdngulo se conocen los datos indicados en la figura. Calcula la medida del lado desconocido.

A D

[ 1
[ |

[ N }

! 2y '8 cm
= S |

{ S |

| e {

| ol

B - C

@Calcula la medida de los angulos interiores, A y D, del rombo de la figura.
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Il. Razones trigonométricas de angulos agudos: Resolucion de tridngulos rectdngulos

@Calcula los lados desconocidos, AB y DC, del trapecio rectangulo de la figura.

15 ¢cm D

Una escalera se encuentra apoyada en una pared formando un dngulo de 40° con el suelo. Sabiendo
gue el pie de la escalera dista 0,80 metros de la pared, calcula cuanto mide la escalera.

1.° Dibujamos la situacion planteada. "

2° |Identificamos los datos y la incognita: \
Datos: AB = 0,80 m; B = 40° N
Incognita: BC

3° Utilizamos las razones trigonométricas para relacionar los datos con A B 5
la incognita:

cos 40° = 080 BC= 080 _ 1,04 m = | La escalera mide 1,04 m.

BC ' cos40°

&5 iCuanto mide la torre de la figura adjunta?

B

c 96 m A

. _
<l y b R
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Il. Razones trigonométricas de angulos agudos: Resolucion de triangulos rectangulos

Una torre de 42 metros proyecta una sombra de 35 en un determinado momento del dia. Calcula la
inclinacion de los rayos solares en ese momento.

35m

Calcula cuanto mide el angulo que forman los brazos de un compas cuando se traza una
circunferencia de 4 centimetros de radio, si los brazos miden 13 centimetros.

&P Angel tiene una parcela con forma de tridngulo rectangulo y conoce los datos que TN
vemos en la figura. ;Cuél es la superficie del terreno? £

20m

L

iA qué distancia tiene que lanzar el baldn el jugador de rugby para que haga impacto en el centro
de la diana?

30



Il. Razones trigonométricas de angulos agudos: Resolucion de tridngulos rectangulos

&D\La sefial de tréfico que aparece en la figura indica el desnivel de un tramo de
carretera.

Las autoridades de trafico de un pais quieren indicar con dicha sefial que por cada
100 metros que se recorran por ese tramo se subirdan 10 metros de altitud sobre el
nivel del mar.

Sin embargo, las autoridades de trafico del pais vecino quieren indicar, con la misma sefal, que la
tangente trigonométrica del angulo de elevacion vale 0,1.

a) ;Crees que la sefal representa la misma subida en ambos paises? Si aparece la misma sefial en dos
carreteras, una de cada pais, ;cudl de los dos tramos tiene una mayor inclinacion?

b) Calcula, aproximando a los minutos, el dngulo que representa una sefal del 8 % para cada uno de los
paises.

1° Realiza un esquema para cada caso.

Indica, para cada uno de los paises, el angulo de elevacién mediante una razén trigonométrica.

2° Haz los célculos y da la solucion.

— Calcula los angulos de elevacién aproximando a los minutos e indica en qué carretera hay mayor
inclinacién.

— Calcula los angulos correspondientes para el caso del 8 %.
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1. Razones trigonométricas de angulos agudos: Resolucidon de triangulos rectangulos

£5) La siguiente tabla ofrece medidas aproximadas relacionadas con la Tierra, la Luna y el Sol.

Sol Luna Tierra
Distancia desde el centro
el Tera (k) 150 000 000 384 000
‘Radio (km) 695 000 1740 6375
Con la ayuda de estos datos y las razones Tierra
trigonométricas, da una explicacién de por
qué los discos lunares y solares, vistos
desde la Tierra, son de dimensiones

parecidas. Para ello, calcula los angulos
respectivos bajo los que se ven dichos

discos desde la Tierra.

@Ordena, en sentido decreciente, las siguientes lunas de Japiter seglin se ven desde la superficie de su
planeta. Calcula, en minutos, las amplitudes de los respectivos discos lunares.

de Jupiter (km)

lo Europa Ganimedes
Radio (km) 1815 1570 2630
Piskigc e a2 supcilicie 420000 670000 1070000
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1. Razones trigonométricas de angulos agudos: Resolucion de triangulos rectangulos

@Se quiere calcular la altura de la torre de la figura.

Para ello se ha medido la distancia AB = 5,25 metros, y el angulo
i
o = CAB, de 42°,

La medida de la longitud mencionada se ha realizado con un
aparato de mucha precision, por lo que se puede considerar
exacta. Sin embargo, la medida del angulo se ha realizado con un
aparato que tiene un error maximo de +2%.

Calcula el conjunto de posibles valores para la altura de la torre.

Si nos situamos a 10 metros del pie de una torre, vemos su punio mas alto bajo un angulo de elevacion
de 40°. Desde la azotea de un edificio que esta frente a la torre vemos el punto inferior de la misma bajo
un angulo de depresion de 30°. Calcula la distancia que separa la torre del edificio.

c
rlaLl 302>
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Para definir y estudiar las razones trigonométricas de angulos de cualquier cuadrante se utiliza la
circunferencia goniométrica centrada en el origen del sistema de coordenadas y radio unidad (r = 1).

Primer cuadrante: 0° < o < 90°
y

Tercer cuadrante: 180° < o < 270°
=

se‘na=7=y>'0 / sepo=—=—y<0 [
& ¥ I e = G
cosa=%=x>0 — \3: cosa:sz—x<O Hﬁ
tanc =2 >0 \/ tano.= =2 >0 A
X = 270
Segundo cuadrante: 90° < o < 180° Cuarto cuadrante: 270° < o < 360°
v Y|oo? —y Yi
seng==<=y>0 senaa=——=-y<0
r s o r ¥ \\
o . ¥ i
cosa =2 =—x<0 AL ;\ 2 cosau=2=x>0 ' g e
r \ I K A Y
4
tano.= L < 0 Y

tana=—2< <0
X 270°

L
000000 0OROCROOCO0RROO0CRRRRCRDRROOORSROOROCECORRORRPOOROPROODOOROOROOORPOROCROOCOCOCROBOROOORRO®

o000 0000000000000 00000000RQ00GS®

@ Dibuja una circunferencia goniométrica y usa un transportador de angulos para sefialar en ella el seno

v el coseno de 30°.

1.° Trazamos unos ejes de coordenadas y pinchando en el origen, dibujamos

una circunferencia de radio 1.

2.° Medimos 30° a partir del semigje positivo X y trazamos la recta que corta

con la circunferencia en el punto P

3.? Trazamos las paralelas a los ejes por el punio P la vertical serd el seno

del angulo y la horizontal, el coseno.

sen a
0%

0

\
\\—-.

COos «

@Dibuja una circunferencia goniométrica y usa un transportador de angulos para sefialar en ella el seno

y el coseno de los siguientes angulos.

a) 120°

b) 45°
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I11. Razones trigonométricas de cualquier angulo: Razones trigonométricas de cualquier angulo

&T) ;En qué cuadrante se encuentra un angulo o si sen .= 0,6 y tan & = -0,75?
RECUERDA
£l signo de \as razo

atricas de

nes

&80 ;Puede la tangente de un angulo del tercer cuadrante valer -3? Razona tu respuesta.

@Si o es un angulo del segundo cuadrante, ;qué signo tiene el coseno de o? Calcula el valor de cos a si

2
sen o0 = —.
B
@Si o es un angulo del tercer cuadrante tal que cos o = — % halla las demas razones trigonométricas
de o.

@Averigua el signo que corresponde a las razones trigonométricas de los siguientes angulos.

a) 175° ' c) 32°

b) 320° d) 85°
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I1l. Razones trigonométricas de cualquier angulo: Razones trigonométricas de cualquier angulo

@gEn qué cuadrante se encuentra un angulo o si sen o = 0,23 y cos o = -0,9?

@Calcula las razones trigonométricas de un angulo del segundo cuadrante cuyo seno es 0,6.

@Sabiendo que o es un angulo del tercer cuadrante y que cos oo = -0,5, calcula sen a y tan «.

Dibuja una circunferencia goniométrica y usa un transportador de &ngulos para representar un angulo
de 40°. Con ayuda de una regla, calcula de forma aproximada cuanto valen el seno y el coseno de
dicho angulo y comprueba si su valor coincide con el hallado con la calculadora.

@gPuede ser el seno de un angulo menor que -27 ;Y el coseno? ;Y la tangente?
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I11. Razones trigonométricas de cualguier dngulo: Razones trigonométricas de cualquier dngulo

@Calcula las razones trigonométricas de un angulo central que tiene como extremo el punto (-3, -2).

@lndica cuél es el signo del seno y el coseno de los siguientes angulos.

a) % rad d) 6 rad
b) 3 rad e) % rad
c) 1 rad f) % rad

@Si un angulo verifica que sen? o = %, ien qué cuadrantes puede estar o?
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111 Razones trigonométricas de cualquier angulo -

'Relaciones trigonomeétricas
-entre dos angulos
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Angulos complementarios: Angulos que se diferencian en 180°:

s5en(90° — o) = coso sen(180° + a.) = —seno. cos (1809 +0)

cos(90° — o) = sena, cos(180° + o) = —cosa

PR =

tan(90° — o) = 1 0 senigP—a) tan(180° + o) = tano 2

tano a8

3

Angulos suplementarios: Angulos opuestos:

sen(180° — ) = seno. £ sen(-o) = —seno cosa=cos -0 A
! 25 12 =
cos(180° — ) = —cosa. 8| 1& | cos(-a) = coso. 3

tan(180° — ) = —tano Eos'u.ggo._.m 0 "'m; a tan(—a) = —fana

sen(~a}.
9000000000000 000R00C0C0CCOROOCOORO@

[ ]
e0 00000000000 P00000000C00EO00000O000000000C00C0COOCOOROOCROOGCGOOEO@®OEO®ES®

/3

:@ Conociendo el valor de cos 30° = - ysen 30° = —;—, calcula el seno y el coseno de los siguientes éngulos.é

| a) 60° b) 150° c) 210° d) -30°

| . S | V3

a) Angulos complementarios: sen 60° = sen (90° — 30°) = cos 30° = | sen 60° = > |

I cos 60° = cos (90° — 30°) = sen 30° = | cos 60° = %

b) Angulos suplementarios: ~ sen 150° = sen (180° — 30°) = sen 30° = | sen 150° = é |

| cos 150° = cos (180° — 30°) = —cos 30° = | cos 150° = - \/75 E

i c) Angulos de diferencia 180% sen 210° = sen (180° + 30°) = —-sen 30° = | sen 210° = - % ¢

] cos 210° = cos (180° + 30°) = —cos 30° = | cos 210° =~ %

l d) Angulos opuestos: sen (-30°) = —sen 30° = | sen (-30°) = —é E
NE

cos (-30°) = cos 30° = | cos (=30°) = |
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I1l. Razones trigonométricas de cualquier angulo: Relaciones trigonométricas entre dos angulos

@Calcula las razones trigonométricas que se indican a partir de los datos de cada apartado.

a) sen 25°, si cos 65° =0,4226 | b) tan 75°, si tan 15° = 0,2679

@Expresa las razones trigonométricas de 24° en funcién de las de 66°.

@Calcula las razones trigonométricas de 19° sabiendo que cos 71° = 0,3256.

@Calcula las razones trigonométricas que se indican a partir de los datos de cada apartado.

a) sen 118°, si sen 62° = 0,8829 | ¢)tan 105°, si tan 75° = 3,7321

b) cos 172°, si cos 8° = 0,9903 d) cos 53°, sicos 127° =-0,6018
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I1l. Razones trigonométricas de cualquier angulo: Relaciones trigonométricas entre dos angulos

@Expresa las razones trigonométricas de 134° en funcion de las de 46°.

&Pl Calcula las razones trigonométricas de 120° sabiendo que cos 60° = %

4P Calcula las razones trigonométricas que se indican a partir de los datos de cada apartado.

a) sen 224°, si sen 44° = 0,6947 . c) tan 276°, si tan 96° =-9,5144

b) cos 191° sicos 11° =0,9816 d) sen 352°, sisen 172° =0,1392

4P Expresa las razones trigonométricas de 205° en funcion de las de 25°.
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I11. Razones trigonométricas de cualquier angulo: Relaciones trigonométricas entre dos dngult

@Calcula las razones trigonométricas de 225° sabiendo que sen 45° =

V2
2.

@Calcula las razones trigonométricas que se indican a partir de los datos de cada apartado.

a) sen (-36°), si sen 36° = 0,5878
b) cos 350°, si cos 10° = 0,9848 sen (360°
¢) tan (-87°), si tan 87° = 19,0811

d) sen 284°, sisen 76° = 0,9703

@Calcula las razones trigonomeétricas de —56° sabiendo que sen 56° = 0,8290.

T3 Razona cuales de los siguientes angulos tienen el mismo seno.

a) 45° b) 135° ¢) -315° d) -45°



11l. Razones trigonométricas de cualquier angulo: Relaciones trigonométricas entre dos dngulos

Utiliza Ia calculadora para encontrar dos dngulos menores de 360° que verifiquen la condicion
sen o = -0,4.

1.° Hallamos el valor de a: o = sen™(-0,4) = -23° 35’

2.° Como piden que los angulos sean menores de 360°, buscamos en la circunferencia goniométrica
dos dngulos cuyo seno valga lo mismo que el de —23° 35"

En el dibujo vemos que esos angulos son:
B=180°+23° 35 = [ p= 203" 35’ [

y=360°-23° 35" = | y=2336°25'|

4FD) Utiliza la calculadora para obtener dos angulos menores de 360° que verifiquen la siguiente condicion.

a)cosa:% b) tan &= 0,6

4¥E) Expresa las siguientes razones trigonométricas de los 4ngulos dados en funcién de las de un &ngulo del
primer cuadrante.

a) cos 145° . ¢) tan (-76°)

b) sen 289° d) cos 207°
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__Il. Razones trigonométricas de cualguier angulo: Relaciones trigonométricas entre dos angulos

Calcula la longitud de los lados y los dngulos que faltan
en el siguiente triangulo.

1.° Calculamos la altura del triangulo:

581730":% = h=20-05=h=10m

2.° Calculamos la hipotenusa del triangulo rectangulo
de 45°: ‘

sen450=29 o 5= 10 oo 10 [G-Tg144m)

“sen45° 2570707
3.2 En ese mismo triangulo, calculamos la base:

| cos45°=1—% o b=10.cos45° o b=10-0707m & b=707m
| 4.° Calculamos la base del triangulo de 30°:
|

cos30°=% = c=20-c0530° = c=20 0866 = c=1732m

Por tanto, la base del trigngulo mide: b+ c= 1732+ 7,07 = | 24,39 m.

! 5.9 El dangulo que falta mide: 180° — (45° + 30°) = i 105° [

@Calcu[a la longitud de los lados y los &ngulos que faltan en el siguiente tridngulo sabiendo que las
medidas de longitud vienen dadas en centimetros.
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II. Razones trigonométricas de cualquier dngulo: Relaciones trigonométricas entre dos angulos

Dibuja un rectéangulo de base 3 centimetros y altura 2,5 centimetros. Sobre él, traza la diagonal.
Calcula las razones trigonométricas de los angulos de los triangulos rectangulos que se han formado.

Luis y Sonia aseguran que a las 12.31 (y 52 segundos) vieron un avién bajo el angulo que se observa
en el dibujo. ;A qué distancia estaba Angel de Sonia a esa hora? ;A qué altura del suelo volaba el
avién?
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I11. Razones trigonométricas de cualquier dngulo: Relaciones trigonométricas entre dos dngulos

|#E%)La noria de un parque de atracciones tiene un radio de 4 metros.

La noria contiene 8 coches, tal y como muestra la figura. En un F D
momento dado, el coche A se encuentra en el punto mas bajo posible
y se sitia a 3 metros del suelo.

a) Calcula qué distancia separa los coches By H.

b) Calcula a qué distancia del suelo se encuentran en ese momento los
coches By F, respectivamente.

c) Si la noria tarda 2 minutos en dar una vuelta completa, ;a qué
distancia se encontrara A después de 15 segundos?

1? Simplifica el problema.

Busca en el dibujo algln triangulo cuyos elementos contengan los datos e incégnitas del problema.

2° Haz los célculos.

— Observando el grafico general, calcula la distancia de B a Hy de B al suelo.

— Utilizando las distancias ya calculadas, halla la distancia entre Fy el suelo.

— Calcula la nueva posicién de A después del giro y deduce su distancia al suelo.
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