Problemas resueltos del teorema de Bolzano

1

Sea la funcion:

X2 +4x -2

f =2 - 2 =
) x2 2% +1

éSe puede afirmar que f(x) esta acotada en el intervalo [1,4]?

Por no ser continua f(x) en x = 1, la funcidn no es continua en el intervalo
cerrado [1,4], como consecuencia no podemos afirmar que la funcidén esté acotada en

dicho intervalo.

2

Dada la funcién f(x) = x3, estudiar si esta acotada superiormente e

inferiormente en el intervalo [1, 5] e indica si alcanza sus valores maximos y

minimos.

La funcién es continua en el intervalo [1, 5], como consecuencia podemos

afirmar que esta acotada en dicho intervalo.

Por ser continua en el intervalo [1, 5] se cumple el teorema de Weierstrass,
que afirma que se alcanza al menos un maximo y un minimo absolutos en el

intervalo [1, 5].

3

Sea la funciéon f(x)= x? + 1. éSe puede afirmar que la funcién toma todos

los valores del intervalo [1,5]?

La funcidn es continua en toda R por ser una funcién polinédmica.

Particularmente en el intervalo [0,2] donde se verifica que f(0) = 1y f(2 )= 5.



Por la propiedad de Darboux, la funcién alcanza todos Ilos valores

comprendidos en el intervalo [1,5].

4

Demuestra que la funcién f(x) = x? -4x+2 corta al eje de las abscisas en

2% —3
fix)y="—
el intervalo [0,2].éSe puede decir lo mismo de la funcion: x-1 ?
La primera funcidén es continua en toda R.

f(0) 0°-4-0+ 2 > 0.

f(2) =22-4-2+ 2 < 0.

Como se cumple el teorema de Bolzano, existe al menos un c que pertenece al

intervalo (0, 2) que corta al eje de abscisas.

No podemos afirmar lo mismo de la segunda funcién ya que no es continua en x

5

Utilizando el teorema de Bolzano, demostrar que la ecuacién: x3 + x — 5 =

0, tiene al menos una solucién x = a tal que 1< a <2.

f(x) es continua en [1,2]

f(1) =1+ 1 -5=-3<0

f(2) =23+ 2 -5

I
ul

>0

Por cumplirse las tres propiedades anteriores segun el teorema de Bolzano,

existe ¢ €(1,2) tal que:

f(c)=0c3+c-5=0.

Por tanto existe al menos una solucién real a la ecuaciéon x3 4+ x — 5 = 0.

6



Sea la funcién f(x) = x3 - x2 + x. é¢Se puede afirmar que existe al menos

un punto c en el interior del intervalo [1,2] tal que f(c) = 0?

f(x) es continua en [1,2].

z3 - 12 + 1

f(1)

Il
—

> 0.

f(2) 23 — 22 41

Il
ul

> 0.

No puede aplicarse el teorema de Bolzano porque no cambia de signo.

7

Justificar que la funcién polinémica f(x) = x> + x + 1 tiene un cero

comprendido entre -1 y 0.

Por ser polindmica la funcidén es continua en el intervalo [-1, 0].

f(-1) = (-1)°> + (-1) + 1 = -1 < 0.

f(0) =0+ 0 + 1.

Por cumplirse las tres propiedades anteriores segun el teorema de Bolzano,

existe ¢ €(-1, 0) tal que:

f(c) =0

8

Demostrar que la ecuacion e™ + 2 = x tiene al menos una solucién real.

La funcién es continua en el intervalo [0, 3].

f(0) e+ 2 -0

3 > 0.

f(3) =e3+2 -3

Il
w

< 0.

Por cumplirse las tres propiedades anteriores segin el teorema de Bolzano,

existe ¢ €(0, 3) tal que:

f(c) =0e°“+ 2 = c.



Por tanto existe al menos una solucion real a la ecuacién e™ + 2 = x.

9

Demostrar que existe algin nimero real x tal que sen x = x.

Consideremos la funcion f(x) sen x — X.
Es continua en toda R.
f(-n) =sen (-n) — (-n) =0+ n=n>0

f(n) =sen(n) - (n) =0 -n=-n<20

Por cumplirse las tres propiedades anteriores segun el teorema de Bolzano,

existe ¢ €(-n. n) tal que:

f(c) = 0 senc =c

Por tanto existe al menos una solucion real a la ecuacién sen x = x.

10
Dada la funcidn:
F? 15l
L): si x#0
F(x)=11+(16)x
7 si x=0

Demuestra que existe un punto del intervalo abierto (2, 4) en el que f

toma el valor 1.

La funcidén exponencial es positiva para toda x ER, por tanto el denominador de

la funcidén no se puede anular.

Solo hay duda de la continuidad en x = 0, que esta fuera del intervalo a

estudiar, por tanto f(x) es continua en [2. 4].

Tomemos la funcion g definida por g(x) = f(x) — 1.



g es continua en el intervalo [2. 4].

__JE_1:E_1 <0
16 1+4

g(2)=

Ll N

— 4 —
g(4)-1=¥16 _, 7-2_,

1+316 1+2

Como se cumplen las tres propiedades anteriores segun el teorema de

Bolzano, existe c €(2, 4) tal que:

g(c)=0 f(c)-1=0 flc)y=1
11
Probar que la funcion f(x) = x + sen x — 1 es continua para toda Ry

probar que existe al menos una raiz real de la ecuaciéon x + sen x — 1 = 0.
La funcidon es continua por ser la suma de funciones continuas.
f(0) =0+sen0-1=-1<0.
f(n/2) = n/2 + sen n/2 — 1 =n/2 > 0.

Por cumplirse el teorema de Bolzano, podemos afirmar que al menos existe un

valor c que pertenece al intervalo (o, n/2) tal que:
f(c) =0c+senc—-1=0

Por tanto existe al menos una solucién real a la ecuacién x + sen x — 1 = 0.

12

Sean f y g dos funciones continuas en [a, b] y tales que f(a) > g(a) y f(b)

< g(b). Demostrar que EIc €(a, b) tal que f(a) = g(c).
Sea la funciéon h definida por h(x) = f(x) — g(x).
Por ser continuas f y g en [a, b], la funcién h también lo es.

f(a) > g(a) h(a) = f(a) — g(a) >0



f(b) < g(b) h(b) = f(b) — g(b) < 0.

Por cumplirse las tres propiedades anteriores segin el teorema de Bolzano,

existe ¢ €(a, b) tal que:

h(c) = 0 f(c) — g(c) = 0 f(c) = g(c)



