EJERCICIOS RESUELTOS DE GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

1. Determinar la posicion relativa de las siguientes parejas de planos:

a)TE:2X+3y—Z+8=O n'-4X-6y+2z-16=0
b)TE:3X+2y—6Z—7=O w:4X-y+2z2+2=0
C)TE:3X—y+Z=—l w.6X—-2y+2z2=7
d)75:3x—y+52+1=0 n.AX+y+7z+12=0

a) Discutamos el sistema:
2Xx+3y—-z=-8
—-4xXx -6y +2z2=16
la matriz de coeficientes y la ampliada son, respectivamente:
2 3 - 2 3 -1 -8

A= B =

-4 -6 2 -4 -6 2 16
como todos los menores de segundo orden que se pueden extraer de la matriz A son nulos ya que:

2 3 2 3 -
=-12+12=0 =4-4=0 =6-6=0
6 -4 2 -6 2

se tiene que r(A)=r(B)=1, el sistema es compatible e indeterminado con dos grados de indeterminacion. Los
dos son coincidentes.

b) Ahora el sistema a estudiar es:
3X+2y-6z2=7

4X -y +2=-2

En la matriz A de los coeficientes, el menor:

3 2
‘ ]1=—3—8=—11¢0
4 —

por tanto, r(A)=r(B)=2, el sistema es compatible e indeterminado con un grado de indeterminacion. Los planos
se cortan en una recta cuyas ecuaciones implicitas son las dadas por el sistema de ecuaciones.

¢) Enelsistema:

X-y+z=-1

6X -2y+2z=7

Los tres menores de segundo orden extraidos de la matriz de los coeficientes son nulos, en efecto:

1
2

-1
6 -2

F -1

3 1
=—6+6=0 =6-6=0 =-2+2=0
6 2



por tanto, r(A)=1. Pero el ampliado

Los planos son paralelos.

d) Elsistema es:
3X-y+5z=-1
AX+y+7z2=-12
Como el menor:

3 —
=3+4=7=%#0

3
6

7J‘=21+6=27¢0:>r(8)=2

El sistema es incompatible.

se tiene que r(A)=r(B)=2, el sistema es compatible e indeterminado con un grado de indeterminacion. Los
planos se cortan en una recta cuyas ecuaciones implicitas vienen dadas por el sistema de ecuaciones.

2. Dado el plano 7:3X-5Y+Z2-2=0  determinar la ecuacién de un plano
m', paralelo a ™ que contenga al punto A(-3, 2, 4).

Un vector normal al plano T es

v(3,-5,1)

1
, como T ha de ser paralelo a

1
también normal a T , por tanto, éste sera de la forma:

n':3Xx-5y+z+D=0

T el vector anterior sera

donde nos falta determinar D, cosa que haremos teniendo en cuenta que el punto A ha de satisfacer la
ecuacioén de este plano por estar contenido en él, es decir:

3.(-3)-5-2+4+D=0=D=15

siendo, pues

w:3X-5y+z+15=0

el plano pedido.

3. Determinar la posicion relativa de los planos:

X=5-3t+2s
n:{y=6+2t—s
z=7-t+5s

X=24+7pn
y=6+A-3u
z=-5+13A+24p

Transformemos ambos planos a la forma implicita, en el primero tenemos que:

x-5 -3 2
y-6 2 -
z—-7 -1 5

=0=10(x-5)+3(z-7)-2(y-6)—4(z-7)-(x-5)+15(y-6)=0

=10x-50+3z2-21-2y+12-42+28-x+5+15y-90=0=>

=>n:9x+13y-z-116=0

En cuanto al segundo:



x-2 0 7

y—-6 1 -3=0=>24x-2)+9Uy-6)-7(z+5)+39(x-2)=0=

z+5 13 24

= 24X —48+91y -546-72-35+39x-78=0=>7":63x +91ly-72-707 =0

Discutamos ahora el sistema de ecuaciones:

I9x+13y-z=116
63x +91y -7z =707

Como todos los menores de segundo orden que pueden extraerse de la matriz de los coeficientes son nulos

9 116

=-94520=r(B)=2
63 707

y el sistema es

como es facil comprobar, r(A)=1 pero el ampliado
incompatible. Los planos son paralelos.

4. Determinar la posicion relativa de los planos:

oa:X+y—-z+2=0

B:2x-y+3z+5=0

y:3x+2z+7=0
Estudiemos el sistema de ecuaciones que forman los tres.

El determinante de la matriz de los coeficientes es:

1 1 -
2 -1 3[=-2+9-3-4=0=r(A)<2
3 0 2

Pero el menor:
1 1

=-1-2=-320
2 -

entonces r(A)=2
Orlemos este menor con los términos independientes:

1 1 -2
2 -1 -5=7-15-6+14=0=r(B)=2
3 0 -7

El sistema es compatible e indeterminado con un grado de libertad. Los tres planos se cortan en una recta
cuya ecuacion implicita seria la determinada por las dos primera ecuaciones del sistema anterior.

5. Discutir, segln los valores de m, la posicion relativa de los planos:

n:X+y+z=m+1
n:X+my+z=1
T mx+y+(M-1z=m

En el sistema de ecuaciones que forman los tres, el determinante de la matriz de los coeficientes es:



1
1 |=m(m-1)+m+1-m°-1-m+1=
m_

S B R
B 3 e

=m’-m+m+1-m?’-1-m+1l=-m+1

De donde se tienen dos posibilidades:

12) Si m=1, entonces r(A)=1 ya que el sistema se convierte en:

X+y+z=2
X+y+z=1
X+y=1

siendo nulo el determinante de la matriz de coeficientes, pero el menor de segundo orden extraido de ella:

=-1%0
10

entonces r(A)=2. Orlando este menor con los términos independientes tenemos:

=1+1-2-1=-1#0=r(B)=3

[ T
O L
S U )

El sistema es incompatible y los planos no se cortan los tres simultdneamente en punto alguno. Analicemos
las ecuaciones tomadas de dos en dos:

X+y+z=2

X+y+z= 1} claramente incompatible ya que r(A)=1y r(B)=2. Estos dos planos son paralelos.

X+y+z=2

X+y= 1 }compatible e indeterminado con 1 grado de indeterminacién, estos planos se cortan en una
recta ya que r(A)=r(B)=2

X+y+z=

1}
X+y= 1 compatible e indeterminado con un grado de indeterminacion ya que r(A)=r(B)=2, estos dos
planos se cortan en una recta.

En resumen si m=1, de los tres planos dados, dos de ellos son paralelos y el tercero los corta a ambos segun
dos rectas paralelas.

28) Sim # 1, en el sistema inicial se tiene que r(A)=r(B)=3 siendo el sistema compatible y determinado. Los
tres planos se cortan en un punto que pasamos a determinar por la regla de Cramer en funcién de m:

m+1 1 1
A,=l1 m 1 |=mm’-D)+m+1-m°-m-1-m+1=
m 1 m-

=m®—m+m+1-m?=m-1-m+1=m*-m?-2m+1



1 m+1 1

A, =[1 1 1 [=m=-1+m?+m+m-m-m-m?+1=m
m m m-
1 1 m+

A,=1 m 1 |=m’+m+m+1-m®-m?*-1-m=
m 1 m

=m3+m

Siendo el punto de corte de los tres planos:

I:)ms—m2—2m+1 m m3+m
1-m "1-m’ 1-m

6. Determinar la posicién relativa de los planos @:B.Y, de acuerdo con los
valores de los pardmetros a y b.

a:3x-y+2z=1
B:x+4y+z=Db
y:2Xx—-5y+az=-2

El determinante de la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones formado por las de los tres planos

dados es:
3 -1 2
1 4 1=12a-2-10-16+15+a=13a-13
2 -5 a

Y se anula para a=1. Como el menor de segundo orden:

3 -
=12+1=1320

podemos afirmar que:
Para a=1: r(A)=2

Orlando el determinante anterior no nulo con los términos independientes tenemos que:

3 -1 1
1 4 b|=-24-2b-5-81+15b-2=13b-39
2 -5 =2

gue se anula para b=3



Entonces tenemos los siguientes casos:
19 Sia=1y b=3:

r(A)=r(B)=2. El sistema es compatible e indeterminado con un grado de indeterminacion. Los tres planos
se cortan en una recta cuyas ecuaciones implicitas son las formadas tomando las dos primeras
ecuaciones del sistema formado por las de los tres planos.

29 sia=1y D #3;

r(A) =2# I’(B) = 3. El sistema es incompatible. Veamos lo que sucede con los planos analizando
los tres sistemas de dos ecuaciones con tres incognitas que se pueden extraer del inicial:

3X-y+2z=

1}
X+ 4y +z=b tiene r(A)=r(B)=2. Los dos planos se cortan en una recta

X-y+2z=1
2X -5y +z=-2

} tiene r(A)=r(B)=2. Los dos planos se cortan en una recta.

X+4y+z=Db
2X -5y +az=-2

} tiene r(A)=r(B)=2. Los dos planos se cortan en una recta.

En este caso pues, los tres planos se cortan dos a dos en tres rectas paralelas formando una superficie
prismatica.

Independientemente del valor de b, se tiene que r(A)=r(B)=3 siendo el sistema compatible y determinado.
Los tres planos se cortan en un Unico punto cuyas coordenadas pasamos a determinar usando la regla
de Cramer:

1 -1 2
A,=|b 4 1=4a+10b+ab+23
-2 -5 a
3 1 2
A,=|1 b l=-a-4b+3ab+4
2 -2 a
3 -1 1
A,=11 4 b|=13b-39
2 -5 -2
= 4a+10b +ab +23
13a-13
_—a-4b+3ab+4
~ 13a-13
Z=13b—39=b—3
13a-13 a-1

En resumen:



» Sia=1y b=3, los tres planos se cortan en una recta

» Sia=ly b#3 , los tres planos se cortan en tres rectas paralelas determinando una superficie
prismatica.

> Sia# 1, los tres planos se cortan en un punto P de coordenadas

4a+10b+ab+23 —a—-4b+3ab+4 b-3
13a-13 ’ 13a-13 "a-1

7. Demostrar que los planos ®:B:7 se cortan en un punto. Determinar las
coordenadas de dicho punto:

a:2y—z=7
B:3x-2z2=9
Y:Yy+z=6
Bastara ver que el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos es compatible y determinado.
Veamoslo:
0 2 -1
3 0 -2=—3-6=-920=r(A)=r(B)=3
01 1

sistema compatible y determinado.

Determinemos el punto de corte por la regla de Cramer:

7 2 -1
A, =9 0 —2(=-24-9+14-18=-37
6 1 1
07 -1
A, =[3 9 -2/=-18-21=-39
06 1
027
A,=[3 0 9=21-36=-15
016

3739 15)_(37 13 5
9'9'09 9'3'3

P[
Es decir, los tres planos se cortan en P de coordenadas

8. Determinar la ecuacion del plano ©, que pertenece al haz de planos de
arista r y que pasa por el punto P(6, 7, 0).

[3x-y+z+1=0
" |x+3y-z+3=0

La ecuacion del haz de planos que tiene como arista r es:



3X-y+z+1+Ax+3y-2z+3)=0

Determinaremos A con la condicién de que Pern , tenemos, sustituyendo las coordenadas de P en la
ecuacion del haz:

18—7+1+x(6+21)=o:>12+27x=o:>x=—%=—g

pasando el valor obtenido a la ecuacion del haz y simplificando obtenemos el plano buscado:

3x—y+z+l—g(x+3y—z+3)=0:>

:>3x—y+z+1—4—x—4—y+£_£=o:>
9 3 9 3

= 27X-9y+92+9-4x-12y+47-12=0=23x-21y+13z-3=0

es la ecuacion del plano T buscado.

9. Dada la recta r, determinar la ecuacion del haz de planos de arista r:

X =-3t
r.qy=2+2t
z=1-t

Vamos a pasar r a implicitas, para ellos despejamos el parametro t en las tres ecuaciones e igualamos los
resultados:

t:_izy__zzl_z
3 2

Y tomando en la igualdad anterior el primero y segundo miembro, y el primero con el tercero tenemos:

-2x=3y-6 -2x-3y+6=0
r: =T
-x=3-3z -x+3z-3=0

siendo la ecuacion del haz pedido:

—2x -3y +6+M(-x+32-3)=0

10. Determinar la posicion relativa de la recta r y el plano =:

. X+y—-2=2
|2x-y+z=1
n:4X+y—-z=3

Trataremos de resolver el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas formado por las ecuaciones de la
recta y el plano. El determinante de sus coeficientes es:



1 1 -
2 -1 1|=1+4-2-4-1+2=0
4 1 -

Pero el menor:

1 1
‘ J=-1-2=-3¢0
2 _

, lo cual implica que r(A)=2.

Orlando este menor con los términos independientes tenemos:

1 1 2
2 -1 1=-3+4+4+8-1-6=6=0
4 1 3

, lo cual implica que r(B)=3

El sistema es incompatible y la recta es paralela al plano.

11. Determinar la posicion relativa de la recta r y el plano 7:

|2x+y+z=1
Ix-y+2z=3
m:X-y+3z=5

Procediendo como en el problema anterior:

2 1 1
1 -1 2/=-6+2-1+1+4-3=-3=0
1 -1 3

de donde r(A)=3=r(B)

El sistema es compatible y determinado. La recta r corta al plano 7 en el punto P cuyas coordenadas vamos
a determinar resolviendo el sistema por Cramer:

1 1 1

A, =3 -1 2/=-3+10-3+5+2-9=2
5 -1 3
2 11

A, =1 3 2/=18+2+5-3-20-3=-1
153
2 1 1

A,=11 -1 3=-10+3-1+1+6-5=-6
1 -1 5

Siendo las coordenadas de P:




12. Determinar la posicion relativa de las r y r' con respecto al plano =:

r_x—l_y+5_z+3 r,_x—7_y+3_z—1

2 -5 2 6 -2

Pasemos ry r' a la forma implicita:

T:X+2y+4z-13=0

{—5x+5=2y+10 {éx+2y+5=0 <Fx+2y+5=0
; = =

2X—-2=272+6 2Xx—-22-8=0 X—-z-4=0
,.—2x+14=6y+18:>2x+6y+4=0:> X+3y+2=0
" |5x-35=6z-6 5x-6z2-29=0 5x—-6z2-29=0

El sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones dery T es:

5x+2y =-5
X—z=4
X+2y+4z =13

Cuyo determinante es:

5 2 0
1 0 -1=-2+10-8=0
1 2 4
Pero como:
5 2
=-2%0
10

, Se tiene que r(A)=2

Orlando este menor:

5 2 -5
1 0 4|=8-10-40-26=-68=0
1 2 13

, Se tiene que r(B)=3
Larectary el plano T son paralelos.

En cuanto al sistema formado porr'y T, es:

X+3y=-2

5x -6z =29

X+2y+4z=13

Siendo:

1 3 O

5 0 -6/=-18+12-60=-66=0
1 2 4

, Se tiene que r(A)=r(B)=3



r'y T se cortan en un punto P que determinamos ahora:

-2 3 0

A, =(29 0 —6=-234-24-348=-606
13 2 4
1 -2 0

A, =I5 29 —6/=116+12+78+40 =246
1 13 4
1 3 -2

A,=5 0 29|=87-20-58-195=186
1 2 13

entonces es:

b 606 —246 186) (101 41 31
66 66 66 11 1111

En cuanto a la posicion relativa de r y r' hemos de estudiar el sistema:

5x+2y=-5
X—z=4

X+3y=-2
5x -6z =29

La matriz de los coeficientes es:

5 2 0
1 0 -1
13 0
5 0 -6

en la que el menor:

5 2 0
1 0 -1=-2+15=13=%0
13 0

, entonces r(A)=3

El determinante de la matriz ampliada es:



52 0 -5 |10 -1 4| |1 0 -1 4
10 -1 4/ 52 0 -5 o -2 -5 25
13 0 -2l 13 0 -2 0o -3 -1 6|
50 -6 29 50 -6 29 [0 0 1 -9
2 -5 25
——-3 -1 6|=—(-18-75+12+135)=-240%0
0 1 -9

entonces r(B)=4 y r y r' se cruzan.

Es decir, r es paralelaa T, r’ corta a T en el punto P y r, I’ se cruzan en el espacio

13. Determinar el parametro m para que la recta r sea paralela al plano =:

r_x—1_y+5_z—3
2 4 2

n:4x+my+z-2=0

r sera paralela a Tt si el sistema de ecuaciones formado por las implicitas de r y la de T es incompatible.
Dicho sistema es:

4x -4 =2y +10 4x -2y =14 2X-y=7
2X—-2=22-6 =>2x-2z=-4 =>X-2=-2
4Xx+my+z=2 4X+my+z=2 4Xx+my+z=2

El sistema sera incompatible si el determinante de la matriz de los coeficientes es nulo, es decir:

2 -1 0
1 0 - =O:4+2m+1=0:>m=—g
4 m 1

y para este valor T y r son paralelos.

14. Determinar el valor de a para que las rectas r y r' sean paralelas en
sentido estricto (es decir, no coincidentes):

r_x—a_y+2_z—3 r,_x—l_y+2_z—3
4 2 2 4 2 2
Dado que ambas tienen el mismo vector de direccion V(4’2’2) , seran siempre paralelas

independientemente del valor de “a”.

15. Determinar el valor de a para que las rectas r y r' sean secantes:

z+1 r,_x—a_y+1_z—2
2 S22 3 3




Pasemos a implicitas ambas rectas y estudiemos el sistema de 4 ecuaciones con tres incégnitas que se forma:

6x —12 =5y 6Xx -5y =12 6Xx -5y =12
2y=62+6 2y —6z2=6 y—-3z=3

= =
3x—-3a=2y+2 3x-2y=2+3a 3x-2y=2+3a
3y+3=3z-6 3y-3z=-9 y—-z=-3

El menor extraido de la matriz de coeficientes:

6 -5 0
0 1 -3=45-36=9=%0
3 -2 0

, luego r(A)=3

Para que las rectas sean secantes el determinante de la matriz ampliada habra de ser nulo, es decir:

6 -5 0 12 6 -5 0 12

1 -3 3
0O 1 -3 3 0O 1 -3 3
= =61 0 6a-8-=
3 -2 0 2439 0 1 O 6a-8
1 -1 -3

=

o 1 -1 -3 0 -1 -3

=6-(—18a+24—3+6a—8—9)=0:>6-(4—12a)=0:>a=%

16. Dada la recta r, determinar una recta r’, paralela a r, que contenga
al punto P(-1, 2, -6)

r_x—5_y+8_z+4
S 2 3 -6

La recta buscada r' puede tener como vector director el mismo que r, es decir V(2’3’_6) y como ha de

pasar por P sera:

[ X+1 y-2 z+6
2 3 -6

17. Demostrar que las rectas r y r' son paralelas en sentido estricto:

{ =-2x+1 ,_{y=—2x—2

z=-3Xx+6 "|z=-3x-8

Tomando X = A , las ecuaciones paramétricas de ambas serian:

r:<y=1-2A r'.qy=-2-2\A
z=6-3A z=-8-3\A

Viéndose que los vectores directores de ambas son iguales a V(:L_Z’_S) y por tanto son paralelas.




18. Dados los puntos del plano afin IR, A(1, 1, 1), B(2, 1, 0), €(8, 1, 1)
y D3. 1, 2).

a) Comprobar si dicha cuaterna de puntos forma un paralelogramo.
b) Determinar las ecuaciones de las rectas que se forman tomando
dos a dos dichos puntos..

La cuaterna dada determinara un paralelogramo si entre las 6 rectas que determinan esos 4 puntos
tomados 2 a 2 hay dos parejas de rectas paralelas.

Determinemos dichas rectas.

Recta AB:

X=1+t
r=4y=1

z=1-t
Recta AC:

(x =1+ 7t
r,=<y=1

z=1
Recta AD:

(x =1+ 2t
r,=4qy=1

Z=1+t
Recta BC:

X =246t
r,=4y=1

\Z =
Recta BD

(x =2+t
re=qy=1

(z=2t
Recta CD:

(x =8 -5t
re =<y=1

Z=1+t

Los vectores de direccidn respectivos son:
v,(10,-1) v,(7,00) v,(201) v,(6,02) Vv.(10,2) V(-50,
y no existiendo ninguna pareja de los anteriores vectores con direccion paralelas, es decir que cumplan

V. =kvV.
! I', los puntos dados no forman un paralelogramo.




19. Dados los puntos A(1, 3,2), B(2, 5, 1) y €(3, O, -4), determinar la
ecuacion de la recta determinada por el punto C y que es paralela a
la recta definida por los puntos A y B.

La recta definida por los puntos A y B tiene por vector director V(l'21_l), y tomando como punto base
de la misma el A, sus ecuaciones paramétricas seran:

X=1+A
r:<y=3+2A
z2=2-)A
La paralela a ésta por el punto C tendra el mismo vector director y sus paramétricas son:
X=3+A
r':qy=2A
z=-4-)

20. Determinar el valor de a y b para que los puntos A(-1, 3, 2), B(2, -1,
-1) y €(a-2, 7, b) estén alineados.

Los puntos dados estaran alineados si C pertenece a la ecuacion de la recta determinada por Ay B, esta

recta es:
X =-1+3A
r:qy=3-4A
z=2-3A

Si C perteneciera a ella, sus coordenadas satisfarian la ecuacion de r, esto es:

~1+3k=a-2
3-40=7
2-3\=b

Despejando A en las tres y forzando la igualdad de los resultados obtenidos tendremos:

a-1 b-2

;\‘= =—]1=——
3 -3

Y de ahi se obtiene que:

a-1=-3 a=-2
=
b-2=3 b=5

Es decir, las coordenadas de C seran C(-4, 7, 5)

21. Dados los puntos A(2, 6, -3) y B(3, 3, -2), determinar aquellos
puntos de la recta AB que tengan al menos una coordenada nula.



Las ecuaciones paramétricas de la recta AB son:

X=24+A
r:qy=6-3A
z=-3+A

Para los puntos de ella que tengan al menos una coordenada nula probaremos (x, y, 0), (x, 0, z), (0, y, 2),

(x,0,0),(0,y,0),(0,0,2)y (0, 0, 0) determinando el valor de A (si existe) en cada caso.
Para (x, y, 0)

2+A=X
6-3L=Yy

—3+A=0 , de la Ultima se obtiene que A =3, valor que sustituido en las otras dos nos da:
x=5; y= -3y el punto buscado es (5, -3, 0)

Para (x, 0, z)

2+A=X |
6-3A=0;
-3+A=2]
Para (0, y, 2)

, de la segunda A =2,y en las otras dos x=4; z=-1 siendo el punto (4, 0, -1)

2+1=0 )
6-3A=Yy;
-3+A=2
Para (x, 0, 0) ’

, de la primera A =-2, entonces y=12; z=-5 siendo el punto (0, 12, -5)

2+A=X
6-3A=0
-3+A=0
Para (0, y, 0)
2+A=0 )
6-3A=Yy ¢
~3+A=0
Para (0, 0, 2)
2+A=0
6-3A=0;
-3+A=2
Para (0, 0, 0) ’
2+A=0 )
6-3A=0;
—3+A= 0» ,dela 12 A =-2,de la 22 A =2ydela3? A =3, no existe tal punto.

Los Unicos puntos que se ajustan al problema son A(5, -3, 0), B(4, 0, -1), C(0, 12, -5) que son
respectivamente los puntos en los que la recta r corta a los planos XY, XZ e YZ

de la 23, A =2ydela3? A =3, no existe tal punto

, dela 12 A =-2, dela 32 A =3, no existe tal punto

N

,dela 12 A =-2,de la 22 A =2, no existe tal punto




22. Dados los puntos A(4, -1, 3), B(2, 5, 8) y €(5, -1, 6), determinar
las ecuaciones de las medianas del triangulo ABC.

Las medianas de un tridngulo son los segmentos que unen cada vértice con el punto medio del lado opuesto.

Determinemos los puntos medios de los lados AB, AC y BC a los que llamaremos respectivamente M, Ny P.

M8 2 (5510
2'2'2 2

L2212 [La7
2 2 2 2

Las medianas son las rectas que pasan por My C; por Ny B, y por P y A, sus ecuaciones seran, tomando
como vectores directores de las mismas:

= Mé(z,—s,ij
2

vV =NB —5,6,Z
2’72

W = Fﬂi(E ,—3,—4j
2

las siguientes:

-

X =5+2A X =5+4A
m,:qy=-1-3A =y =-1-6A

z=6+& Z=6+A

L 2

( 5

X=2-"h (y—2-5)
Mgy =54+6A =>y=5+12A

Z:8+Z)~ z=8+7A

L 2

( A

X=4+E X=4+%
m, y=-1-3A=<y=-1-6A

z=3-4)A z=3-8\

23. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto A0, 1, 0) y es
paralelo a las rectas r y s:



r_x—2_y+3_z+1 S_x+4_y—1_z+2
-3 -3 2 0 2 1
Veamos primero la posicion relativa de r y s para lo cual las pasaremos a implicitas:

_ —3x+6=3y+9:> —3x—3y=3:> X+y=-1
"12x-4=3z+3 2x-3z=7 2x—-3z=7

2x+8=0 2x =-8 X=-4
S: = =
y—-1=2z+4 y—-2z=5 y—-2z=5

En el sistema formado por las 4 ecuaciones anteriores, se tiene que:

1 1 O
2 0 -3=-3£0=>r(A)=3
1 0
Y ademas:
11 0 -1 11 0 -1
2 -3 7
2 0 -3 7 2 0 -3 7
= =—1 0 -4=—(12+14+16-18)=
1 0 O -4 1 0 0 -4
1 2 -6
01 -2 5 1 0 2 -6

=-24#0=>r(B)=4
Y las rectas r y s se cruzan.

No puede existir un plano paralelo a dos rectas que se cruzan ya que si es paralelo a una de ellas, cortara
inevitablemente a la otra.

24. Determinar el valor de a para que los puntos A(O, O, 1), B(O, 1, 2),
C(-2, 1, 3) y D(a, a-1, 2) sean coplanarios.

Determinaremos primero la ecuacion del plano que pasa por ABC y veremos qué condicion ha de cumplir a
para que D pertenezca también a dicho plano.

Plano ABC:

Si tomamos como ecuacion general del plano ABD una de la forma:
X+Ay+Bz+D=0

Sustituyendo las coordenadas de A, B y C obtendremos un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas:

B+D=0 B+D=0
A+2B+D=0 =A+2B+D=0
-2+A+3B+D=0 A+3B+D=2

Que resolvemos por Cramer:



=1+3-2-1=1

>

[
A B O
W N P

0 1 1
A, =0 2 1=2-4=-2
2 3 1
00 1
Ag=1 0 1=2
12 1
010
Ap=1 2 0/==2
132
A=-2
B=2
D=-2

Siendo el plano ABC:

T:X—-2y+2z-2=0

Para que el punto D pertenezca a él, es decir, satisfaga su ecuacion, se ha de cumplir:
a-2a+2+4-2=0=>-a=-4=a=4

siendo entonces el punto D(4, 3, 2)

25. Determinar la ecuacion del plano que contiene al punto A0, 1, 0) y a

la recta:
(o X-2_y_2z+2
-1 3 1

Si pasamos r a parameétricas:

X=2-A
r:<y=3\A

z=-2+A
Y determinamos dos puntos de ella, dando a A dos valores arbitrarios, tenemos que para:
A =0 P(2, 0, -2)

A= Q(, 3, -1)

Se trata ahora de encontrar la ecuacion del plano que pasa por A, Py Q
Sea en su forma general:

n:X+Ky+Lz+M=0

sustituyendo las coordenadas de los tres puntos:



L+M=0 L+M=0
2-2L+M=0 =>-2L+M=-2
1+3K-L+M=0 K-L+M=-1

Y por Gauss:

0O 1 1 0 3 -1 1 -1 3 -1 1 -1
0O -21-2|=(0 1 1 0|=|0 1 1 O
3 -1 1 -1 0 -2 1 -2 0O 0 3 -2

entonces:

3M=—2:>M=—g
3
2
L+M=O:>L=—M:>L=§
3K—L+M=—1:>3K=—1+L—M=—1+3+§=1:>K=1
3 3 3 9

el plano pedido es:

n:X+X+2—Z—g=O:9X+y+62—6=O
9 3 3

26. Hallar la ecuacion del plano que contiene al punto A(3, 3, 3) y a la
Xx=-1

r:
recta {y =2

Dos puntos de la recta son por ejemplo B(-1, 2, 0) y C(-1, 2, 1) y dos vectores directores del plano pedido son:

i = AB(-4,-1-3)
V = AC(-4,-1-2)

siendo las ecuaciones paramétricas del plano buscado:

X=3-4A-4p
T:qy=3-A—1
z=3-3\A-2pn

27. Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1, 2, 2) y B(O,
2, -1) y es paralelo a la recta:
. 2x-y=-2z2=0
|2x+y-z=4
Sea Ax + By + Cz + D = 0 el plano buscado.

Como Ay B han de satisfacer su ecuacion, se tendra:

A+2B+2C+D=0
2B-C+D=0



Ademas, por ser el plano paralelo a la recta, el sistema de ecuaciones:

Ax+By+Cz=-D
2x-y—-2z2=0
2Xx+y—-z=4

habra de ser incompatible por lo que r(A)=2 y r(B)=3. Esto exige que:

A B C
2 -1 -2/=A-4B+2C+2C+2A+2B=0=>3A-2B+4C=0
2 1 -1

Hemos de resolver el sistema homogéneo de 3 ecuaciones con 4 incognitas:

A+2B+2C+D=0
2B-C+D=0
3A-2B+4C=0

Dado que el menor:

1 2 2
0 2 -1=8-6-12-2=-12%0
3 -2 4

, tomamos D como incAgnita auxiliar y ponemos el sistema:

A+2B+2C=-D
2B-C=-D
3A-2B+4C=0

Y por Cramer:

-D 2 2
A,=|-D 2 -1=-8D+4D+2D+8D=6D
0 -2 4
1 -D 2
A, =0 -D -1=-4D+3D+6D=5D
3 0 4
1 2 -D
A.=[0 2 -D/=-6D+6D-2D=-2D
3 -2 0

Siendo la solucién general:



A=— =_2"
-12 2
B—_20
12
__Db
12 6
A=-tp--> c-1
Y dando a D el valor arbitrario D=1, tenemos que 2 , 12 y 6
con lo que la ecuacioén del plano buscado es:
n:—lx—Eiy+iz+1=0:3—6x—5y+22+12=0
2 12 6

28. Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta rix-2=y-3=z y es
paralelo a la recta:
S:x—3=y—2=z—2
2 1 4

Sea el plano buscado de la forma x+Ay+Bz+C=0. Pasemos las rectas r y s a la forma implicita:

r_x—z=2
ly-z=3
Xx-3=2y-4 X-2y=-1 X-2y=-1
: = =
4x —12=2z2-4 4x —22=8 2X—z2=4

el hecho de que la recta r esté contenida en el plano exige que el sistema siguiente tenga r(A)=r(B)=2:

X+Ay+Bz=-C
X—2=2
y—-z=3

o lo que es lo mismo, los dos determinantes siguientes han de ser nulos:

1 A B

1 0 -)=B+1+A=0=>A+B=-1

0O 1 -

1 A -C

1 0 2|=—C-2-3A=0=>-3A-C=2
0 1 3

El hecho de que el plano sea paralelo a la recta s exige que el siguiente sistema sea incompatible con r(A)=2
y r(B)=3:



X-2y=-1
2x—z2=4
X+Ay+Bz=-C

es decir, el determinante de los coeficientes ha de anularse:

1 -2 0
2 0 -1=2+A+4B=0=>A+4B=-2
1 A B

Y resolviendo el sistema formada por las tres igualdades obtenidas, tenemos:

A+B=-1

-3A-C=2

A+4B =-2

Por Cramer:
1 1 O

A=-3 0 -1=-1+4=3
1 4 O
-1 1 O

A,=|2 0 —1=2-4=-2
-2 4 0
1 -1 0

Ag=|-3 2 -1=1-2=-1
1 -2 O
1 1 -

Ac=-3 0 2|=2+12-8-3=3
1 4 -

A=_2
3

B—_1
3

C=1

siendo el plano buscado:

n:x—%y—%z+1=0:>3x—2y—z+3=0

29. Dado el plano
X=5+3t-2s
Ty =—2+4t-5s
Z=6-t+s



a) Determinar dos puntos de dicho plano.

b) Determinar las ecuaciones de dos rectas secantes contenidas en
dicho plano

c) Determinar la ecuacion general del plano.

a) Haciendo t=0 y s=0 tenemos que A(5.-2,6) e Haciendo t=0 y s=1, tenemos que B@-77)en

b) Los vectores u@.4.-1) y ‘7(_21_5'1), son dos vectores directores del plano linealmente independientes y
el punto P(5, -2, 6) pertenece al plano con lo que las dos rectas secantes pedidas pueden ser:

X=5+3A
rqy=—-2+4A
Z=6-A
X=5-2p
S:qy=-2-5pu
Z=6+p

c) La ecuacion general del plano saldra de:

x-5 3 =2
y+2 4 -5=0=4(x-5)-15(z-6)+2(y+2)+
z-6 -1 1

+8(z-6)-5(x-5)-3(y+2)=0=>4x-20-152+90+2y +4 +8z —
—-48-5x+25-3y-6=0=>—Xx-y—-72+45=0

30. Sean los planos T:3X—-y+5z2-11=0 w:4x+y+7z+12=0

a) Determinar la ecuacion continua de la recta r determinada por
dichos planos.

b) Determinar la ecuacion del plano paralelo a ™ y que pasa por el
punto A(-4, 3, 2).

a) Larecta determinada por dichos planos en su forma implicita es:

. 3X-y+5z-11=0
|4x+y+7z+12=0

haciendo z=t y considerandola como incognita auxiliar queda:
3Xx-y=11-5t

4x +y=-12-Tt

sumando ambas ecuaciones tenemos:

IX=-1-12t = x =—$—Et

7

Y sustituyendo en la primera:



y =3x-11+5t =—§—§t—11+5t =—@—lt
7 7 7 7

1 80
P(
siendo entonces la ecuacion continua pedida la de la recta que pasando por el punto 7 7
~12,-1)

tiene la direccion del vector V( , esto es:

x+t y4 8
7 Y 7_z:7x+1_7y+80_z

—12 -1 1 -84 -7 1

b) Un plano paralelo a Tt, tendra su mismo vector normal n(3’_1'5) y sera de la forma:

3x-y+5z+k=0

donde determinaremos k haciendo que el punto A satisfaga la ecuacién de este plano:

-12-3+10+k=0=>k =5

siendo el plano pedido:

3X-y+5z+5=0

31. Determinar el valor del parametro m para que los planos o, 3, y 7y se
intfercepten en una recta:

a:mx+y-z=0
B:x+3y+z=0
y:3Xx+10x+4z=0

Los tres planos dados se interceptaran en una recta si el sistema de ecuaciones que forman en compatible e
indeterminado con un grado de libertad, lo cual exige que r(A)=r(B)=2 y de aqui se deduce que:

m 1 -

1 3 1=0=212m+3-10+9-10m-4=0=>2m-2=0=>m=1

3 10 4

32. Sean los planos a, § .
a) Determinar las ecuaciones parameétricas de la recta r,
interseccion de dichos planos.
b) Hallar la ecuacion del haz de planos de arista r.

o:4x-3y+7z2+8=0
B:—x-y+3z-6=0

Las dos ecuaciones dadas formaran las ecuaciones implicitas de la recta r siempre que el rango de la matriz
de coeficientes del sistema de ecuaciones que forman sea 2, cosa cierta pues el menor:

=—4-3=-7#0

4 -3
-1 -1



Para pasar dicha recta a paramétricas hagamos z=t para obtener:

4x -3y =—-7t -8
-X-y=-3t+6

donde hemos considerado z como incAgnita auxiliar. Resolviendo por reduccion, para lo cual multiplicamos la
22 por 3 y restamos miembro a miembro:

4X -3y = —Tt -
X=3y=-Tt-8 | o ot_26=>x=2t_28
-3x—-3y=-9t+18 7 7

Y sustituyendo este valor en la 22 de las iniciales:

y=3t—6—x=3t—6—%t+§=gt—E

7 7 7
Siendo las ecuaciones paramétricas pedidas:
x=—§+gt x=—é+2t
7 7 7
r :<y=—E+Et:><y=—E+l9t
7 7 7
z=t z=7t

b) El haz de planos de aristar es:
4X -3y +7z2+8+A-x~-y+32-6)=0

donde para cada valor del parametro obtenemos un plano del haz.

33. cPertenece el plano p: x+y+z+2=0, al haz de planos de arista r?

. X+2y-z-1=0
|x-3y+4z+2=0

El mencionado haz de planos de aristar es:

X+2y—-z2-1+A(X-3y+4z+2)=0=
> X+2Y—-Z-1+AX -3y +4Az2+2A =0
=S A+A)xX+(2-30N)y+(4r-1)z+21-1=0

E identificando coeficientes con el plano p dado se ha de cumplir:

1+A=1
2-3r=1
4h-1=1

2A-1=2



cosa absurda pues de esas igualdades se obtienen respectivamente para el parametro valores diferentes O,
1/3, %y 3/2

El plano p no pertenece al haz pues para que asi fuera deberiamos haber obtenido los mismos valores del
pardmetro en todas las igualdades.

— —

34. Demostrar que si el vector W es ortogonal a los vectores U y V
también lo es a cualquier combinacién lineal de U y V .

El hecho de que W sea ortogonal a U y V implica que han de ser nulos los productos escalares:

0
0

-u

s

s
<
]

Si tenemos ahora un vector & combinacion lineal de U y V podemos poner con
simultaneamente nulos:

o,pelR y no

a=au+pv
Si multiplicamos escalarmente por W la igualdad anterior tendremos:
a-w=(ali+pV)-W=al-W+BV-W=a-0+B-0=0

donde hemos hecho uso de la propiedad distributiva del producto escalar respecto a la suma y de la

propiedad conmutativa del producto escalar. Con ello queda probado que & y W son ortogonales como
se queria.

35. En mg, determinar el valor de a, para que los vectoresu(2,a,—-3) y

v(L,-2,a) sean ortogonales.

El producto escalar de ambos habra de ser nulo para que sean ortogonales, es decir:

G-\7=2—2a—3a=0:>2=5a:>a=§

36. Dados los vectores de IR3 U=(3-11) . v=(20-3) y w=(2-12) .
hallar la proyeccién de U+V sobre la direccién de W .

En general, el producto escalar de dos vectores a y b se puede calcular por:

a6 =[d]

B‘-cosa

siendo las expresiones entre barras los respectivos médulos y & el menor angulo formado por las

direcciones de @ y 0 |

‘6‘-005&

En la expresion anterior representa (recordando la Trigonometria, la proyeccion del vector b

sobre la direccién de &, por tanto podemos poner:

(@

a-
d

a-b=[d-proy,(b) = proy, (b) =



S=U+V=(5-1-2)

En el problema que se nos presenta llamando
tendremos:

y aplicando la expresion anterior

W-S 10+1-4 7 7

W| JA+1+4 _E=§

proy, (s) =

37. Dados los vectores de R° U=(3-23) , v=(-230) y w =(0,3-2) ,
calcular:

a) i-V=-6-6=-12

by U-(V+W)=(3-23)-(-26-2)=—6-12-6=-24
o @+V)-W=(113)-(03-2)=3-6=-3

g (V)W =-12.(0,3,-2) = (0,-36,24)

38. Dados los vectores de R° U=(3-25) V=(101)  qcylar i , vl ,

G+ V| G+ V| < [d] +|v|
y comprobar que

Tenemos:

i=o+4+25 =38

V|=vi+1= V2

i+ V| =|(4,-2,6) =16+ 4 +36 = /56

Y evidentemente se tiene:

Ui+ V| =56 ~ 7,48 <38 +/2 ~ 7,58 =|ii| +|V|

39. Determinar el dngulo de los vectores =(8-43) y b=(-85-3)

De la definicion de producto escalar se tiene que:

cosa = a-b —64-20-9 —93 ~—0,9958

e ‘b‘ J64+16+94/64+25+9 /89498

Y de ahi:

o =arccos(—0,9958) ~ 174°44'49"




X—-2 y+5 z-4

40. Determinar el angulo que forman las rectas r= T -3 Y
. X+1 y+7 2z . . . .. . .
r =% "4 32 averiguando previamente la posicion relativa que tienen.

((2.13) , V(6,-4.2)

Unos vectores directores de ambas rectas son, respectivamente
Para averiguar la posicion relativa las pasamos a la forma implicita:

. x—2=2y+10:> X—=-2y=12
"|3x-6=2z-8 3x-2z=-2

o 2x+2=06z N 2X -6z =-2
|2y+14=-4z " |2y+4z=-14

Y en el sistema de 4 ecuaciones con tres incégnitas que forman las dos parejas de ecuaciones anteriores, se
tiene que el menor:

1 -2 0
3 0 -2=8-36=-2820=r(A)=3
2 0 -6

Y orlando con los términos independientes:

1 -2 0 12 1 -2 0 12

-6 2 38
3 0 -2 -2 0 -6 2 38
= =-4 6 26|=
2 0 -6 -2 0 -4 6 26
2 4 -14

0 2 4 -14 0 2 4 -14
=504 +104 -608-456+624-112=56-20=>r(B)=4

Y las rectas se cruzan en el espacio.

En angulo que forman es el mismo que el que forma la proyeccion de r sobre el plano paralelo a r que
contiene ar' y, dados los vectores directores de ambas rectas determinados arriba tenemos:

cosq 12-4+6 14 o5

|U| |V| JA+1+936+16+4 14456

= o =ar cos(0,5) =60°

41. Averiguar el dngulo que forman los planos:

n:2Xx+4y-z2+8=0 , n':X+y+6z2-6=0

4

En angulo que forman dos planos es el mismo que forman sus vectores normales que son, segun las

ecuaciones dadas n= (2’4'_1) y ﬁ(LLG) , por tanto:

n-p 2+4-6

=0=>¢= 0) = 90°
A[-B] ~ V4+16+1-v1+1+36 = ¢ =arccos(0)

CosS@=



es decir, los planos dados son perpendiculares.

42. Encontrar un vector perpendicular al plano que pasa por los puntos A(1,
0, 1), B(2, 1, 3)y C(-1, 2, 4), también llamado vector caracteristico
o vector normal al plano.

AB(112)

Tomando como punto base del plano el A y como vectores directores del mismo

AC(_Z'Z"?’) , tenemos las ecuaciones paramétricas:

X=1+A-2n
Ty =A+2p
z=1+2A+3u

Y de ahi pasamos a la forma general:

x-1 1 =2

y 1 2(=0=23x-D)+2(z-)-4y+2(z-D)-4(x-1)-3y=0=
z-1 2 3
=>3X-3+22-2-4y+22-2-4x+4-3y=0=>-Xx-7y+4z-3=0

V(-1-7,4)

Entonces un vector normal es

43. Hallar la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano
r=X-2y+2+2=0y pasa por el punto P(1, 1, -3).

Si la recta es perpendicular al plano, el vector normal de éste sera el de direccion de aquélla, es decir, la recta
sera en paramétricas:

X=1+t
r.qy=1-2t
Z=-3+t

44. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, O, 2) y es
paralela a los planos:

n:X—-2y+3z+1=0 , ©':2x-3y+2z+6=0

Y
Los planos dados son secantes y se cortan en una recta pues el menor:
1 -2
s _3 =1£0=r(A)=r(B)=2

Si la recta buscada es paralela a ambos planos lo sera necesariamente a la recta interseccion de los mismos,
es decir a la recta:



X—-2y+3z+1=0
2X-3y+z2+6=0

Su direccion seré la determinada por el vector producto vectorial de los vectores normales a los planos dados,
esto es:

i ] K

V=[1 -2 3[=—2i+6j-3k+4k+3i—j=i+5]+k=(15,)
2 -3 1

Y la recta pedida sera:
X =1+t

r:qy =>5t
z=2+t

45. Hallar la ecuacion de un plano que pasa por el punto P(1,1,1) y es
perpendicular a la recta determinada por los puntos A(2,0,4) y B(8,
1, 6).

La recta que pasa por Ay B es, tomando como punto base el A 'y como vector director AB(G, 1 2) , en
forma paramétrica:

X =2+6t
r:qy=t
z=4+2t

El vector normal al plano sera el director de la recta, es decir, el plano es de la forma:
n:6X+y+2z+k=0
Y como P ha de pertenecer a él:

6+1+24+k=0=>k=-9

siendo el plano pedido:

m:6X+y+22-9=0

46. Determinar las coordenadas del punto A’ simétrico del A(2,2,1)
respecto al plano 7=x-2y+z+6=0

El plano ha de cortar al segmento AA’ en su punto medio y ser perpendicular a él.

La recta que pasando por A es perpendicular al plano es:

X=2+t
r.qy=2-2t
z=1+t

Dicha recta se corta con el plano en el punto M solucién de:



X—-2y+z+6=0

X=2+t

=>2+t-2(2-2t)+1+t+6=0=>
y=2-2t
z=1+t

2+t—4+4¢+1+t+6=0::6t=—5:>t=—§
Entonces:

(2.5,5, 85) (7111
6 3 6 6 3 6

Y este punto es el punto medio del segmento AA’, es decir, si a las coordenadas de A’ las llamamos (a, b, c),
se tiene que:

2*8_ 7 L 12+6a=14=>6a=2=>a=—
2 6 3
2+b 1l ei3p=22=30=16=b="0
2 3 3
e 1 gi6c-2o6c—-4mc=-2
2 6 3
-(EE—_z]
Y el punto A’ es 3 3 3

47. Determinar las coordenadas del punto A’, simétrico del A(2, O, 3)
respecto a la recta:
r:x—lzy—2:z—1
1 1 2

Determinemos el plano que pasa por Ay es perpendicular a r, éste sera con vector normal (1, 1, 2):
n:X+y+2z+k=0

Y para el punto A:

2+6+k=0=>k=-8

siendo ®- X+Y+22-8=0

Pongamos la recta r en forma implicita:

X-1l=y-2 X-y=-1
: =

2x-2=z-1 2x-z=1
El plano y la recta se cortaran en las soluciones del sistema:
X-y=-1
2x—-z=1

X+y+2z=8
Que por Cramer da:



1 -1 0

A=2 0 -1=1+1+4=6
1 1 2
-1 -1 0
A,=|1 0 -1=8-1+2=9
8 1 2
1 -1 0
A,=2 1 -1=2+1+8+4=15
1 8 2
1 -1 -1
A,=2 0 1|=-1-2-1+16=12
1 1 8
9 3
X=—=—
6 2
y-15_5
6 2
z=%§=2
El punto obtenido es el punto medio del segmento AA’, por tanto, siendo (a, b, ¢) las coordenadas de A’:
g§E=§-:34+2a=6:>a=1
9=E:b=5
2 2
3+cC

—E—=2:3+c=4:c=1

A'(15])

Y el punto A’ es

48. Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(2, 1, 0) y B(O,

1, 3) y es perpendicular al plano *:2X—Y+2-4=0

n:X+Ay+Bz+C=0

Sea el plano buscado de la forma , para los puntos A 'y B obtenemos:

2+A+C=0
A+3B+C=0

Ademas por ser perpendicular al plano dado, el vector (1, A, B) y el vector (2, -1, 1) han de ser ortogonales, es
decir:

2-A+B=0

Resolviendo el sistema:



A+C=-2
A+3B+C=0
—-A+B=-2

Se tiene, por Gauss:

1 01 -2 1 0 1 -2 1 0 1 -2
1 31 0|0 -3 0 -2|=(0 -3 0 -2

-1 10 -2 0O 1 1 -4 001—%
de donde:
c--1
3
—38=—2:>B=g
3

A+C=—2:>A=—2—C=—2+%=%

Y el plano pedido es:

n':x+§y+§z—%=0:>3x+8y+22—14=0

n:5Xx+4y-22+5=0

49. Determinar el dangulo que forman el plano y la
recta:
X =2t
r:qy=1+3t
z=2+4t

En angulo buscado, y al que llamaremos & , sera el complementario del que forman el vector director de la

recta u(2’3’4) y el vector normal al plano n(5’4’_2) dado que el seno de un angulo es igual al coseno de
su complementario se tendra:

U-A 10+12-8 _ 14
-] Va+9+16v25+16+4 2945

cos(90-a)=sena =

__1 ~0,3875

71305

Finalmente se tiene para el angulo buscado:

a =arcsen(0,3875) = 22°47'56""

50. Hallar la distancia del punto P(2, 4, 1) al plano:

n:3X+4y+122-7=0



Se tiene:

6+16+12-7 27 27

d(P,n) = = =0
(P.m) J9+16+144 /169 13

51. Hallar la distancia entre los planos paralelos:

n:3x+y+z—3=0yn':3x+y—z—8=0

La distancia entre dos planos paralelos es la diferencia de distancias de ambos planos al origen de
coordenadas, esto es:

-3+8 5 5411

d(m,w') = = =
) Vo+1+1 11 11
52. Comprobar que la recta r= x13 = yIZ = Z_l es paralela al plano

7=X+2y+3z2=0 y hallar la distancia de la recta al plano.
La recta sera paralela al plano si el vector director de aquélla es ortogonal al vector normal al plano esto es si:

Uu-n=0=1+2-3=0 , cosa que efectivamente ocurre.

La distancia de la recta al plano sera la misma que la distancia entre un punto de la recta y el plano. tomando
como punto de la recta el punto base A(3, 2, 7), se tendra:

3+4+21 28 2814
d(m,r) = = = =214
J1+4+49 14 14
y =0 x =0
53. Probar que las rectas r, = y r,= se cruzan y
X+Z = 0 y = 4
hallar la minima distancia entre ellas.

Al tratar de resolver el sistema:
y=0
X+z=0 010
X =0 1 0 1§=1#20=r(A)=3
y=4 , el menor de los coeficientes 100
pero el menor de la matriz ampliada es:
0100

0 10
1 010

=—1 0 0|=420=>r(B)=4

1 000

0 1 4
010 4

El sistema es incompatible y las rectas se cruzan en el espacio.



La minima distancia entre ellas sera la que haya entre el punto A de la 12 y el B de la 22 intersecciones
respectivas de ambas rectas con la perpendicular comin a ambas. Determinemos estos puntos, para lo cual

pasaremos las rectas dadas a la forma paramétrica. Haciendo Z = A en la primera 'y Z=H en la segunda
queda:

X =—A x=0
r:qy=0 r,.qy=4
zZ=A Z=p

Por lo tanto un punto genérico de la 12 sera P(—?»,O,?») y uno genérico de la 22 Q(0’4’u) , la distancia
entre P y Q sera minima cuando el vector PQ(}‘"4’M_}“) y los vectores directores de ambas rectas

((-101) , V(0.0,1)

sean ortogonales, es decir:
PQ-i=0=-A+p—-A=0=-2A+p=0
PQ-V=0=p-A=0

resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas determinado por estas dos Ultimas igualdades
obtenemos facilmente que:

-2u+p=0=>pu=0=»2A
Por lo que los puntos A y B de las respectivas rectas mas proximos entre si son A(0,0,0) y B(0,4,0).

Siendo la distancia entra A y B la distancia pedida, dicha distancia es:

d(A,B)=+/4 =2

54. Determinar m para que el vector u(2,m+1m) sea ortogonal al vector
normal al plano:

X=5+3t-2s
nisy=t-s
z=-1-t-4s

Pasemos la ecuacién del plano a la forma general para determinar su vector normal:

x-5 3 =2

y 1 -1=0=-4x-5)-3(z+D)+2y+2(z+1)-(x-5)+12y=0=>
z+1 -1 -4
= -4X+20-32-34+2y+22+2-X+5+12y=0= -5x+14y—-z+24=0

A(=5,14,~1)

Siendo entonces el vector normal al plano
de cumplir:

y para que ese vector sea ortogonal al dado, se ha

Uu-n=0=-10+14M+)-m=0=-10+14m+14-m=0=>

:>13m=—4:>m=—i
13




55. Dados los puntos A(1, O, 0), B(O, 1, 0) y ¢(0, O, 1):

a) Demostrar que no estan alineados y por lo tanto determinan un
triangulo.

b) Determinar las ecuaciones de las alturas del triangulo ABC

c) Determinar las ecuaciones de las mediatrices.

d) Determinar las coordenadas del cincuncentro.

e) Calcular las longitudes de las alturas del triangulo.

a) Los puntos dados estan cada uno sobre uno de los ejes coordenados y por tanto no pueden estar
alineados.
b) Las alturas de un triangulo son los segmentos de recta comprendidos entre un vértice y el punto donde

la perpendicular trazada por dicho vértice al lado opuesto corta a dicho lado opuesto.

Las rectas que contienen a los lados del tridngulo ABC son:

recta AB:

Xx=1-A
riqy=»

z=0
recta AC:

(x =1-A
r,:qy=0

(Z=A
recta BC:

(x =0
ryiqy=1-2

(Z=A

Las rectas que contienen a las alturas seran, respectivamente h, la recta que pasa por A y es
perpendicular a BC; la recta h, que pasa por B y es perpendicular a AC, y la recta h; que pasa por Cy es
perpendicular a AB

Determinacion de ha:

Un vector director de h, habréa de ser ortogonal a (0, -1, 1), sea este vector (a, b, c), se tendra que:

-b+c=0=c=Db , con lo que podemos tomar (0, 1, 1) y la altura h, sera:

x=1
h,:3y=2A
Z=A

Determinacién de hp:

Un vector director de h, de la forma (a, b, c) habra de ser ortogonal a (-1, 0, 1), es decir:

—a+Cc=0=C=a, tomemos (1, 0, 1) y tendremos:



X=H
h,:<y=1

Z=p

Determinacién de h¢:

Un razonamiento analogo nos conduce a:

c
c
1

>
o

N < X
Il

Que son las ecuaciones de las alturas pedidas.

c) Las mediatrices son las rectas perpendiculares a cada lado por su punto medio. Teniendo en cuenta los
vectores directores de cualquier recta perpendicular a un lado obtenidos en el apartado anterior, es decir (0, 1,
1), (1,0, 1) y (1, 1, 0) respectivamente bastara obtener los puntos medios de cada lado:

23°) 202 [032)
Punto medio de AB: 22 , punto medio de AC: 2 2 y punto medio de BC: 22 . Las

mediatrices seran:

X =
m,:{y=—+A
zZ=—+A

(1
X=—+U

m, 4y =0

1
Z=—+p

(1
X==—+0

2
m'<y—i+c

c " 2

z=0

d) El circuncentro es el punto de interseccion de las mediatrices (basta con encontrar el punto de
interseccion de dos de ellas pues la 32 pasara seguro por él).

Para la interseccion de m, y my , resolveremos el sistema:



==+

K u__i
%+7\,=0 =1 i
1 A==3
—+A=—+
2 M)

Y para esos valores (sustituyendo en my por ejemplo):

0,0,0)

El circuncentro es ( , es decir, el origen de coordenadas.

e) Las longitudes de las alturas son respectivamente las distancias de Aarsz,deBar,y de C ar;. Es decir:
Un vector director de r; es vi(-1, 1, 0) y un punto de ella es (1, 0, 0)

Un vector director de r; es vu(-1, 0, 1) y un punto de ella es (0, 1, 0)

Un vector director de r3 es v3(0, -1, 1) y un punto de ella es (0, 0, 1)

Los productos vectoriales son:

i j k

ACxV,=-1 0 1=i+j+k=(111)
0 -1 1
ik

BAxV,=|1 -1 0/=-i—j—k=(-1-1-1)
-1 0 1
R I ¢

CAxV,=l1 0 —1d=i+j+k=(111)
-11 0

Las longitudes de las alturas son:

wexv| 3 Vo, _,
|\—/»3| \/E 2 b c

Ya que el triangulo es equilatero.

h, =d(A,r;) =

56. Hallar la ecuacion del plano que sea perpendicular a la recta

r5{§ i 202 y diste +/5 unidades del punto P(4, 3, 1).

El vector de direccion de la recta ha de ser el normal al plano. Pasemos la recta a paramétricas haciendo z=t:

x=0
r.qy=2t
z=t

Un vector director suyo es U(O’Z’l) . El plano buscado sera de la forma:

n:2y+z+k=0



La distancia de P a dicho plano es:

6+1+k 7+k

Va1 5

Y el plano pedido es:

d(P,x) = =J5 > 7+k=5=>k=-2

n:2y+z2-2=0

57. Demostrar si los puntos A(O, 1, -2), B(1, 0, -5), €(1, 1, -4) y D(2,
-1, -8) determinan un cuadrilatero.

Los puntos dados determinaran un cuadrilatero si dos de los puntos dados (p. ej. C y D) no pertenecen a la
recta determinada por A y B. Dicha recta es:

AB(1,-1-3)
X=2A

r:<y=1-»
z=-2-3A

Sustituyamos las coordenadas de C y D y veamos si en cada caso son iguales o diferentes, en las tres
ecuaciones paramétricas, los valores del parametro:

Para C:
1=A A=1
1=1-A =><A=0=Cer
—-4=-2-3A }b:g

L 3
Para D:
2=X A=2

-1=1-A =>A=2=>Der
—-8=-2-3A A=2

Es decir, los puntos A, B y D estan alineados pero C no. Los puntos dados no pueden determinar un
cuadrilatero.

58. Determinar los puntos de corte del plano 7=3x-2y+z=6 con los ejes

de coordenadas y calcular el drea del triangulo que dichos puntos
definen.

Corte con el eje OX (hacemos y=z=0):

3 cortaa OX en A(2, 0, 0)

Corte con el eje OY (hacemos x=z=0):

—2y=6=>y=-3 corta al eje OY en B(0, -3, 0)



Corte con el eje OZ (hacemos x=y=0):
z=6 corta al eje OZ en C(0, 0, 6)

El 4rea del triangulo ABC es la mitad del &rea del paralelogramo cuyos lados son los vectores AB y AC y
el area de éste es el mddulo del producto vectorial de ambos, es decir:

‘Aéqu
-

A

El producto vectorial es:

i ] K
ABxAC=|-2 -3 0=-18i+12j—6k =(-18,12,-6)
-2 0 6

Y su médulo:

‘Aé x Aé‘ = /324 +144 + 36 = /504

El area del triangulo es, pues:

V504

A=20
2

59. Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son el punto V(1, 1, 1)
y los puntos de corte del plano 7=2x+3y+z-12=0, con los ejes de

coordenadas.

Procediendo como en el ejercicio anterior, los puntos de corte del plano con los ejes son A(6, 0, 0), B(0, 4, 0)
y C(0, 0, 12).

Como el valor absoluto del producto mixto de tres vectores representa el volumen del paralelepipedo
delimitado por ellos y el volumen del tetraedro es la sexta parte de dicho paralelepipedo, se tiene:

a=AV(-511)
b = AB(-6,4,0)
¢ = AC(-6,0,12)

El producto mixto de ellos es:

-5 1 1
[6.6,¢]=(Exb)-c=|-6 4 0|=-240+24+72=-144
-6 0 12

El volumen del tetraedro es:

144
6

\Y; 24 u®




60. El plano 7=x+y+z=4 es el plano mediador de un segmento, uno de

cuyos extremos es el punto A(1, O, 0). Halla las coordenadas del otro
extremo.

Se trata de encontrar el punto A'(a, b, c) simétrico del A respecto al plano. La recta que pasando por A es
perpendicular al plano es (su vector director es el normal del plano):

Xx-1 'y z X=-1=y x-y=1
M—==—% =
1 1 1 X=-1=z x—-z=1
El punto donde se cortan esta recta y el plano es la solucion del sistema:

X+y+z=4
x-y=1
X—z=1

Resolviendo por Gauss:

1 1 1 4 111 4 111 4
1 -1 0 1|=|0 2 1 3|0 2 1 3
1 0 -1 1 0 1 2 3 0O 0 3 3

tenemos que:

3z=3=>12z=1
2y+2=3=>2y=3-2=3-1=2=>y=1
X+Yy+z=4=>X=4-y-z2=4-1-1=2

El punto M(2, 1, 1) es el punto medio del segmento AA’, se tiene pues:

a5 a=3
2

E=1:>b=2

2

C1mc=2

2

Y el punto A’ es (3, 2, 2)

Ejercicios recogidos de la pdgina web:
http://usuarios. lycos. es/manuelnando/practicageometriaespacio. htm




