










































































































































































CAPITULO 5. CALCULO DE PRIMITIVAS

5.5. Cambio de variable

77)/ LA {1+x2:t2}:($2_2>m+6’

Vi4a? 3

78)/\/@(1&7 {x:acost}:a;arcsengjL#—l—C
79)/%0& {z+1=}=2vVa+1-2Im(1+Va+1)+C
80)/“161,@: (" =t} =2 —In(1 + ¢%) + C

81)/%0@ ("=t} ——— 4

e +4)? 4+ e*

82)/md:c {z =1} = Va(2¥/x — 3yz +6) — 6In(1 + V) + C

T4+1
83)/?__'—6960[1' {e"=t}=a2—-2In(e"-1)+C

3 2 —1 3 2
84)/ z fr—1=£) = v — 1(5x° 4+ 62% + 8z + 16) e
x—1 35
1 1+senzx sen
3 4
85) /sec rdr {senx =t} = 5111( - ) 5o 1

86)/\/:6217_2(117 {x:\/it}zln(xjt\/m)%—C

58
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5.6. Miscelanea

2 1 1
[87] / §+ dx—lna?—§ln(a? +1)+2arctge + C
T

/ 2 dr =xtgx +Incosx + C
cos

1 t 3 +C
4+9x2 T ety

1 2
——e ° C
Tr-e 26 +

der =5V +1+C

/\/ 1+ 22
/5:6(:08:6 +3) dz gsen(x2+3)+0

(93] /%dzzln(x—l)—xil—l—C

[94] \/H% m—Barcsen( ) VI—a2+C
9—ux

5.7. Problemas

1. Empleando el cambio de variable t = tg(x), calcular:

/ dx
cos? x + cos(z) sen(x)
Solucién: In |1 4 tg(z)|

2. Calcular la integral

sen T
3 dx
cos’ x
realizando el cambio de variable ¢t = cos x.

a) Calcula la misma integral que en el apartado anterior pero haciendo el cambio de
variable u = tg x.

b) (Se obtiene el mismo resultado en ambos casos?. Justificar la respuesta.

1 tg2 T

2cos2z’ 2

Solucién:
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3.

10.

Explicar en qué consiste el método de integracién por partes. Calcular

/:)52 Inxdx

Solucién; ez _ z°

Calcular

/Ldz
1+2Ve™

/ sen® z dx

Solucién: 6 In(e®/? + 2)

Calcular

Solucién: — cos z + % cos®

. Hallar la funcién F'(z) tal que F'(0) = 2 y que sea primitiva de la funcién

Solucién: F(z) =1In(e®* +1)+2—1n2

. Determinar f(z) sabiendo que f"(z) =24z, f"(0) =2, f/(0) =1y f(0) =0.

Solucién: f(x) = 2* + 22 +x

Selectividad Junio 2001. Siendo Inx el logaritmo neperiano de z, consideramos la
funcién f : )0, +oo[ — R definida por f(x) = xInz. Calcular:

W) [ f(z)dr.
b) Una primitiva de f cuya gréfica pase por el punto (1,0).
2
1

2
Solucién: [ f(z)dx = %(2lnx —1)+C, F(z) = %(2lnx -1+ 1

. Selectividad Junio 2001. De la funcién f : R — R se sabe que f”(x) = 2> +2x+2y

que su gréfica tiene tangente horizontal en el punto P(1,2). Hallar la expresién de f.

4 3 1 4
Solucién: f(z) = % % + 2% — % + 1_;

SL. Consideremos la funcién f : R — R definida por f(z) = (1 + x)e”.

a) Calcular/f(x) dx.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

b) Hallar una primitiva de f cuya gréfica pase por el punto (0, 3).
Solucién: [ f(z)dx = ze® + C; F(z) = ze® +3

SL. Determinar la funcién f : R — R sabiendo que su segunda derivada es constante e
igual a 3 y que la recta tangente a su gréfica en el punto de abscisa x = 1 es 5z —y—3 = 0.

Solucién: f(z) = 3:(:2+724:c—3

Hallar una primitiva de la funcién f(z) = 2z%senx cuya grafica pase por el origen de
coordenadas.

Solucién: f(x) = —2z%cosx + dxsenx + 4cosx — 4

Selectividad Junio 2003. Sea In(1 — 2?) el logaritmo neperiano de 1 — 22 y sea f :
] — 1,1 — R la funcién definida por f(z) = In(1 — z?). Calcular la primitiva de f cuya
grafica pasa por el punto (0,1).
Solucién: F(z) = zIn(l — 2?) — 2z —In (%) + 1
Selectividad Septiembre 2003. Sea f : ]0, +00] — R la funcién definida por f(z) =
(x — 1) In(x) donde In(x) es el logaritmo neperiano de x. Calcular la primitiva de f cuya
grafica pasa por el punto (1, —3/2).

202 Inx — 2? —4xlnx +4x — 9

4
Selectividad Junio 2004. De la funcién f : ] — 1,400 — R se sabe que f'(z) =

ﬁyquef@):().

Solucién: F(x) =

= Determinar f.
= Hallar la primitiva de f cuya grafica pase por el punto (0, 1).
x—2
x+1

Selectividad septiembre 2005. De una funcién f : [0,5] — R se sabe que f(3) =6y
que su funcion derivada esta dada por:

fﬁﬂz{m_z si0<az<l1

Solucién: f(z) = Flz)=xz—-3ln(zx+1)+1

2% — 6z + 8, sil<z<b

a) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
r =3
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17.

18.

19.

20.

62

b) Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcular sus
extremos relativos o locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la

funcion).

2 2
Solucién: y = 9 — x; f crece en 5,2 UJ4,5[ v decrece en ]O,g [U]Q,él[. Los puntos

530 3
Selectividad septiembre 2006. Calcular:

2 g1
/%dz, /(2x—3) tg(z® — 37) dx

2 133 16 .. 20 . .
, | 4, — | son minimos locales y | 2, 3 es un maximo local.

siendo tg la funcién tangente.

Solucién: 5z — 41In|x — 5|+ 31In|z + 5| + C; —In|cos(x? — 3z)| + C.

Selectividad septiembre 2006. Hallar la funcién f : R — R sabiendo que f”(z)

122 — 6 y que la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2 tiene de

ecuacion 4or —y — 7 = 0.
Solucién: f(x) = 22° — 32? — 8z + 13

Selectividad junio 2007. Dada la funciéon f : R — R definida por

f(z) =In(1+ %)

Hallar la primitiva de f cuya grafica pasa por el origen de coordenadas. (In denota la

funcién logaritmo neperiano).

Solucién: F(x) = zIn(1 4 2?) — 22 + 2arctgx

Selectividad septiembre 2009. Sea f la funcién definida por:

i

T = o

Hallar la primitiva ' de f que cumple F'(0) = 3.
2
Sugerencia: utilizar el cambio de variable ¢ = Bi

1 2
Solucién: F(z) =3+ g arcsen (%)



Capitulo 6

Integral definida y Calculo de areas

1. Calcular las siguientes integrales:

1] /W sen 3z dz 2] /_ 1 (2 +sen3z)dx  [3] /23 -

—r 1 .1'2—1

uy

] /0 VE (@) de [ /0 *senz - cos(2z) dz [6] /0 v du

s s 1
7] /2 xcosxdr 8] /3 —dzx
0 = SenTCosT

Solucion:

y si definimos:

demostrar que lim I(x) = 2

Solucién: —(z? + 2z +2)e ™ * + C

. . : 8
3. Calcular el 4rea finita, comprendida entre la recta z = 1 y las curvas y = 22 e y = —.
x

Solucién: 81112—%

63
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4.

10.

11.

Representar la funcion:
1

)= —5re

1 4

Calcular f(x)dx. ;Es aplicable la regla de Barrow para calcular / f(x)dx?. Ra-
1 1

zonar la respuesta.

Solucién: In (%) No.

Calcular el area encerrada por la grafica de

1

y:4—i—x2

el eje de abscisas y las rectas © =2y z = 2v/3

™

Solucion: 29

. Representar graficamente la parte del plano comprendida entre la curva y = In(x +5) y

9
2

Solucién: 6In6 — $In2 — 3

las rectas y = 0, z = —5, x = 1. Calcular el valor de dicha &rea.

. Hallar el drea encerrada por la curva y = Inx entre el punto de corte con el eje OX y el

punto de abscisa = = e.

Solucién: 1

. Determinar el area encerrada entre las graficas de las funciones:

y=6r—1° ; y=2a"—-2
Solucion: %
Calcular )

/0 (2* + 1)e * dx

Solucion: %
Calcular el drea de la figura limitada por la pardbola y = 2z — 2% y la recta y = —x.
Solucién: 3
Sean

IS

H 2 2
a= rsen‘xzdr ; b= x cos” x dx
0 0

Calcular a + by a — b y obtener los valores de a y b.

w244 b_ w24
16 > 7 16

Solucién: a =



CAPITULO 6. INTEGRAL DEFINIDA Y CALCULO DE AREAS 65

12. Calcular el drea encerrada por la curva y = 22 — 4z y la recta y = 2o — 5.

Solucion: %

13. Determinar a y b para que la siguiente funcién sea continua:
2% 4+ a, stz < —1
f(x) =< azx +b, si—-1<x<0
322 + 2, siz >0

-1
Una vez calculados a, b, hallar el valor de la integral / f(z)dx
2

109

i3 p 9.
Solucién: a = 3, b= 2; —=¢

14. Representar la funcion:

1
f(:c)—:c—3+x_2
1
y calcular / f(x)dx
-1
Solucién: —6 — In 3
15. Se considera la funcién:
3
TR

1) Representar la grafica de f en un entorno de z = 1.

11) Determinar méximos y minimos de f.

)
)

111) Descomponer f en fracciones simples.
)

3
v Calcular/ f(z)dx
2

3

Solucién: (3, 2%) minimo; f(z) =z +2+ .

1
1 + (x_1)2? f23f(17)d$=5+ln8

16. Hallar el drea comprendida entre la curva y = 2° — 622 + 8x y el eje OX.
Solucién: 8
17. Descomponer la funcion:
r? + 3
f@) = o 5%

en fracciones simples, calcular una primitiva y hallar el area limitada por la curva, el eje
de abscisas y las rectas x =4, x = 6.

Solucién: Area = 12In3 — 7In2 + 2
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18. Calcular el area del recinto limitado por la gréfica de la funcion:

1
f(l"):m

el eje de las x v las rectas x = 1, x = /3.

Solucién: % In (%)

19. Hallar el 4rea de la figura comprendida entre la pardbola y = 22 y la recta y = x + 2.

Solucién: %

20. Hallar el 4rea del recinto limitado por la parabola y* — 2z = 0 y la recta que une los
puntos (2, —2), (4,2v/2).

Solucién: %ﬁ

21. Calcular las areas de los recintos determinados por las funciones
fla)=1+2" ; g(x)=3—-=

en el primer cuadrante.
4 19

Solucién: 3,

22. Calcular el area limitada por las parabolas

Solucién: %

23. Hallar el area A()) limitada por las graficas de las funciones:

entre los valores vt = 1y x = A > 1, y hallar el limite del area obtenida cuando A\ — +oc.

1
Solucién: A(N) = 2V + T~ 3 o AQ) = 400

24. Determinar el drea de la regién delimitada por la grafica de la funcién f(z) = 2%Inz, su
tangente en el punto de abscisa e y el eje x.

e34+2
18

Solucion:
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

. Es aplicable el Teorema del valor medio del calculo integral a la funcion:

fz) =

x
V1422

en el intervalo [0, 1]?. En caso afirmativo, comprobarlo.
V2 -1
2

.Se puede calcular la siguiente integral?:

Solucién: Si. ¢ =

x, sio<z<l1
T — 2, sil<z<2

/02 f(z)dx siendo f(z)= {

Razoénense las respuestas, y en caso afirmativo, calcular su valor.
Solucién: Si. 0

Sea f(z) = | cosz| definida en [—7, 7]. { Es aplicable la férmula del valor medio del célculo
integral?. En caso afirmativo, hallar el valor medio que aparece en la férmula.

2
Solucién: Si. ¢ = arc cos (—)
7

Hallar el area del recinto plano limitado por la parabola de ecuacion
y =4z — 2?

y las rectas tangentes a dicha curva en sus puntos de interseccién con el eje OX.

Solucion: ?

Hallar el 4rea de la figura limitada por las funciones:

fay=e* o glo)=c™

ylasrectasx =1y x = 3.
-9

oo, €9—e?  e3 | e?
Solucién: 5 Tt 5

Calcular el area de la regién del semiplano y > 0 limitado por la curva y = Inz, su
tangente en x = 1 y la recta x = 3.

Solucion: 4 — 31n3

Hallar el area limitada por las curvas:

13

Solucién: G
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32.

33.

34.

35.

36.

Sea la funcién definida por:

0, six < —1
xr+1
={ —, si—1l<zx<l1
fla) = o=

e ", siz>1

1) (Es posible definir f en —1 para que sea derivable en ese punto?.

11) Determinar las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f asi como sus asintotas
y hacer un esbozo de su grafica.

t
1) Parat €] —1,1], calcular g(t) = / f(x)dx.
—1

1v) Calcular lim g(t).

t——1"
Solucién: Noj ¢(t) = arcsent — /1 — 2 + g; 0.

Determinar una funcién continua f : R — R y un punto a tales que:
/ f(t)dt = 52 + 40

Solucién: f(x) = 1522, a = —2

2
. . , X
Calcular el area del recinto comprendido entre la pardbola y = 7Y la recta y = x.

8
Solucién: —.
olucién 3

Si a €]0, 1], la ecuacién

falx) = o
representa una pardabola que pasa por los puntos (0,0) y (a,1 — a). Calcular el drea S(a)
de la regién limitada por la grafica de la parabola, el eje OX y las rectas x =0y x = a.
. Para qué valor de a el area S(a) es méxima?.

Solucién: a) S(a) = 3(a —a?), a = 1.

2

Sean las funciones f(z) = 2% e, g(z) = z*. Calcular:

D / l9(2) — f(a)] du

11) Determinar los puntos en los que f(z) y g(x) tienen la misma pendiente.
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37.

38.

39.

40.

sso0 1 e 2e”*
Solucion: 3 + “— + =%

2e ¢ 2.
+e —a—37l':0.

a3

Las graficas (i), (ii) y (iii) corresponden, no necesariamente por ese orden, a las de una
funcién derivable f, su funcién derivada f’ y una primitiva I’ de f. Identificar cada gréfica
con su funcién justificando la respuesta.

(i) (i) (iif)

/

De una funcién integrable f : [—1,1] — R se sabe que para cada z en dicho intervalo se
tiene

[f(a)| <1+
1
De los niimeros —3, —2, —1, 2’5y 2'75, ; cudles pueden ser el valor de la integral / f(x)dx?.
-1
Justificar la respuesta.

Solucién: el segundo, el tercero o el cuarto.

Las coordenadas (a,b) del centro de gravedad de una ldmina de densidad uniforme que
estd limitada por la curva y = sen(t) y la porcién del eje OX comprendida entre z =0y

.
x = —, vienen dadas por
2 )

2
fow/ rsenzdr

; fow/z sen? x dx

T y = iy
fo/zsenxdzc 2f0/2senxd:£

a =
(1) Describir el método de integracién por partes.
(2) Utilizar dicho método para calcular el centro de gravedad de la lamina.
™
Solucién: (1, —).
8
Dibujar el recinto limitado por las curvas de ecuaciones

s
y=senxr, y=cosr, x=0 y ng
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y hallar su érea.

Solucién: 2v/2 — g — ?

41. Dibuja y calcula el area del recinto limitado por la curva de ecuacién y = y las

1+ 22
rectas de ecuaciones x =1 e y = 3x + 2.

T—m

Solucion:

42. La figura siguiente representa la grafica de una funcién f :[0,7] — R

Y
1e
N
0 A —
12 3 4 5N\6 7 X
g

Sea F:[0,7] — R la funcién definida por F(z) = [; f(t) dt

(1) Calcular F(x), F'(4) y F(7).
(1) Dibujar la grafica de F'.

z, si0<z<4
2
Solucién: F(zx) = —%4—59:—8, sid<ax<6; F(4)=4, F(7)=3.
10 — x, sie<z <7

43. La velocidad de un mévil que parte del origen viene dada en m/s, por la siguiente grafica:

(1) Calcular la funcién espacio recorrido.
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44.

45.

46.

(11) Dibujar la grafica de la funcién espacio recorrido.

(1) Probar que el drea bajo la curva que da la velocidad coincide con el espacio total

recorrido.
t, si0<t<1
Solucién: e(t) = 2t;1, sil<t<3
t 11
—y Tt 5, si3<t<5
Hallar la recta tangente a la curva de ecuacién y = 23 —3x en el punto de abscisa x = —1.

Dibujar el recinto limitado por dicha recta tangente y la curva y calcular su area.

Solucién: Recta tangente = y = 2, Superficie = 2

La funcién derivada de una funcién derivable f : R — R viene dada por la gréfica de la
siguiente figura. Ademds, se sabe que f(—1) =9/2

Y

Calcular f(x) y lim,_3 f(x)
22
20 — — + 7, six <3
Solucién: f(z) = %3 ; lm, s f(z) = L.
—x 4+ —, siz >3
2
Dibujar y calcular el area del recinto limitado por las graficas de las funciones f,g : R —
R dadas por
fle)=a®  g(x) =2 -2z

Solucién: %
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47. Sea f : R — R definida por:

48.

49.

50.

ol.

02.

f(x):{x’ siz <0

rsenx, sixz >0

Estudiar la derivabilidad de f y calcular ffl/ 9 f(x)dx
Solucién: f es derivable en R — {0}; ffl/z 2f(z)dr =1

Dibujar y calcular el area del recinto limitado por la recta y+x = 0 y la curva de ecuacion
y =2+ 4z + 4.

Solucién: %

Dibujar y calcular el area del recinto limitado por las graficas de las funciones f,g : R —
R dadas por

f(z) =2*+32+2 g(z) = —2* =32+ 10
Representar graficamente ambas funciones y hallar el area de la regién del plano que

estd formada por los puntos (x,y) que cumplen f(z) <y < g(x).

Solucion: 1?,’—5

Dibujar y calcular el area del recinto limitado por la recta y = —z + 3 y la curva de
ecuacion y = x? — 4x + 3.

Solucién: %

De las funciones continuas f,g: R — R se sabe que

2 3 3 2

[ G@rge)as=s [ s(t@-g@) =3 [ s@di=3 [ 2s)de=s,
1 2 1 1

Calcular, si es posible f13 g(z) dz vy, si no es posible, decir por qué.

Solucién: Si es posible y f13 g(x)dx = 2.

La grafica de la funcion f de la figura corresponde a una funcién polinémica de grado 2.
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53.

o4.

25.

56.

57.

58.

Hallar la expresion algebraica de f y el area encerrada entre la recta y la curva.

Solucién: f(r) = (m_46)2, Superficie = 9.

Haciendo el cambio de variable t = e*, calcular

1 T

€
—d
/0 2 4 3er 42"

3(e+1):|

Solucién: In [2(6 Y

Dibujar la regién limitada por la grafica de la funcién f : [0,1] — R definida por
f(z) =1In(1 + x), la recta tangente a la grafica de f en el origen y la recta x = 1. Hallar
el area de dicha region.

Solucion: % —2In2

Selectividad Junio 2000. Dibujar el recinto limitado por las curvas

y hallar su érea.

Solucién: superficie = (e — 1)2.

Selectividad Septiembre 2000. Consideremos la funcion f : R — R definida por
f(x) =2+ — 22 Calcular a, a < 2, de forma que

INCES

Selectividad Septiembre 2000. Calcular el valor de «, positivo, para que el area en-
cerrada entre la curva y = ax — 22 y el eje de abscisas sea 36. Representar la curva que
se obtiene para dicho valor de a.

Solucion: o = —1.

Solucion: o = 6.

Selectividad Junio 2001. Hallar el area del recinto rayado que aparece en la siguiente
20+ 2

1—=x

figura, sabiendo que la parte curva tiene como ecuacién y =
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29.

60.

61.

62.

Solucién: S =41n2 + %
SL. Dibujar el recinto limitado por los semiejes positivos de coordenadas y las curvas
9 2
y=z"+1, y=— e y=ax-1
x

y hallar su érea.

Solucién: S =2In2 + 2

9 — 2

SL. Dibujar el recinto limitado por la curva y = , la recta tangente a esta curva

en el punto de abscisa x = 1 y el eje de abscisas. Calcular el area de dicho recinto.

Solucion: S = g

SL. Calcular la siguiente integral definida

/2 dx
0 l'2+4l’+3

. Qué representa geométricamente?.

Solucién: S =1In3 — 1“75

SL. Calcular el valor de la integral

3
/ (z° 4+ 5)e” dx
-1
10

Solucién: 10e® — 2
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

SL. Consideremos las funciones f, g : R — R definidas por
f@)=6-1% g()=l|al, zeR

Dibujar el recinto limitado por las graficas de ambas funciones y hallar su érea.

Solucion: %

SL. Sea F': RT — R definida por
F(z) = / (2t + Vt) dt
0

Determinar F'(1) y hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de F' en el punto
de abscisa r = 1.

Solucién: F(1) =3, y = 3z —

(SN

SL. Consideremos las funciones f, g : [0,27] — R definidas por

f(z) =2senz y g(x)=sen(2x)
Dibujar el recinto limitado por las graficas de ambas funciones y hallar su érea.
Solucién: 8

SL. Se quiere dividir la regién plana encerrada entre la pardbola y = 22 y la recta y = 1
en dos regiones de igual area mediante una recta y = a. Hallar el valor de a.

Solucién: a = {5/%

SL. Sea f : R — R la funcién definida por

5z + 10, six < —1
flz) =19 .
T — 21 + 2, sixz>—1

Esbozar la grafica de f y calcular el area de la regién limitada por la grafica de f, el eje
de abscisas y la recta x = 3.

Solucién: a = %

SL. Sea f : R — R la funcién definida por f(z) = |22 — 1]

a) Esbozar la grafica de f.
b) Estudiar la derivabilidad de f.

c¢) Calcular /02 f(z)dz.
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69.

70.

71.

72.

Solucidon: =2

Solucién: f es derivable en R — {—1,1}; 2

76

SL. Siendo In(z) el logaritmo neperiano de x, se considera la funcién f : | — 1, 400 — R

definida por

f@):{ax—n, si—l<z<l1

xIn(x), six>1

2
Determinar el valor de a sabiendo que f es derivable y calcular / f(x)dx.
0

M:azl,anQ—%

SL. Sea f : R — R la funcién definida por f(z) = —22% — 92% — 12z.

a) Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

B
b) Hallar los extremos relativos oy 3 de f con a < 3 y calcular / f(z)dz.

Solucién: f decrece en | — 0o, —2[U] — 1, +00[ y crece en | — 2, —1[, @« = —2 es un minimo

local, 3 = —1 es un méaximo local, f__21 f(z)dx = %
SL. Sea f : R — R la funcién definida por

1
f)={1-a

1 —mx — 22, siz>0

sixz <0

1
Determinar m sabiendo que f es derivable y calcular / f(x)dx.
—1

Solucién: m = —1, % +1n2

SL. Consideremos la funcién f : [0,4] — R definida por

4x, si0<zx<1

16 .
f(l’): m, sil<ax<3
4 —x, sid<zx<4

Esbozar la grafica de f y hallar el area del recinto limitado por la gréafica de f y el eje de

abscisas.

13
2
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73.

74.

75.

76.

e

78.

79.

1
SL. Dibujar y calcular el area del recinto limitado por la curva y = 3 + cos(z), los ejes

de coordenadas y la recta x = 7
Solucién: st V3

SL. Calcular el drea encerrada entre la curva y = 23 — 42 y el eje de abscisas.

Solucién: 8

Selectividad Junio 2002. Sea f : R — R definida por f(z) = xe~*. Esbozar el recinto
limitado por la curva y = f(x), los ejes coordenados y la recta x = —1. Calcular su area.
Solucién: 1

Selectividad Junio 2002. Determinar un polinomio P(z) de segundo grado sabiendo
que

PO)=P2)=1 y /OP(x)dx:%

., .
Solucién: P(z) = 3r=10z+4

Selectividad Junio 2003. Se sabe que la funcién f : R — R definida por f(x) =
23 + ax? + bz + c tiene un extremo relativo en el punto de abscisa z = 0 y que su grafica
tiene un punto de inflexiéon en el punto de abscisa * = —1. Conociendo ademas que

1
/ f(z)dz =6, hallar a,by c.
0

Solucién: a =3,b =0, c = %.

Selectividad Junio 2003. Dada la pardbola de ecuacién y = 1+a2 y la recta de ecuacién
y =1+, se pide
a) Area de la region limitada por la recta y la pardbola.

b) Ecuacion de la recta paralela a la dada que es tangente a la parabola.
Solucién: Superficie = %, Y=+ %.
Selectividad Septiembre 2003. Sea f : R — R la funcién definida por f(z) = /3.

a) (En qué punto de la gréfica de f, la recta tangente a ésta pasa por el origen de
coordenadas?. Hallar la ecuacién de dicha recta tangente.

b) Calcular el drea del recinto acotado que estd limitado por la grafica de f, la recta
tangente obtenida y el eje de ordenadas.

Solucién: (3,€), y = (%I; Superficie = % -3
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80. Selectividad junio 2004. Determinar b sabiendo que b > 0 y que el area de la region

limitada por la curva y = 2? y la recta y = bx es igual a R
Solucién: b = 3

81. Selectividad septiembre 2004. Calcular el area del recinto acotado que esté limitado

1.2

por la recta y = 2z y por las curvas y = 2% e y = TR

Solucion: 4.

82. Selectividad septiembre 2004. Siendo Ln x el logaritmo neperiano de z, hallar el area
de la superficie sombreada:

Solucion: 2.

83. Selectividad junio 2005. Se sabe que las dos graficas del dibujo corresponden a la
funcién f : R — R definida por f(x) = 2%e” y a su funcién derivada f’.

a) Indicar, razonando la respuesta, cudl es la grafica de f y cudl la de f’.

b) Calcular el drea de la regiéon sombreada.
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6
Solucién: la grafica de f es la etiquetada como . superficie = 2 — —.
e

84. Selectividad junio 2005. Considera la funcién f : R — R definida por f(x) = e~*/2,

a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0.

b) Calcular el area de la regién acotada que estd limitada por la grafica de f, la recta
de ecuacién x = 2 y la recta tangente obtenida en a).

2
Solucién: y =1 — %, superficie = 1 — —
e

85. Selectividad septiembre 2005. De una funcién f : R — R se sabe que f(0) =2y
que f'(x) = 2z.

a) Determinar f.

b) Calcular el drea de la regién limitada por la grafica de f, por el eje de abscisas y por
las rectas de ecuaciones r = =2 y x = 2.

Solucién: f(z) = x? + 2, superficie = 3

86. Selectividad septiembre 2005. Considerar la integral definida:

8
1

I = —_—d

/3 vi+zr—1 v

a) Expresarla mediante el cambio de variable /1 +2x — 1 =t¢.
b) Calcular I.

? 1
Solucion: I = 2/ <1 + ;) dt =2(1+1n2)
1

87. Selectividad junio 2006. Sea

2 .3
I= / dx
0o V1-+ 22
a) Expresar I mediante el cambio de variable t? = 1 + 2.
b) Calcular el valor de I.

Ve 2
Solucién: I = / (t* —1)dt = 5(1 + \/5)
1
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88.

89.

90.

91.

92.

1
Solucion: 6 +In (§)

Selectividad junio 2006. El area del recinto limitado por las curvas

SL’2

y=— y=Vaz

con a > 0 vale 3. Calcular el valor de a.
Solucion: a = 3.

Selectividad junio 2007. Sean f : R — R y g : R — R las funciones definidas
mediante f(z) = 2% + 322, g(z) = z + 3.

a) Esbozar las graficas de f y de g calculando sus puntos de corte.

b) Calcular el drea de cada uno de los recintos limitados entre las graficas de f y g.
Solucién: b) S; = S, = 4.

Selectividad septiembre 2007. Sea f : R — R la funcién definida por:

f(@) = alz -2
a) Estudiar la derivabilidad de f en x = 2.
b) Esbozar la gréfica de f.
c¢) Calcula el drea del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas

4

Solucién: f no es derivable en x = 2; superficie = 3

Selectividad septiembre 2007. Sea f :] — 1, +oo[ — R la funcién definida por:
f(z) =In(x 4+ 1), (In denota la funcién logaritmo neperiano)

a) Determinar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
x=0.

b) Calcular el drea del recinto limitado por la gréfica de f, la recta tangente obtenida
en el apartado anterior y la recta x = 1.

Solucién: y = x; superficie = % —2In2

Selectividad junio 2008. Calcular

/ e

4
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93. Selectividad junio 2008. Sea f : R — R la funcién definida por f(z) = ™.

a) Justificar que la recta de ecuaciéon y = —2ex es la recta tangente a la grafica de f

en el punto de abscisa x = —%.

b) Calcular el 4rea el recinto limitado por la grafica de f, el eje de ordenadas y la recta
tangente del apartado anterior.

e 1
Solucién: — — —
ouClon4 5

94. Selectividad septiembre 2008. Sea g : R — R definida por g(x) = 2z + |2 — 1].

a) Esboza la grafica de g.

2
b) Calcular/ g(x)dx.
0

Solucién: 6.

95. Selectividad septiembre 2008. Sean f,g: R — R las funciones definidas por
flx)=2>—1, g(x)=2zx+2

a) Esbozar las graficas de f y g.
b) Calcular el drea del recinto limitado por dichas gréficas.

32
5

96. Selectividad junio 2009. Sea f : R — R la funcion definida por:

f(x) = zfr — 1]

Solucion:

a) Esbozar la grafica de f.

b) Comprobar que la recta de ecuacién y = z es la recta tangente a la gréifica de f en
el punto de abscisa = = 0.

¢) Calcular el drea del recinto limitado por la grafica de f y la de dicha tangente.
Solucion: drea = 1
97. Selectividad junio 2009. Considerar la curva de ecuacién y = 2 — 3.

a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa x = —1.

b) Calcular el drea del recinto limitado por la curva dada y la recta y = 2.
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Nota: este problema es idéntico al 44.

Solucién: Recta tangente = y = 2, Area = z

2
98. Selectividad septiembre 2009. La curva y = % divide al rectangulo R de vértices

A=(0,0), B=(2,0),C=(2,1)y D=(0,1) en dos recintos.
a) Dibujar dichos recintos.
b) Hallar el drea de cada uno de ellos.

Solucién: sean S el recinto situado encima de la parabola y contenido en R, y Sy el
complementario de S; respecto de R, entonces:

2v/2

3

2(3 — V2)
3

superficie de S; =

superficie de S, =
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Capitulo 7

Espacios vectoriales

1. Determinar si los vectores:
a=(1,2,1),b=(-3,8,1),¢= (3,—1,1)

son linealmente dependientes. En caso de serlo, hallese la relaciéon de dependencia.

Solucién: Son dependientes; 3@ — b=2¢
2. Estudiar la dependencia o independencia de los vectores:
@=(1,0,0),b=(0,1,1),Z=(0,0,1)
Solucién: Son independientes.
3. Determinar si los vectores:
a=(1,1,1),b=(2,3,4),¢= (0,1,2)

son linealmente dependientes. En caso de serlo, hallese la relacién de dependencia.
Solucién: Son dependientes; —2a + b=2
4. Determinar m para que los vectores:
a=(—1,1,3),b=(5,-2,9),c= (2, —m,2m)
sean dependientes. Hallese la relacion de dependencia.
Solucién: m = 1; d + 3¢ = b
5. Determinar A\ para que los vectores:
@=(—1,4,2),b=(3,\,—2),¢= (2,5,6)
estén en un mismo plano.

Solucién: A = —34/5

84
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6.

10.

Se sabe que d, 5, ¢ son linealmente dependientes:

1) (Se puede asegurar que d es combinacion de los otros dos?.

i.Se puede asegurar que b es combinacion de los otros dos?.
LY el c7.

i.Se puede asegurar que uno de los tres es combinaciéon lineal de los otros dos?.

11

)
)
I11)
V)

Solucién: No,No,No,Si.

. En RS se dan los vectores:

= (Oa 1,-1,2,0, 1)71;2 = (Oa
u_i") = (1a470a3767 _1)71[;1 = (2a

Averiguar si tales vectores forman un sistema libre.
Solucién: Si.
En R? se dan los vectores:

up = (2,1,0),up = (0,2,1),u3 = (2, —1,—1),uy = (4,0, —1)

Hay una razén por la que son dependientes. ;Cudl es?. Averiguar también cuantos de los
cuatro son independientes y qué relaciones de dependencia se dan entre ellos. ;Qué sub-
espacio de R? generan?.

Solucién: uz = uj — us; Uy = 21U — us; un subespacio vectorial de dimensién 2.

. Sea M = {(z,y,2) eR® | x+y+2=0}, N ={(r,y,2) € B | x+y+2=1}. Uno de

estos dos subconjuntos de R? es subespacio vectorial y el otro no lo es. Compruébese esto
ultimo.

Solucién: El primero Si, el segundo No.

En los siguientes casos comprobar que los sistemas de vectores son linealmente depen-
dientes. Hallese una relacion de dependencia y el rango del mismo.

S ={(1,0,5,3),(3,1,—1,-1),(0,1,2,1),(7,1,1,0)}
S=1{(1,0,3,1),(0,0,1,1),(1,3,0,1),(7,2,4,1),(1,1,1,1)}
S = {(5?27_371)7(4717_273)7(1717_17_2)}

Solucién: uy = uj + 2us — uz, r = 3; —uy + 18us + Tuz + 3uy = 2Tus, r = 4; u; — ur = ug3,
r=2
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

86

Probar que los vectores u; = (1,2,3), us = (—1,5,0), u3 = (3,2,1) forman una base de

R3 y hallense las componentes en esa base del vector Z = (7,19, —2).

Solucién: ¥ = —2u] + 3us + 4us

Sea H = (uy = (=2,1,1),u3 = (1, —4,5),u3 = (—4, —5,13)).

a) Hallar una base de H y su dimensién.

b) Averiguar si alguno de los vectores ¥ = (2,0,4) , ¥ = (1, —11, 16) pertenece a H.

Solucién: B = {uj,us}, dim H =2; ¥ ¢ H, j € H ya que ¢ = uj + 3us.

Sean:

Q
|
—~
[
|
—
=
N
BN |
~—
ol
|
|
\‘}—‘
—
=
—
BN |
~—
~

Probar que F = G.

Héllese la dimensién y una base del subespacio de R* generado por los vectores:
(1,0,0,-1),(2,1,1,0),(1,1,1,1),(1,2,3,4),(0,1,2,3)
Solucién: dimension = 3, B = {(1,0,0,—1),(1,1,1,1),(1,2,3,4)}.
Hallar = e y para que los siguientes vectores sean linealmente dependientes:
(—=1,2,0,2),(3,-2,2,y),(1,2,2,1)

Solucion: x =2,y = —3.

De los siguientes subconjuntos de R? averiguar cudles son subespacios vectoriales:

H={(z,y,2) R’ |z-y-2=1}
H=1{(z,y,2) €R® |z =0}
H={(z,y,2) €R® |2 —y =0}
H={(z,y,2) €R’|2z-y=0}
H=1{(z,y,2) €R® |z — 2y + 2 =0}
H={(z,y,2) €R® |z +y =10}
H={(z,y,2) €R®| 2® +y* = 0}

(2,9, 2)

H=1{(z,y,2) €R® |z =2=0}

Solucién: No, Si, Si, No, Si, No, Si, Si.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

De los siguientes subconjuntos de R? averiguar cudles son bases:

B=1{(-2,3,0),(3,-1,2),(-1,5,2) }
B={(-1,21),(2,4,0),(5,1,1)}

Solucién: No, Si.

Dados los vectores v7 = (1,1,0,a), v5 = (3, —1,b,—1), 03 = (=3,5,a,—4) de R*, deter-
minar los valores de a y b para que sean linealmente dependientes. Hallar la relacién de
dependencia.

Solucién: a = —2,b = 1; vz = 3v7 — 203.
Dados los vectores { (4, —5,7), (3,—3,4), (1,1, —-2),(2,—1,1) }, determinar un sistema mini-

mo de generadores del subespacio al que pertenecen y comprobar si dicho subespacio es
idéntico al engendrado por { (1,-2,3),(3,0,—1) }.

Solucién: { (4,—5,7),(3,—3,4) }. Si.

Dados los vectores { (m,—1,0,1), (0,m,—1,1), (1,0, —1,2) }, determinar los valores de m
para que dichos vectores sean linealmente independientes.

Solucién: m # 1.

Dados los vectores @ = (a, 8,4), b= (—=1,2,0) y ¢=(0,1,2), hallar a para que @ se pueda
expresar como una combinacién lineal de b y ¢.

Solucién: a = —3.

Determinar los valores de a y b para que el vector (1,4, a,b) esté en el subespacio engen-

drado por los vectores:
(1,2,-1,2) ; (0,1,2,1)

Solucién: a = 3,b = 4.

Hallar el rango de los siguientes sistemas de vectores:
= (1,2,3),(2,3,1),(3,4,5),(2,4,6)
= (1,2),(2,3),(0,1)

Solucién: r = 3; r = 2.

Determinar el valor de t para que el vector (3,8,t) esté en el subespacio engendrado por
los vectores:

(1,2,3) ; (1,3,-1)

Solucién: t = 1.
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25. Escribir el vector b como combinacion lineal de los vectores u, ¥ y w, siendo:

1
i=-1], 7=
2

I

|
—
S
I

|
BN |

w

NN O

Solucién: b = 2 — ¥ + 310

26. Selectividad septiembre 2007. Considerar los vectores 4@ = (1,1, m), ¥ = (0,m,—1) y
w = (1,2m,0).
a) Determinar el valor de m para que los vectores u, ' y @ sean linealmente dependien-
tes.
b) Para el valor de m obtenido en el apartado anterior, expresar el vector @ como

combinacion lineal de los vectores u y v.

Solucién: m =1, W = 4 + .



Capitulo 8

Matrices

1. Determinar dos matrices A y B tales que:

1 -2
3A—5B_<8 1) : —A+3B_<

Solucién: A = 1 (;,S 134), Bl (177 110)

2. Dadas las matrices:

2 4
3 0

12 03 —1
) () e

A+B-C ; A—-B+C ; A-B-C
A —

Calcular:
94A—3B . 3B—5A .

3. Hallar la matriz M que satisface la igualdad:

2101_1_101_2+
011 3/ \0o10 5

. (1010
Solu(:lon.M—(O 1 9 1)

10 2
. B=|3 15 e
6 1 4

Calcular A(B+ C), AB™, B"A, A(3B —2C), A?

4. Dadas las matrices:

A=

o = W
o w
— AN

89

M

)

(B —20)

O W

S Ot O

N O
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Solucién:
51 50 64 1 24 31 36 4 16
45 28 48 7 26 25 7 3 5
24 37 60 —4 23 40 35 25 28
18 —65 67 26 30 28
70 —21 69 30 14 18
48 —69 —40 24 30 13

5. Dadas las matrices:

10.

. Demostrar que las matrices A = <x

2 0 1 -1
A_<—4 15) ’ B_<—2 9)

Resolver el sistema matricial:
X +3Y =A

3X+2Y =8B
y calcular X? + Y2,

(13 (=1 =5\ s, (1417
X‘(—z 3) 7 Y—(2 0) 7X+Y_<—10 —7)

. b : :
Dada la matriz A = <CCL d) de coeficientes reales, hallar x e y para que se verifique:

Solucion:

A2 =2 A+yl
. . . . 10
siendo I la matriz unidad de orden 2, es decir: [ = (0 1)

Solucién: Sib# 00 ¢ # 0, entonces z =a+d, y = bc — ad. Si b = ¢ = 0 entonces a = d,
x = cualquier ntimero real, y = a(a — z).

y) y B = <u U) conmutan.
x vou

. Probar que para cualquier matriz cuadrada A, la matriz A - A” es simétrica.

. (Por qué hay que premultiplicar a la matriz <; (1]) para que resulte <2 §>’

(1 2
Solucion: (O 3).

o ) . (ax
Escribir como producto de matrices la matriz <c
T

by
dy /)’
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Dada la matriz A = (il)) i), determinar todas las matrices B de dimension 2 x 2 tales
0 0

que A-B = ( 0 0), obteniendo el valor de A\ para que exista solucién.

Solucién: Sea B = (Z Z) Sia=0b=c=d=0, entonces A puede ser cualquiera. En
caso contrario, es A\ =6y B = <_CQC _jd).

Sea A una matriz cuadrada idempotente (A% = A). Demostrar que si B = 24 — I, es
B?=1.

Dada la matriz:

0 =z —y
M=|—-2 0 =z
y —x 0

en la que se verifica 22 + 4% + 22 = 1, calcular M?, P = M?+ 1, PM y comprobar que P
es idempotente.

Obtener todas las matrices cuadradas de segundo orden A tales que A2 = I.

) I ) L R R O

siendo a, b, ¢ cualesquiera niimeros reales.

Solucion:

Calcular las potencias sucesivas de la matriz:

A=

—_ = =
—_ = =
—_ =

Solucion:
3n—1 3n—1 3n—1
A" = 3n—1 3n—1 3n—1
3n—1 3n—1 3n—1

Hallar el rango de las siguientes matrices:

46 80 344 0 123 ¢
1230 :(132 —2|;(2 46 8] segint
345 0 2 12 2 36 9 12

1, sit=4

Solucién: r =2; r=2;r = ]
2, sit#4
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17. Discutir el rango de la matriz:

11 -1 2
a 1 1 1
1 -1 3 =3
4 2 0 a
segun los valores de a.
2 ia=
Solucién: = ¢ "’ ST a=3
4, sia+#3
18. Calcular el rango de la matriz:
t 0 t 0
A=14 -6 8 =2
-2 3 —4 1

segun los valores de t.
1, sit=0

Solucién: r(A) = {2 £ 40
; si

19. Una matriz cuadrada M es ortogonal si cumple M7-M = I donde [ es la matriz identidad
y M7 es la traspuesta de M. Determinar si la siguiente matriz es ortogonal:

1 1 0
A=11 -1 1
1 0 -1
Solucién: No
20. Hallar el rango de la matriz:
5 5 5
a b c

b+c a+c a+bd
segun los valores de a, b, c.
1, sia=b=c

2, en caso contrario

Solucion: r = {

21. Resolver la ecuacién matricial:

L =1\ (z\ _ (1 =\ (3
3 2 Y o Y —1 2
Solucién: x = —%, y=—

>
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

Calcular el rango de la matriz:

2 1 5 -1 8
-1 2 3 4 5
3 -1 4 5 1

1 3 10 13 11

Solucion: r = 3

Sean:
1 11
A:GD ; B=10 11
0 01
Calcular A™ y B™ por induccion respecto a n.
2n—1 2n—1 I n @
Solucién: A" = gn-1 on-1 ; B"=10 1 n
00 1

. Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas, puedan existir A- By B - A?.
Solucién: Si.
Hallar todas las matrices simétricas de orden 2 tales que A% = A.

Solucidn:

6D 6 (et T - (e )

para todo a € [0, 1].

11

Siendo A = < 01

) , hallar todas las matrices B de segundo orden tales que A-B = B-A

Solucién: B = (a

b . . .
siendo a, b cualquier par de ntimeros reales.
O a ) Y

Hallar el rango de las matrices:

1 6 11 16
b2 01 2 7 12 17
30 1 2
; 3 8 13 18
12 3 0
6 0 —1 5 4 9 14 19
5 10 15 20
1 -1 2 3 9 1 1
0 2 -1 4 .
; 2 3 1 segun los valores de a
3 1 4 1 4 —9
-1 1 0 2 ¢
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28.

29.

30.

2, sia=—6

Solucién: 3, 2, 4, r = )
3, sia# —6

Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo orden, ;es cierta en general la relacién

(A+ B)? = A? + 2AB + B??. Justificar la respuesta.

Solucion: No.

Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden que tienen inversa. Razonar si el

producto A - B también tiene inversa.
Solucién: Si, pues (A-B)™' = B~!. A7%

Selectividad Junio 2001. Consideramos la matriz

0 3 4
A=|1 -4 =5
-1 3 4

a) Siendo I la matriz identidad 3 x 3 y O la matriz nula 3 x 3, probar que A%+ 1 = O.

b) Calcular A1°.

0 -3 —4
Solucién: A9'=—-A=|—-1 4 5
1 -3 —4

, leidos de izquierda a derecha, arriba y abajo.



Capitulo 9

Determinantes y Matrices Inversas

9.1. Determinantes

1. Calcular:
o 1 1 1 1 2 3 6 1 2 3 4
-1 0 1 1 2 3 5 10 5 6 7 8
-1 -1 0 1’73 7 2 121719 10 11 12
-1 -1 -1 0 4 5 6 15 13 14 15 16
Solucién: 1, 0, 0
2. Calcular:
a a a
—a a =
—a —a T
Solucién: 2a?(x + a)
3. Calcular:
0011 14 0 0 0 a b 00
3 3 1 2 13 7 98 0 a b O
311 3 ’ 17 5 6 4 ’ 0 0 a b
311 4 3 11 0 0 b 0 0 a
Solucién: —6, —1848, a* — b*
4. Calcular y simplificar al méximo:
a—b—c 2a 2a r—1 22-1 28-1
2b b—c—a 2b . 2z —4 22—4 2°-38
2c 2c c—a—b 3r—9 22-9 2327

Solucién: (a+ b+ ¢)? ; —2z(x — 3)(z — 2)(x — 1)

95
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5. Calcular:

ISEERSIEES IS
S o Q
o o o
QLo o9

Solucién: a(b — a)(c — b)(d — c¢).

6. Los numeros 1573, 3263, 5369 y 2613 son divisibles por 13. Demostrar que también lo es
el determinante:

1 5 7 3
3 2 6 3
5 3 6 9
2 6 1 3
7. Resolver las siguientes ecuaciones:
154+22 11 =z -1 2 2
11+3x 17 —2z|=0 ; - 3 =1/=0
T+x 14 -3z 2 -1 =3
a— 1 a-+x T T
at+r —35 =3|=0 ; xr b4+x x |=0
T % 0 T T c+x
Solucién:
0 101 —1++v21
=0 — r=——
56 4
0 8a abe
r=0—- ; r=—-—
19 ab + ac + be
8. Dada la ecuacion:
1 1 1
1 = 1|=0
1 1 22

se pide:

a) Teniendo en cuenta las propiedades de los determinantes, hallar una solucién de la
ecuacién dada sin desarrollar el determinante del primer miembro.

b) Hallar las restantes soluciones de dicha ecuacion.

Solucién: 1, —1
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9. Demostrar las dos igualdades que siguen:

1 1 1 1 a+1 a a a

Ia+1 1 1 . a a+1 a a |

1 1 bv+1 1 =abc a a a+1 a =da+1
1 1 1 c+1 a a a a+1

10. Determinantes de Vandermonde. Demostrar las siguientes igualdades:

1 1 1
a b cl=0b-a)c—a)(c—0)
a’ b 2
1 1 1 1
a b ¢ d
4 A= b -a)d - a)e-b(d-b(d—0)
a3 b3 63 d3

11. Calcular:
7 7 7

10a 106 10c
3a? 3b* 3¢

Solucién: 210(b — a)(c — a)(c — b)

12. Calcular por transformaciones elementales (sin emplear la regla de Sarrus) y justificando
los pasos, el determinante:

1 b c+a
1 a b+e
1 ¢ a+bd
Solucién: 0
13. Dadas las matrices:
1 3 1 0 1 3
A=|-1 0 2 :B=|-1 2 1
3 1 -2 3 1 2
Comprobar que |A - B| = |A] - |B|.
14. SL. Sabiendo que
a b c
d e f|l=2
g h 1
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calcular los siguientes determinantes y enunciar las propiedades que se utilicen:

3a 3b 15c a+2b ¢ b
d e 5f| ; |d+2 f e
g h bi g+2h @ h

Solucién: 30, —2

15. Selectividad Junio 2003. Sean C',C5 y (3 las columnas primera, segunda y tercera,
respectivamente, de una matriz cuadrada A de orden 3 cuyo determinante vale 5. Calcular,
indicando las propiedades utilizadas:

a) El determinante de A3.
b) El determinante de A~
¢) El determinante de 2A.
)

d) El determinante de una matriz cuadrada cuyas columnas primera, segunda y tercera

son, respectivamente, 3C7 — C5, 2C5 y Cs.
Solucién: [A?| = 125; [A™"] = 3; [24] = 40; [3C) — C3,2C5, Cy| = —30.

9.2. Matrices inversas

1. Hallar las matrices inversas de:

31 2 1 2 1 1 2
A:<8 3);B: 0 3 1| ,C=1 2 0 -1
4 =2 1 -6 -1 0
Solucién:
1 1 1
5 . 2 2 2 -1 -2 -1
A_l —= (_8 3 ) ) B_l = —% % % 7 C_l = 6 ]_2 5
6 4 3 -2 =5 =2
5 5 5

2. Verificar que todas las matrices A = (Z Z) tales que a +d = —1 y |A| = 1, cumplen

A3 = I. jHay alguna otra matriz que tenga esta propiedad?.

2 1
A, tales que el determinante de la matriz A — Al sea nulo. Hallar los valores propios de
A. (I representa la matriz identidad o unidad).

3. Dada la matriz A = 2 3), se llaman wvalores propios de dicha matriz a los valores de

Solucién: A\ =4, —1.
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4. Hallar la inversa de la matriz:

3 -2 -3
-4 1 -1
2 0 1
1 2
5 5 1
S 2 9
Solucidn: : : 3
2 4
-5 —5 1

5. Resolver la ecuacion A - X = B, siendo:

(2 -

v (0 17
Solucién: X = (1 _11)

6. Hallar una matriz X tal que:

0 1 2 10 20

-1 1 3 |- X=[|-1 3 120

4 -1 =5 -5 -1 40
—-10 8 3 0

Solucion: X =1 256 —-22 -2 0
—-12 11 2 0

7. Dada la matriz:

1
A=10
1

O = =

0
1
1

Estudiar si tiene inversa y en caso afirmativo, calcularla. jForman una base de R? los
vectores v; = (1,1,0), v3 = (0,1,1), v3 = (1,0, 1)?.

N[

1
2

= N[

; Si.

N[

Solucién: A~ =

N—= N

1
2

N[

8. Dada la matriz:

Demostrar que la inversa de A™ es < —n)'
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9. Hallar los valores de x para los cuales, la matriz:

_( =l 1
A_<|x—2|2

no tiene inversa.

Solucién: x = —2,

wino

10. Resolver la ecuacién matricial A - X - B = C| siendo:

-1 0 2 5 10
a=(5) m=(5) s o=

o (=3 5
Solucion: X = (_1 2)

11. Resolver la ecuacion matricial M - X + N = P, siendo:

-1 0 1 2
u=(5 ) o=l e
Solu(:iél'l:X:<_3 _1)

1 3

12. Calcular la matriz X en la ecuacién A3 - X = B, siendo:

A:<Z fl) ;a+d:1;|A|:1;B:<

o (=1 2
Solucién: X = ( 0 _3)

13. Encontrar una matriz X que verifique A - X + B = C, siendo:

100 100
A=11 20 . B=1|010 e
12 4 001

DN DN

2
Solucion: X = 0

o = O

N[
I
=~

(43
—\2 1

1 -2
0 3

3
=12
0

0
)
1

)

0
2
3

100
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14. Resolver la ecuacién matricial:

52 0 011

00 1]-X=1100

310 1 10
2 1 -1
Soluciéon: X = | =5 -2 3
1 0 0

15. Hallar los valores de A para los que la matriz:

1 1 A
A=)\ 2 -1
31 1
tiene inversa. Calcular su inversa cuando A = 1.
-3 0 3
Solucién: JA™ <= A #0y A # 7. Para A =1resulta: A1 =4 | 4 2 =2
5 -2 -1

16. Hallar el rango de la matriz A segun los diferentes valores de t € R, siendo:

t t 0
A= 2 t+1 t—-1
-2t—-1 0 t+3

;Para qué valores de t existe A717.

Solucion: r(A) =2sit=0,1,2y r(A) = 3 en los demds casos.

17. Sea la matriz:

r— 2 0 2
A= 0 r—2 0
0 0 x

a) Hallar los valores de z para los que A tiene inversa.

101

b) Hallar la matriz Y cuadrada de orden 3 que es solucién de la ecuacién matricial
A-Y + B =1, siendo A la matriz anterior para x = 3, I es la matriz identidad de

orden 3 y B es la matriz:
—1

B = 0
0

W N =
_ o O

Solucién:
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2 1
2 3 3
byY=]-2 1 0
11
-1 -3 3
18. Dadas las matrices:
0 —-1 -2 1 00
A=|-1 0 =2 : I=10 10
1 1 3 001

Determinar si es posible un valor de A para el cual la matriz (A — \I)? sea la matriz nula.

Solucién: A =1

19. Discutir, en funcién del valor de a el rango de la matriz:

A—

Q O

1
1
1

= w o

Para a = 2, jtiene A matriz inversa?. En caso afirmativo, calcularla.

Solucién: 7(A) = 2 sia = 0y r(A) = 3 en los demds casos. Para a = 2, resulta:
g

Al=13 1 =3
-1 0 1

20. Dadas las matrices

1 0
S R B
1 -1

determinar si C'- D tiene inversa, y en ese caso, hallarla.

).

21. La matriz cuadrada X de orden 3 verifica la relacion:

2 4 7
X*+X=[(0 2 4
00 2

0
Solucién: Si. (C'- D)™ = (

1
2

ENIGCR

a) Determinar, si es posible, el rango de X.
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22.

23.

24.

b) ;Verifica alguna de las matrices A y B siguientes la relaciéon del enunciado?
1 11 1 11
A=10 0 1], B=10 11
0 01 0 01

Solucién: r(X) = 3. Si, la B.

Se dice que una matriz cuadrada A de orden n es ortogonal si su inversa A~! y su
traspuesta A! coinciden. Dado un ntimero real x, sea B la matriz

cosr senz O
B=|—-senxz cosx 0
0 0 -1

a) {Es ortogonal la matriz B?.
b) ;Es B? ortogonal?.

Solucién: Si. Si.

Considerar las matrices:

1 10 1 11
A=[1 01}, B=1|0 11
-1 11 000

a) Determinar si A y B son invertibles y, en su caso, calcula la matriz inversa.
b) Resolver la ecuacién matricial BA — A? = AB — X,

Solucién: B no tiene inversa, y

L[ 1 -1 2 11
A'=-12 -1 1|, X=[1 20
3\21 2 1 2 0 2
El determinante
2 a b
4 a® 13
8 a* 35

vale cero para a = 3. Comprobar esta afirmacién sin desarrollarlo e indicando las propie-
dades de los determinantes que se apliquen. Determinar todos los valores de a para los
que las tres columnas del determinante anterior representan vectores linealmente depen-
dientes. Justificar la respuesta.

Solucién: a = 0,2, 3.



CAPITULO 9. DETERMINANTES Y MATRICES INVERSAS 104

25. Sea C' la matriz, que depende de un parametro m, dada por
2 -1 m
c=11 0 -1
-2 1 1
a) (Para qué valores del parametro m no tiene inversa la matriz C'?.
b) Calcular la matriz inversa de C' para m = 2.

Solucién: m = —1. C~' = 3

w
— = =
S O W
— R =

26. Selectividad Junio 2000. Considerar la matriz

A:

O >
— =N
> O

a) Hallar los valores de A para los que la matriz A no tiene inversa.

b) Tomando A = 1, resolver el sistema escrito en forma matricial

T
Aly | =
z

o O O

Solucién: A =0,1; x =t,y = —t,z = t, para todo t € R.

27. Selectividad Junio 2000. Dada la matriz

1 2
= 3)
calcular (A'A71)2A.
1

3 1
Solucidn: (% 2).

28. Selectividad Septiembre 2000. Se considera la matriz

a) Determinar para qué valores del pardmetro b existe A~L.
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b) Calcular A~! para b = 2.

-7 =1 2
Solucién: b#1yb#3; At=[12 2 -3
-8 —1 2
29. Selectividad Junio 2001. Sea
sen —Cosx 0
A= CcoS & sen 0
senx +cosx senx —cosx 1

,Para qué valores de x existe la matriz inversa de A?. Calcular dicha matriz inversa.

senz cosx 0
Solucién: la matriz inversa A~! existe para todo valor de z; A= = | —cosx senz 0
-1 -1 1

30. SL. Consideremos las matrices

() ()6

a) Hallar los valores de z e y tales que AX = U.
b) Calcular la matriz A~! y determinar A~1U.

¢) Encontrar los posibles valores de m para los que los vectores

1 1
() v ()
son linealmente dependientes.

Solucién: x =3, y = —1; A=l = (_34 _32), AU = (_31); m = +v/2.

31. SL. Resolver la ecuacién matricial A% - X = 2B, siendo

1 -1 1 —1 4
A‘<2 —3) yB_(O —3 1)’
14 —2 52)

Solucién: X = (8 _9 30
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32. SL. De las matrices
1 2 3
1 2 1 2 3 11
A:( ) B:( ) C:( ) p=|o 1 2
3 4 4 5 6 3 3 00 1

determina cuales tienen inversa y en los casos que exista, calcula el determinante de
dichas inversas.

Solucién: A y D tienen inversa, By C no; |[A™} = —%, |ID~Y =1
a 0 —a
33. SL. Se sabe que la matriz A = [0 —1 0 | verifica que det(A) = 1 y sus columnas
b 0 b

son vectores perpendiculares dos a dos.

a) Calcular los valores de a y b.

b) Comprobar que para dichos valores se verifica que A™! = A?, donde A’ denota la
matriz traspuesta de A.

~[S
e[

Solucién: Dos soluciones: a =

_ V2 p—
b= — 2b=

e[

o= —

34. SL. Determinar la matriz X tal que AX — 3B = 0, siendo

1 0 -1 1 2
A=12 3 —7 y B=|[-1 0
01 —2 -2 1
12 —15
Solucién: X = [ 12 -39
9 21
1 0 -2
35. SL. Consideremos la matriz A=[1 1 1
11 0

a) Calcular el determinante de las matrices 24, A3 y (A31)~1.
b) Hallar la matriz A~1.

1 2 =2
Solucién: —8, =1, —1; A=t =| -1 -2 3

1 X1
36. SL. Consideremos la matriz A= | A 1 A
0 X 1
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a) Determinar para qué valores del parametro A la matriz A no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa de A para A = —2.
Solucién: A =1,—1. Para A= -2, es A~ = | —

37. Selectividad Junio 2002. Determinar la matriz X que verifica la ecuacion AX = X — B

siendo
0 01 1 0 1
A=1 0 0 0 y B=10 1 1
-1 0 0 0 -1 -1
Loy
Solucién: X = 0 1 1
1 1
-3 —3 1

38. Selectividad Septiembre 2003. Considerar las matrices

1 00 011 1 00
A=11 m 0 , B=110 0 y C=[010
1 1 1 000 1 01
a) (Para qué valores de m tiene solucién la ecuacién matricial A - X 4 2B = 3C7.

b) Resuelve la ecuacién matricial dada para m = 1.

3 -2 =2
Solucion: m#0; X = [ -5 5 2
5 —3 3

39. Selectividad junio 2004. Considerar las matrices

10 10
A:((l)(l);),3201 y c=1o0 2
0 0 10

a) Calcular A- B, A-C, A'- B', C"- A® siendo A', B' y C" las matrices traspuestas de
A, By C respectivamente.

b) Razonar cuédles de las matrices A, B, C'y A - B tienen inversa y en los casos en que
la respuesta sea afirmativa, hallarla.

s (| ). (3 0) 01 (22
- \0 1 2 2 1 2 0 0 2
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40. Selectividad junio 2005. Sean las matrices
2 1 0 1 0 1 20
A= <3 —2) » B= (3 -1 2) , U= (—1 1 4)

a) (Tiene A inversa?. En caso afirmativo, calcularla.

b) Determinar la matriz X que cumple que A- X +C'- B! = B- B!, siendo B' la matriz

transpuesta de B.

L /7 —_ _4 6
M:SI,AlzéA"X:%<1 —26>

41. Selectividad septiembre 2005. Sabiendo que:

a b c
Al =|d e f|=2
g h 1

calcular, indicando las propiedades que utilices, los siguientes determinantes:

a) | —3A]y |[A7M].
c b «a

b) |f e dJ.
2i 2h 2g
a b a—c

c) |d e d— fl.
g h g—i

Solucién: | — 3A| = =54, [A™] = 3; -4; -2.

42. Selectividad Junio 2006. Consideremos la matriz:

siendo ¢ un numero real.

a) Calcular el valor de a para que
» . (12 -1
AT —A= (0 20)

b) Calcular, en funcién de a, los determinantes de las matrices 24, A*, siendo A’ la

traspuesta de A.
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c) (Existe algtin valor de a para el cual la matriz A es simétrica?. Razona la respuesta.
Solucion: a = 45 24| = —4a?, |4'] = —a% No.

43. Selectividad septiembre 2006. Resolver AB'X = —2(C siendo B! la traspuesta de la

matriz B y
1 0 3 -1 3 0 1 4
A_<2 —1 0)’ B_<0 2 —2)’ C_<0 —1)

Lo 1L /=2 14
Solucion: X = 7 ( 5 91 )

44. Selectividad Junio 2007. Consideremos la matriz:

=)

a) Determinar la matriz B = A? — 2A.
b) Determinar los valores de A para los que la matriz B tiene inversa.
c¢) Calcular B~! para A = 1.

Solucién:

2 1-2)
) B_<)\—1 )\2—2>\—1)'

b) Existe B~! cuando A # —1 y X\ # 3.

1 O)
C)B_1:<2 .
0 -

45. Selectividad septiembre 2007. Sea [ la matriz identidad de orden 2, y sea:

()

a) Encontrar los valores de m para los cuales se cumple que (A — I)? = O, donde O es
la matriz nula de orden 2.

b) Para m = 2, hallar la matriz X tal que AX — 2A" = 0, donde A’ denota la matriz
traspuesta de A.

P 3 1
Solu(:lon.m—07X—2<_1 O)'
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46. Selectividad junio 2009. Sean Fi, I, y Fj las filas primera, segunda y tercera, respec-
tivamente, de una matriz B de orden 3, cuyo determinante vale —2. Calcular, indicando
las propiedades utilizadas:

a) El determinante de B~!.
b) El determinante de (B)* (B! es la matriz traspuesta de B).
¢) El determinante de 2B.
)

d) El determinante de una matriz cuadrada C' cuyas filas primera, segunda y tercera

son, respectivamente, 5Fy — Fj3, 3F3, F5.
Solucién: |B~!| = —%, |(BY)*Y| = 16, |2B| = —16, |C| = 30.
47. Selectividad septiembre 2009. Sean las matrices

1 -2 1 9 1
A=-2 21 1], B:(_?’l ; 2) c=[1 -2
10 -1 0 3

Determinar la matriz X que verifica AX — B' = 2C' (B" es la matriz traspuesta de B).

1 7 2
Solucion: X = —= |5 18
7 30



Capitulo 10

Sistemas de ecuaciones lineales

1. Considerar el sistema de ecuaciones:

20 — 2y —z =4
r+2y—2z=-1
r—z=1

a) (Existe una solucién del mismo en la que y = 07.
b) Resolver el sistema homogéneo asociado al sistema dado.

¢) Hacer una interpretacién geométrica tanto del sistema dado como de sus soluciones.
Solucién: Si, x = 3, y =0, z = 2. Para el segundo apartado x = 2t, y =t, 2 =2t, t € R.
2. Del sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

ar+by+1=0

dr+by+c=0
se sabe que x = 1, y = 2 es una solucion y que x = 7, y = 3 es otra solucién. ;Qué puede
afirmarse respecto de las soluciones del sistema?, jcuantas tiene?, ;cudles son?.
Solucién: El sistema es compatible con infinitas soluciones dependientes de 1 parametro.

Las soluciones son x = —11 + 6t, y = t.

3. Considerar el sistema
r—y+z=1

v —4dy — 2z =-3

a) Anadir una ecuacion lineal al sistema anterior de modo que el sistema resultante sea
incompatible.

111
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b) Sianadimos al sistema dado la ecuaciéon mz+y—z = —1, determinar para qué valores
del parametro m el sistema resultante es compatible indeterminado y resolverlo.

Solucién: Para el segundo apartado es m = —1, y entonces x = 1+6t, y = 1+5t, z = 1—t.

4. En un supermercado se ofrecen dos lotes formados por distintas cantidades de los mismos
productos.

= El primer lote estd compuesto por una botella de cerveza, tres bolsas de cacahuetes
y siete vasos y su precio es de 565 pts.

= El segundo lote esta compuesto por una botella de cerveza, cuatro bolsas de cacahue-
tes y diez vasos y su precio es de 740 pts.

Con estos datos, jse podria averiguar cuanto deberia valer un lote formado por una botella
de cerveza, una bolsa de cacahuetes y un vaso. Justifica la respuesta.

Solucion: Si, y su precio seria 215 pts.

5. Una tienda vende una clase de calcetines a 1200 pts. el par. Al llegar las rebajas, durante
el primer mes realiza un 30 % de descuento sobre el precio inicial y en el segundo mes
un 40 % también sobre el precio inicial. Sabiendo que vende un total de 600 pares de
calcetines por 597600 pts. y que en las rebajas ha vendido la mitad de dicho total (de
calcetines), ja cuantos pares de calcetines se les ha aplicado un descuento del 40 %?.

Solucién: 120 pares.

6. Determinar segin los valores del pardmetro o cudndo tiene solucién el sistema

am+y+z:a2

az+ (1 —a)y+ (o — 1)z = a?
ar +y+ az = 2a°

Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucién: Para o = 0 el sistema es compatible con infinitas soluciones dependientes de un
pardmetro y su solucion es x =t, y=2=0, t e R. Sia # 0y a # 1 es un sistema de
Cramer (solucién tnica). En los demds casos es incompatible.

7. Por la abertura A del mecanismo de tubos de la figura se introducen 50 bolas que se
deslizan hasta salir por B. Sabemos que por el tubo W han pasado 10 bolas.



CAPITULO 10. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 113

a) Justificar si es posible hallar el nimero de bolas que pasan exactamente por cada
uno de los tubos X, Y y Z.

b) Supongamos que podemos controlar el nimero de bolas que pasan por el tubo Y.
Escribir las expresiones que determinan el niimero de bolas que pasan por los tubos
X y Z en funcién de las que pasan por Y.

¢) Se sabe un dato nuevo: por Y circulan 3 veces mds bolas que por Z. jcudntas circulan
por X, Y y Z7.

Solucién: No. Si z,y, z son el nimero de bolas que pasan por X,Y, Z respectivamente,
entonces x = 10 + y, z = 40 — y. Para el tercer apartado x = 40, y = 30, z = 10.
8. Sea el sistema de ecuaciones:
r+y=1
my +z =0
r+(1+m)y+mz=14+m
a) Estudiar su comportamiento segtn los valores del pardmetro m.

b) Resolverlo para m = 2.
Solucion:

= m = 1, incompatible.

= m = 0, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro: x = t, y =
1—t, 2=0.

= m # 0y m # 1, sistema de Cramer.

Param =2, resulta x =2, y = —1, z = 2.
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9. Discutir el siguiente sistema segiin los valores del parametro b

T+ y+ bz = b
—r+y+z=-3
bxr +y+2z=3b

y resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

= b =1, incompatible.

= b = —1, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro: x =
24t y=-1, z=t.

m b# 1y b# —1, sistema de Cramer (solucién tnica).
10. Una persona trata de adivinar, mediante ciertas pistas, el coste de tres productos A, B y
C' que un amigo suyo ha comprado:
Pista 1: Si compro una unidad de A, dos de B y una de C' me gasto 900 pts.
Pista 2: Si compro m unidades de A, m + 3 unidades de B y 3 de C me gasto 2950 pts.

a) {Hay algin valor de m para el cual estas dos pistas no son compatibles?.

b) Si en la Pista 2 se toma m = 4, jes posible saber el coste de cada uno de los
productos?.

¢) El amigo le dice finalmente que el producto C' vale 5 veces lo que vale el producto
Ay que en la Pista 2 se tiene m = 4. ;Cuénto valen A, B y C7.

Solucién: Si, cuando m = 3. No. Si es z,y, z el precio de los productos A, B, C' respecti-
vamente, entonces x = 100, y = 150, z = 500.

11. Se considera el sistema
r+2y+3z2=-1

20 + 5y + 4z = =2
T+ 3y +m’z=m

a) Discutir el sistema segtn los valores del pardmetro m.
b) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

¢) Razonar para qué valores de m tiene inversa la matriz de los coeficientes del sistema.
Solucién:

= m = 1, incompatible.
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= m = —1, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro: r =
—1-=7t, y=2t, z=1t.

] m%lym;«é—l

12. Se dice que dos matrices A y B son semejantes cuando existe una matriz invertible P
tal que AP = PB.

a) Probar que las matrices A = G g) y B = <§ _01) son semejantes.

b) Resolver los sistemas
G626 « GD6)--C)

a) En efecto, basta tomar P = (? _11)

b) La solucién del primer sistema es x = 2t,y = t, t € R y la del segundo es z = ¢,y =
—t, t €R.

Solucién:

13. Estudiar el siguiente sistema segin los valores del parametro k e interpreta geométrica-

mente los resultados
20 +2y+ (k+2)z= -5

rT+y—22=95
3r + ky — 62z = bk

= k = —06, sistema incompatible. Los tres planos no tienen ningtn punto comun.

= k& = 3, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro. Los tres
planos contienen la recta

r=1
S
r= y:§—t
)
2= 3

m k# —6y k # 3, sistema de Cramer. Los tres planos tienen un punto comun.

14. Discutir y resolver en caso de compatibilidad los siguientes sistemas segtin los valores del
parametro a:

20 —y =2
) ax y_ ) ax y_
—2x+ (a—1)y =2 20 +ay =2

r+5y=a
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Solucion:

= Problema a)

e a = 2, incompatible

e o = —1, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro:

r=—-1—-ty=t.

e a#2ANa# —1, sistema de Cramer: z = ﬁ,y = %
= Problema b)

e a # 1, incompatible

e a =1, sistema de Cramer: x =1,y =0

15. Discutir y resolver en caso de compatibilidad los siguientes sistemas segtin los valores del

parametro a:

9 ar +y+3z2=3

a) ety =a ; b) r—y—z2=0
r+a’y=1

or —3y —22=26

Solucion:

= Problema a)
e a = 1, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro: xr =

1—ty=t.
e a # 1, sistema de Cramer: x = %,y = — e
= Problema b)
e o = 3, incompatible
e a # 3, sistema de Cramer: z = —%,y = —%,z = fT“g

16. Discutir y resolver en caso de compatibilidad los siguientes sistemas segun los valores del

parametro a:

ar+y—z=1 2r+y—2=0
a) ¢ ++2y+2z=2 ; b)qar—y—z=a—1
r+3y—2=0 3r —2az=a—1

Solucién:

= Problema a)

® = %, incompatible

o a# %, sistema de Cramer: z = 5:;_1,3; =, 2 = gt

= Problema b)
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e o = 1, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro: x =
2ty = —t,z = 3t.

e o = —3, incompatible
5(a—1) a—1

2T Tars

e a #1ANa+# —3, sistema de Cramer: z = Z—jré,y = —5(a13)

17. Discutir y resolver en caso de compatibilidad los siguientes sistemas segtin los valores del
parametro a:

20+ 3y —4z=1 ar+y+z=0
a) § 4z + 6y —az =2 ;i b)) (a+l)z+y—az=a
r+y+az=10 x4+ (a+ 1)y =2a

Solucién:

= Problema a)

e o = 8, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro: x =
29 — 28t,y = —19 + 20t, z = .
e a # 8, sistema de Cramer: x =29,y = —19,2 =0
= Problema b)

e a = 0, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro: x =

t,y=—t,z=1.
e a = —1, incompatible
e a #0Aa# —1, sistema de Cramer: z = —ﬁ, = %,z = —%

18. Discutir y resolver en caso de compatibilidad los siguientes sistemas segun los valores del
parametro a:

Sr+2y—2=9 ar+y+z=1
a) ¢ 2v—4dy+82z=a ; b)(rxtay+z=a
r—2y+4z=2 T +y+az = ad’

Solucién:

= Problema a)

e a = 4, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro: x =

11-3t ., _ 21t—=1 . __
T Y= H,Z—t

e o # 4, incompatible
= Problema b)

e o = 1, compatible con infinitas soluciones dependientes de dos pardametros: x =
1l—s—ty=s,2=1.
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e a = —2, incompatible

(a+1)?
a+2

_a+l _ 1
a+2’y T at2?

e a#1ANa+# —2,sistema de Cramer: z = z=

19. Discutir y resolver en caso de compatibilidad los siguientes sistemas segun los valores del
parametro a:

a4 1 T —2z=3
r+ay+z=a
Y 4z +y=5
a) ¢ (a+1l)z+y—az=0 ; b)

2r+z=a

2r+y—z2z=1—a
4 2 — 3z =a

Solucion:

= Problema a)

e o = 1, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro: x =
2(t—1),y=4—-3t,z =t.
e a = 2, incompatible
e a#1Aa+#2,sistema de Cramer: x = —“zjfgrz,y =3at2 5 = —%
= Problema b)

e a # 6, incompatible

e a = 6, sistema de Cramer: z =3,y = —7,2 =0

20. Discutir y resolver en caso de compatibilidad los siguientes sistemas segin los valores del
parametro a:

3r—ay+3z=4 r+y—2z2=3
) ar+y—z=>2 b) 3r+4dy—2=5
a Y
r—y+z=1 r+y—az=3
ar +4y —z2 =15 ar +2y+ (a+2)z =a®> -2

Solucién:

= Problema a)
e a = 2, sistema de Cramer: t =y =2=1
e a = —1, incompatible
e a # 2 Aa# —1, incompatible
= Problema b)
e a = 06, sistema de Cramer: z =7,y = —4,2 =0
e a =1, sistema de Cramer: z =7,y = —4,2 =0
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e 4 # 6 A\a# 1, incompatible

21. Discutir y resolver en caso de compatibilidad el siguiente sistema segun el valor del
parametro a:
T+y+z=2
T+ 2y —32=28
ar—y—z=1
T—y+z=-2

Solucién:

» g = 2, sistema de Cramer: x =1,y =2,z = —1

= a # 2, incompatible

22. Sea el sistema:
x4+ 2y =10

r—my=>
a) Hallar para qué valor de m es z = 0.

b) Hallar para qué valor de m es incompatible el sistema.
Solucién: m = —1 ; m = =2

23. Sea el sistema:
r+y+z=a+1
r+y+(a—1)z=a
r+ay+z=1
a) (Para qué valores de a es compatible y determinado?. Resolverlo para dichos valores.

b) ;Para qué valores de a es indeterminado?. Resolverlo para dichos valores.

¢) (Es incompatible para algin valor de a?.
Solucion:
a) a# 1A a# 2. Las soluciones son:

P —a*—2a+1 a 1

@-D@-2 7" a-1"" Ta-2

X

b) Para ningtn valor de a.

c) Paraa=1ya=2.
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24. La suma de las tres cifras de un ntimero es 16, y la suma de la primera y la tercera es igual
a la segunda. Permutando entre si dichas cifras (primera y tercera) resulta un nimero
que supera en 198 unidades al nimero dado. ;Cuél es dicho niimero?.

Solucién: 385

25. Varios amigos pagan en un bar 755 pts. por 5 cervezas, 3 bocadillos y 2 cafés. Al dia
siguiente consumen 3 cervezas, 2 bocadillos y 4 cafés por lo que pagan 645 pts.

a) Si al tercer dia consumen 7 cervezas y 4 bocadillos, ;qué precio deberian pagar por
ello?.

b) ;Puede saberse de los datos anteriores el precio de una cerveza, o un bocadillo o un
café?. Si ademas sabemos que un café vale 60 pts., ;Puede saberse el precio de una
cerveza o un bocadillo?.

Solucidn:

a) 865 ptas.
b) No; Si, 55 y 120 pts. la cerveza y el bocadillo respectivamente.

26. Selectividad Septiembre 2000. Se considera el sistema de ecuaciones

3r+2y—5Hz=1
doe+y—22=3
20 —3y+az=b

a) Determinar a y b sabiendo que el sistema tiene infinitas soluciones.

b) Resolver el sistema resultante.
Solucién: a = %, b=5x=1—t y=—1+14t, z = 5t.
27. SL. Consideremos el sistema de ecuaciones:

Ax + 2y =3
—r 42 z=-1
Jr—y—Tz=A+1
a) Hallar todos los valores del parametro A para los que el sistema correspondiente tiene
infinitas soluciones.
b) Resolver el sistema para los valores de A obtenidos en el apartado anterior.

c¢) Discutir el sistema para los restantes valores de A.
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Solucién: A =1;paraA=1lesaxz=1+2t, y=1—1t, z=1t. Para A = —7 el sistema es
incompatible y si A # 1, —7 el sistema es de Cramer.

28. SL. Consideremos la matriz

A:

O > =

2
1
1

> O =

a) Hallar los valores de A para los que la matriz A no tiene inversa.

b) Tomando A = 1, resolver el sistema escrito en forma matricial

0
A- =10
0

IS

Solucién: A =0,1; paraA=1lesxz=t, y=—t, z=1.
29. SL. Consideremos el sistema de ecuaciones:
r+Ay+A—-1)z=1
y+z=1
2e+y—2z=-3
a) Hallar todos los posibles valores del pardmetro \ para los que el sistema correspon-
diente tiene al menos dos soluciones distintas.
b) Resolver el sistema para los valores de A obtenidos en el apartado anterior.

¢) Discutir el sistema para los restantes valores de A.

Solucién: solamente A = 3; para A =3 esx = —2+t, y=1—t, z =1t Para A # 3 el
sistema es incompatible.

30. SL. Discutir y resolver el siguiente sistema segin los valores del pardmetro A:

r+Ay+z2=0
AM+y+z=0
r+y+Az=0
Solucién:
= )\ = 1, compatible con infinitas soluciones dependientes de 2 parametros: © = —s —

t, y=s, z=1t, para todos s,t € R.

= )\ = —2, compatible con infinitas soluciones dependientes de 1 parametro: x = ¢, y =
t, z=1t, para todo t € R.
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m \# 1y \# =2, sistema de Cramer cuya solucién es la trivial z =y = z = 0.

31. SL. Consideremos el sistema escrito en forma matricial:

b 1 b x —2
0 b 1 yl=10
1 b1 z -2
Discutir el sistema segun los valores del pardmetro b y resolverlo cuando sea compatible
indeterminado.
Solucién:
= b = 1, compatible con infinitas soluciones dependientes de 1 parametro: x = —2, y =

t, z = —t, para todo t € R.
= b = —1, incompatible.

= b#1,—1, sistema de Cramer.

1 -2 =3 1 T
32. SL.Sean A=10 «a 2 , B=10],X= 1y
a —1 a—2 1 z

a) Determinar el rango de A en funcién del pardmetro a.
b) Discutir en funcién de a el sistema, dado en forma matricial, AX = B

¢) Resolver AX = B en los casos que sea compatible indeterminado.

2, sia=1,1 ) . . .
Solucidn: r(A) = 2 Para a = 1, el sistema es compatible con infinitas
3, en otro caso
soluciones dependientes de 1 parametro: v = 1 —t, y = —2t, z = t, para todo t € R.

Para a = % es incompatible y si a # 1,% es un sistema de Cramer.
33. SL. Consideremos el sistema:
mx+y—z=1
T—my+z=4
rT+yt+mz=m

Discutirlo segin los valores de m. ;Cual es, segin los valores de m, la posicion relativa
de los planos cuyas ecuaciones respectivas son las tres que forman el sistema?.

Solucién: Si m = 0, el sistema es incompatible: los tres planos no tienen ningtin punto en
comun. Si m # 0, el sistema es de Cramer: los tres planos se cortan en un tinico punto.
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34. SL. Resolver el sistema de ecuaciones, dado en forma matricial: AX = —AX + B, siendo
1 0 2 1 x
A=1-1 1 1], B=|4], X=|vy
3 1 4 1 z
Solucién: x = —%, Yy = %, z = 1—70
35. SL. Determinar a, b y ¢ sabiendo que la matriz
-3 11 1 2
A=\ 1 a 2], wverifica: A[2] =19 y rango(A) =2
-1 b ¢ 3 4
Solucién: a =1, b=2, ¢= 3

36.

37.

297 29

SL. Clasificar el siguiente sistema segin los valores del parametro m

20 +my =0
rT+mz=m
r+y+3z=1

Resolver el sistema anterior para m = 6.

Solucién: Para m = 0, sistema compatible con infinitas soluciones dependientes de 1
pardametro. Para m = 5, incompatible. Para m # 0, 5, sistema de Cramer. Cuando m = 6
esr=—12, y=4, 2= 3.

SL. Un mayorista de café dispone de tres tipos base: Moka, Brasil y Colombia, para
preparar tres tipos de mezcla: A, B y C, que envasa en sacos de 60 Kg., con los siguientes
contenidos en kilos y precios del kilo en euros:

Mezcla A | Mezcla B | Mezcla C
Moka 15 30 12
Brasil 30 10 18
Colombia 15 20 30
Precio (cada Kg.) 4 4'5 4'7

Suponiendo que el preparado de las mezclas no supone coste alguno, jcudl es el precio de
cada uno de los tipos base de café?.

Solucién: Precio Moka = 4 euros, Precio Brasil = 3 euros, Precio Colombia = 6 euros.
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38. Selectividad Junio 2002. Determinar una matriz A simétrica (A coincide con su tras-
puesta) sabiendo que

det(A) = =7 y A<_21 —63):<_14 _?}2)

. (-1 2
Solucién: A = ( 9 3)

39. Selectividad Septiembre 2003. Considerar las matrices

—2 -2 1
A=|-2 1 —=2| v X=
1 -2 -2

INEINSE

a) Siendo I la matriz identidad de orden 3, calcular los valores de A para los que la
matriz A + Al no tiene inversa.

b) Resolver el sistema A - X = 3X e interpreta geométricamente el conjunto de todas
sus soluciones.

Solucién: A\ = —3,3; x =t, y = —2t, z =t, para todo t € R, es decir, una recta.
40. Selectividad junio 2004. Considerar el sistema de ecuaciones

mr—y=1
r—my=2m—1
a) Clasificar el sistema segin los valores de m.
b) Calcular los valores de m para los que el sistema tiene una solucién en la que x = 3.
Solucién: si m = 1 el sistema es compatible con infinitas soluciones dependientes de

1 parametro; si m = —1 el sistema es incompatible. En los demas casos, es decir, si
m # —1,1 el sistema es de Cramer; m = 1, —%.

41. Selectividad septiembre 2004. Determinar a y b sabiendo que el sistema de ecuaciones

r+3y+z=1
—r+y+2z=-1
ar +by+z2=4

tiene al menos dos soluciones distintas.

Solucién: si a =4, b = 8.
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42. Selectividad septiembre 2004.

3 —2 1
a) Sabiendo que la matriz A = | 1 —4 =2 | tiene rango 2, jcudl es el valor de
-1 a—1 a
a?.

b) Resolver el sistema de ecuaciones:

3 =2 1 x 1

1 -4 =2 yl =120

-1 —6 =5 z —1
r=—2—28t
Solucién: a = —5; ¢ y=—2—7Tt
z =3+ 10t

43. Selectividad junio 2005. Considera el sistema de ecuaciones:

rTH+y+z=-2
—lx+3y+z2z=-7
r+2y+(1+2)z2=-5

a) Clasificar el sistema segin los valores del parametro .

b) Resolver el sistema cuando sea compatible indeterminado.

Solucién: Para [ = —1 el sistema es incompatible. Para [ = —2, el sistema es compatible

con infinitas soluciones dependientes de un pardametro (compatible indeterminado) y su
r=1-2t

solucion es  y = —3+1 p. Paral # —1, -2 el sistema es de Cramer (solucién tnica).
z=1

44. Selectividad septiembre 2005. En una excavacion arqueologica se han encontrado
sortijas, monedas y pendientes. Una sortija, una moneda y un pendiente pesan conjunta-
mente 30 gramos. Ademas, 4 sortijas, 3 monedas y 2 pendientes han dado un peso total de
90 gramos. El peso de un objeto deformado e irreconocible es de 18 gramos. Determina si
el mencionado objeto es una sortija, una moneda o un pendiente, sabiendo que los objetos
que son del mismo tipo pesan lo mismo.

Solucién: moneda.
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45. Selectividad junio 2006. Resolver el sistema:

2 0 5 x 2 )

11 2| y|+|2]=10

-1 1 1 z 3 2
Solucién: z =1,y = -2, z =1,

46. Selectividad septiembre 2006. Considera el sistema de ecuaciones lineales:
lr —y—2z=-1
rH+ly+z=4
rH+y+z=10+2

a) Clasificar el sistema segin los valores del parametro .

b) Resolver el sistema para | = 2.

Solucién: Para [ = 1 el sistema es incompatible. Para [ = —1, el sistema es compatible
con infinitas soluciones dependientes de un pardmetro (compatible indeterminado). Para
[ # £1 el sistema es de Cramer (solucién tnica). Cuando [ =2, esx =1,y =0, z = 3.

47. Selectividad junio 2007.

a) Calcular la matriz inversa de:

A=

— O
[ Q=
— = o

b) Escribir en forma matricial el siguiente sistema y resolverlo usando la matriz A~}
hallada en el apartado anterior.

r+y=1
y+z=-2
rT+z2=3
1 -1 1
Solucién: A‘lzé 1 1 -1, z=3,y=-2,2=0.
-1 1 1

48. Selectividad septiembre 2007. Considerar el sistema de ecuaciones:
ar+y+z=4
r—ay+z=1
r+ytz=a+2
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a) Resolverlo para el valor de a que lo haga compatible indeterminado.

b) Resolver el sistema que se obtiene para a = —2.
Solucién: Para a = —1 el sistema es compatible indeterminado, en concreto, compatible
con infinitas soluciones dependientes de un parametro, r = —%, Yy = g —t, z = t, para
todo t € R. Para a = —2, el sistema es de Cramer (solucién unica), r = —%, y=1, 2= %

49. Selectividad junio 2008. Un cajero automaético contiene sélo billetes de 10, 20 y 50
euros. En total hay 130 billetes con un importe de 3000 euros.

a) {Es posible que en el cajero haya el triple nimero de billetes de 10 que de 507

b) Suponiendo que el nimero de billetes de 10 es el doble que el niimero de billetes de
50, calcula cuantos billetes hay de cada tipo.

Solucién: No; 80, 10 y 40 billetes de 10, 20 y 50 euros respectivamente.
50. Selectividad junio 2008. Sea la matriz

1 1 0
A=|m m? m?
m m  m?
a) Hallar los valores del pardametro m para los que el rango de A es menor que 3.

b) Estudiar si el sistema

tiene solucion para cada uno de los valores de m obtenidos en el apartado anterior.

Solucién: m = 0,1; para m = 0 el sistema es incompatible (no tiene solucién); para
m = 1, el sistema es compatible con infinitas soluciones dependientes de dos parametros
(compatible indeterminado).

51. Selectividad septiembre 2008. Considerar el sistema de ecuaciones:

r+y+tz=a-—1
2r+y+az=a
r+ay+z=1

a) Discutirlo segiin los valores del pardmetro a.

b) Resolverlo para a = 2.
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02.

53.

o4.

Solucién: para a = 1 el sistema es incompatible; para a = 2 el sistema es compatible inde-
terminado, en concreto, compatible con infinitas soluciones dependientes de un parametro,
r=1—t,y=0,2z=t, para todo t € R. Por ltimo, para a # 1,2, el sistema es de
Cramer (solucién tnica).

Selectividad septiembre 2008. Sabemos que el sistema de ecuaciones:

2r—y+3z=1
rT4+2y—z=2

tiene las mismas soluciones que el que resulta de anadirle la ecuacién ax +y + 72 = 7.

a) Determinar el valor de a.

b) Calcular la solucién del sistema inicial de dos ecuaciones, de manera que la suma de
los valores de las incégnitas sea igual a la unidad.

[\

Solucién:a:&x:g,y:%,z:—

Selectividad junio 2009. Una empresa embasadora ha comprado un total de 1500
cajas de pescado en tres mercados diferentes, a un precio por caja de 30, 20 y 40 euros
respectivamente. El coste total de la operacién ha sido de 40 500 euros. Calcular cuanto
ha pagado la empresa en cada mercado, sabiendo que en el primero de ellos ha comprado
el 30 % de las cajas.

Solucién: 13 500 euros en el primer mercado, 15000 en el segundo y 12000 en el tercero.

Selectividad septiembre 2009. Discutir segiin los valores del parametro A el siguiente
sistema:

3r+Ay=0
T+ Az=A
r+y+3z=1

y resolverlo para A = 0.

Solucién: para A = 0 el sistema es compatible con infinitas soluciones dependientes de un
parametro, x = 0, y = 1 — 3t, z = t, para todo t € R. Para A = 6 es incompatible. Por
ultimo, para A # 0, 6, el sistema es de Cramer (solucién tnica).



Capitulo 11

Geometria afin

11.1. Resumen teodrico

11.1.1. Determinacion de una recta
Una recta r puede calcularse de las siguientes formas:
1. Con dos puntos distintos A (1,91, 21), B (%2, Y2, 22), A # B.
2. Con un punto A y el vector director v = (vy, va, v3).
3. Como interseccién de dos planos no paralelos.

—
Si estamos en el primer caso el vector v = AB es un vector director, y asi:

Ecuaciones paramétricas Ecuacién continua
T =x1+ vt
Tr— T Y—U 2= 2
r=<{ y=y+uvt )Vt eR r= = =

U1 (%) (R}
z =2+ v3t

11.1.2. Posicidén relativa de dos rectas

Dadas dos rectas

_ {P(xl,yl,zl) - {Q(932>y2722)
T = S

U= (UI7U27U3) - W= (w17w27w3>

Se forman las matrices A = (¥, w), A" = (U, W, PQ), es decir:

U1 Wy U1 W1 T2 — I

. / —_—
A= Vg W2 ;o A= Vg W2 Y2—UY1
U3 W3 U3 W3 22 — 21

129
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y entonces:

=3, se cruzan.
2 se cortan en un punto.

(4')
(4')

r(A") = 2, r # s (paralelas y distintas).
(A) =1 r = s (las rectas son idénticas).

11.1.3. Determinacion de un plano

Un plano 7 puede calcularse de las siguientes formas:
1. Con tres puntos no alineados A (x1, 41, 21), B (22,2, 22), C (23, ys3, 23).

2. Con un punto A y dos vectores directores v = (v1, v, v3), W = (w1, wy, w3) linealmente
independientes.

3. Con un punto A y el vector normal 77 = (a, b, ¢).

-3 — -3 . ’
AB y @ = AC' son vectores directores, y as:

Si estamos en el primer caso, los vectores U

Ecuaciones paramétricas Ecuacién implicita
.CL’:LIZ‘l—'—Ult—'—U)lS T—T1 Y—y1 Z—2

T=<{ y=y +vat+wss p Vs, t €R U1 Vg U3 =0 =
z = z1 + v3t + w3s w1 Wa W3

= ar+by+cz+d=0

11.1.4. Posicién relativa de dos planos

Dados dos planos
m=ar+by+cz+d =0

Ty = A + boy + coz +dy = 0

Se forman las matrices:
_ a; b ¢ . ’r_ ap b ¢ dy
A= ( as by ¢ ) ’ A= < az by cy dy )

r(A)=2=m }fm = r(A") =2 = m Nmy =recta r

y entonces:

r(A) = 1= m || 7 —> r(A) =2, 1 # o (planos paralelo.s y d'istintos).
r(A") =1, m = my (los planos son idénticos).
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11.1.5. Paralelismo de recta y plano

Sean
P (xluylazl)

T=ar+by+cz+d=0 y r=<
v = (U17U27U3>

Entonces tenemos el siguiente criterio:
r || T <= avi + bvy + cv3 =0

11.1.6. Haz de planos

Dados dos planos independientes
m=ar+by+cz+d =0

WgECLQSL""bgy"—CQZ—i‘dQ:O

la combinacion lineal
T = Marx + by + 12 + dy) + plagz + boy + 22 + da)

se llama haz de planos. Cualquier plano del haz contiene a la recta r = m N 3.

11.1.7. Recta que toca a otras dos

Q (932> Y2, 22)
U_j = (w17 Wa, w3)

Dadas dos rectas
_ {1 (71,91, 21) _ {
r= 5=

U - (U17 V2, U3)
se trata de hallar una tercera recta m que toque a 7y a s y tal que (2 posibilidades):
1. De la recta m se conoce un punto R (z3,ys, 23). Falta averiguar el vector @ = (a,b,c),

vector director de m. Resolvemos el sistema homogéneo

—
U,ﬁ,RP‘ —0

con lo cual obtenemos .
De la recta m se conoce un vector director u. Falta averiguar un punto. Para ello, sea

2.
X (z,y,z) un punto cualquiera de m. Formamos el sistema
o5 —_—
7. PX‘ )
o5 4
‘w, u, QX‘ =0

y la recta sale como interseccién de dos planos.
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11.2. Problemas

1. Determinar las ecuaciones paramétricas y la ecuacion continua de las rectas que pasan
por el punto A y con el vector de direcciéon dado:

a) A(2,1,-3),0=(-1,2,-2) ; b) A(0,0,0),v = (2,—1,-3)
Solucién:
rT=2—1 r =2t
y=14+2t y=—t
a) | z=-3-2t ;b)) | z=—3¢
r—2 y—-1 z+3 Ty oz
—1 2 -2 2 -1 =3

2. Determinar dos puntos pertenecientes a las rectas:

-1 2-3 =2z —
a)x _ y:l—z . b) r=2z—1
2 3

3. Escribir en forma paramétrica las rectas:

—1 9
Solucién:
r=1+ 3t =t
a) { Y= ; b) t
z2=2-—2t z=t

4. Hallar en forma paramétrica y cartesiana la ecuacién del plano que pasa por el punto
A(1,—1,2) y con vectores 7, § que se indican como vectores de direccidn:

a) = (07_172)7§: (17372) ; b) T= (07_17_3)>§: (_1’27_3)
Solucién:
r=1+s r=1-—s
y=—1—1t+3s . b) y=—-1—1t+2s
2 =242+ 2s ’ z=2—3t—3s

8r—2y—2—-8=0 9 +3y—2—-4=0
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5. Pasar a la forma continua y hallar un vector de direccién de las rectas:

a){:)s z ; b){y T +

y=—z—2 z2=2r—2
Solucién:
r+1 _ y+2 =z r y—3 z+42
a) 2 -1 1 . b) 1 2 2
v=1(2,—-1,1) v=1(1,2,2)

6. Hallar las ecuaciones paramétricas, ecuacion continua y un vector de direccion de la recta:

{Mwﬁy+z—1:0

r—y+2=0
Solucién:
re T Y7 y+5
T Y z .
= -5+t : =2 =_ =(1,1,1
y + ) 1 1 1 Y v (77)
z=1t

7. Hallar la ecuacién del plano que contenga al punto P(1,1,1) y sea paralelo a las rectas:

=2+t
{ xr—2y=0 ’
r=

;o s=cy=1—t
y—22+4=0
z=1

Solucién: x —y —22+2 =0
8. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P(1,1,2) y es paralelo a las rectas:

T—y=2
{3x+y:0 Y
r =

;o s=qy—z=-3
dr+2=0
z=1

Solucién: v — by +4z—4=0
9. Obtener las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(1,2,2) y es paralela a la recta:
r=z—1
{ y=2z+1
z—1 2 _ 22

A _ Y—zs __
Solucién: =5t =5



CAPITULO 11. GEOMETRIA AFIN 134

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Obtener las ecuaciones de la recta que pasa por el origen y es paralela a la recta:

r—y—2z2=0
r+y+z2=0

Solucién: £ = =

Y
-1

=

0
Averiguar si son paralelos los planos 71, w5 de cada uno de los apartados siguientes:
m=rs—y+z2=0 m=z+y=0
) 1 ) . b) 1 Y
m=x—y=0 Ty =x =2
Solucién: No, No

Hallar las ecuaciones de los ejes y planos de coordenadas.

Solucion:

o _Jy=0 . _Jr=0 . | x=0
EJeX_{ZZO ; EJey_{zZO ; EJeZ_{y:O

Planozy=2=0 ; Planoyz=2=0 ; Planoxzz=y =0

Hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta

r—1 y—-1_
2 3

y es paralelo al vector de extremos A(2,0,0), B(0, 1,0).

z

Solucion: z +2y — 82 —3 =0

Dados los puntos A(1,0,2), B(0,1,3),C(—1,2,0), D(2,—1, 3), hallar la ecuacién del plano
que contiene a la recta que pasa por AB y es paralelo a la recta que pasa por C'D.

Solucién: xr+y—1=0

Sean las rectas © = (1,1,1) + \(2,1, —1),7 = (3,0, 1). Hallar la ecuacién del plano que
pasa por el origen y es paralelo a ambas rectas.

Solucién: x — by — 3z =0

Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (—1,2,0) y contiene a la recta:

r—2y+2z—3=0
y+32—5=0

Solucion: 3z — 14y — 212+ 31 =0
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17. Hallar los valores de a para que sean paralelas las rectas:

] r=—t
T — Yy 2
= === = =-2-2t
" a 2¢ 1 ' o y
z = —at
Solucion: a = +1
18. Estudiar si las rectas:
r—2 y+2 z-1 r+3 y—2 =z
= = = M S = = — = —
"= —9 1 2 11

son coplanarias. En caso afirmativo, hallar la ecuacién del plano que las contiene.

Solucién: Si, xr+y—2+1=0

19. Dadas la recta r y el plano 7:

r—2y—2z=1 4+
r= ;o m=2w mz=n
x4+ 5dy — 2 =0 Y

determinar la relacién (o valores) entre m y n de modo que:

= 7y 7 sean secantes.
= 7y 7 sean paralelos y r ¢ .

= 7 esté contenida en 7

Solucién: 7m + 23 # 0; m:—%,n#%;m:—z—f’,n:%

20. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1,1,2) y se apoya en las rectas:

y z+1

r—1 y z-1 x
2 1 2

3 9 1

sz ox—1 _ y=1 __ 2-2
Solucion: = = 4= = =

21. Hallar las ecuaciones de una recta paralela al vector 4 = (1,2,3) y que corte a las rectas:

r=2z+1
;S =
y=—z+2

r—1 y+2
r= =2 =

z
2 3 1

Sugerencia: Estudiar previamente la posicion relativa entre r y s.

sz x—=3 _ y—1 _ z—1
Solucién: = = A
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Averiguar si los puntos A(1,0,4), B(3,0,1),C(2,0,0), D(0,4,0) son o no coplanarios.

Solucién: No

Obtener la condicién para que sean coplanarios los puntos
A(1,0,1) ; B(1,1,0) ; C(0,1,1) ; D(a,b,c)

Solucién: a +b+c =2

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—1,—3,0) y es paralela a la recta:
r=2z42
y=z-—3

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1,0, —1) y es paralela a la recta:

r+y+2z2—-3=0
20 —-2y+2—-1=0

z+1 +3

— Yo 4
o 1

Solucién: . =

Solucién:

Hallar la ecuacién del plano paralelo a
—r—2y+32—7=0

que pasa por el punto (1,2, —2)

Solucion: x +2y — 3z — 11 =0

Hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta:

r—1 y—-1 =z-1
2 3 4

y pasa por el origen.

Solucién: x — 2y + z =0

Hallar la ecuacién del plano que pasa por (1,0,0) y contiene a la recta:

rT=2+t
y=3—-3t
z =442t

Solucién: 9z +y —32—-9 =0
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29. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y es paralelo al plano determinado por
el punto (1,—1,0) y a la recta que pasa por el punto (2,2, 2) y tiene por vector director

30.

31.

32.

33.

34.

Solucién: m = =2 (%, —

(1,2,3).

Solucién: bx —y — z =10

r=2z+1 r=z+4
r= S =
y=32+2 y=22z+7

Dadas las rectas:

Averiguar sin son coplanarias y si lo son hallar el punto de interseccion.

Solucién: No son coplanarias.

Estudiar las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas. En caso de corte, hallar

el punto de interseccion:

er=r=y=2z ; s=2r+1=2y=22z+2
z—3 r—1
er=rx—-1=y—-2= ;s = 3

3

Solucién: Son paralelas ; Se cortan en el punto (1,2, 3).

Determinar la posicién relativa de las rectas:

r=2z—1 r+y+z+1=0
r= ;S
Yy=—z r—y—2—1=0

Solucién: Se cruzan.

Determinar a para que las siguientes rectas se corten y hallar el punto de corte:

5 5 N r=1+4t

T — Yy — z+a

= = = : = = -1 t

r 5 — 5 ;S Y +3
z=—44 5t

Solucién: a =1, (5,2, 1).

Averiguar para qué valor de m se cortan las siguientes rectas y hallar el punto de corte:

r—1 y+1 =z-4

r=

25

. x4+ 2y+z—m=0
2 3 5 0 TS 2e—y—242=0
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35. Sean las rectas:

52 =Ax—3)+10 x—1
r= . =
oYy =1x+2

= Demostrar que se cruzan para todo valor de .
= Hallar para qué valor de A la recta s es paralela al plano 2z + 3y — 2z + 1 = 0.
Solucién: \ = 4.
36. Para cada numero real A se considera el plano 7 de ecuacion:
T=CA+1Dz+(1-Ny+(1+3N)z2+22-1=0

Demostrar que todos los planos anteriores pasan por una recta r y calcular las ecuaciones
paramétricas de dicha recta.

Solucién:
r=—-3—4t
y=2+1
z =243t

37. Estudiar la posicion relativa de la recta:

rz=3t—1
y=t+2
z =2t

y el plano determinado por los puntos A(1,3,2), B(2,0,1),C(1,4,3).

. 413 6
Solucién: Se cortan en el punto (g, = g).
38. Dadas las rectas:
rT=22+p r=-z+1
r= ;S =
y=—2+3 y=2z+¢q
= Hallar la condicién que deben cumplir p y ¢ para que las rectas estén contenidas en

un plano.

= Determinar p, ¢ para que el plano pase por el punto (1,1,1).

Solucién: g —p=2;p=—-2,q=0.
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39.

40.

41.

42.

43.

Solucién:

Solucién: £=2

Solucién:

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el origen y corta a las rectas:

x
T=2y==z 9= =2z

— Y _z
11

z
2
Dadas las rectas:

r—2y+2+1=0 r—y+z=-8
r= : =
20 +y—224+2=0 20 + 3y — 2 = —8

Hallar la ecuacién de la recta que se apoya en ambas y pasa por el punto (8,5, 4).

r—8 _ y—bH _ z—4
2 23 7 37

Dadas las rectas:

r—1 {yzQ:p—l
r= =y=z ; S=
z2=23

Obtener la ecuacion de la recta que se apoya en ambas y tiene como vector director
(—=1,3,—-1).

z—17 _ y=8 z—8
-1 3 —1

Dadas las rectas:

xr =2 r4+y=0
r=r=y=z ;, S= ;o t=
y=1 r—2=0

Hallar las ecuaciones de la recta que se apoya en r y s y es paralela a t.

sz x—=2 _ y—=1 _ 2-2
Solucién: = = — = 5

Hallar el valor de k para que los planos:

mM=x+y+z=2
m=2r+3y+z2=3
m3 =kr 4+ 10y + 4z =11

tengan una recta comun y hallar las ecuaciones paramétricas de dicha recta.

Solucion:
r=3—2t

k=7 y=—-1+1

z =1t
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44.

45.

46.

47.

48.

Estudiar la posiciéon relativa de los planos:
m=mx+y—z=1
Ty =20 — y +mz = 3m
my=x—2y+(m+1)z=3m—1
segun los distintos valores de m.

Solucién: Si m = 1 los tres planos pasan por una recta. Si m # 1 los tres planos se cortan
en un punto.

Determinar a y b para que los planos:

m=2r—y+z2=3

Ty=T—y+z2=2

m=3r—y—az=>0
se corten en una recta r. Hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta r y pasa por
el punto (2,1, 3).
Solucién: Sia=—-1,b=4,z4+y—2=0

Determinar si las rectas:

VA
Il

_Jrty—22+1=0 2r+y—2—1=0
| 22—y+2-1=0 r—y—22+1=0

se cortan o se cruzan.

Solucion: Se cruzan.

Calcular, describiendo el procedimiento empleado, las ecuaciones de una recta que pasa
por el origen de coordenadas y es paralela a la recta en que se cortan los planos

II=x—-—y+2:24+41=0 ; Ih=24+3y—2+2=0

Solucién: % =

wle
R

Sean las rectas:

Y z+1

r—1 'y z-—-m
2 m 2

r= === ;S

3

x
2

(1) ;Para qué valor de m estan r y s contenidas en un mismo plano?.

(2) En el caso en que m = 1, hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(1,1,2)
ycortaaryas.
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49.

20.

ol.

22.

53.

y—1 _ 2—2

Solucién: m = 0; :”_—_11 == =5

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1,0,2) y corta a las rectas r y
s dadas por

y+2 oz 20 +6y+2=0
-, s=
y+2z=0

Solucién: == = L = ==
Selectividad Junio 2001. Calcular a sabiendo que los planos
ar+y—Tz=-5y x4+2y+a*z=38
se cortan en una recta que pasa por el punto A(0,2,1) pero que no pasa por el punto
B(6,-3,2).

Solucién: a = —2.
SL. Consideremos los tres planos siguientes:
m=rs+y+z=1 m=zrz—y+z=2, m=3rx+y+3z2=5

.Se cortan m y m?. jHay algin punto que partenezca a los tres planos?.

Solucién: Si, No.

Selectividad Junio 2002. Calcular la ecuacién de una recta que pasa por el punto de
intersecciéon del plano m = x +y — 2 +6 = 0 con la recta s = 3 =y—2=z+1lyes
paralela a la recta
B r+y—4=0
"= {4x—3y+z—1:0

sz x4+9 _ y+l 244
Solucion: == = = = =2

Selectividad septiembre 2009. Consideremos el punto P(1,0,0) y las rectas r y s
definidas como

s=(x,y,2) = (1,1,0) + A\(—1,2,0)

y z+1
= —3:—:
r T 9

—9 7
= Estudiar la posicion relativa de r y s.

= Hallar la ecuacién del plano 7 que pasando por P es paralelo a r y a s.

Solucién: se cruzan; m =2z +y + 2z — 2 = 0.



Capitulo 12

Geometria Euclidea

12.1. Resumen teodrico

12.1.1. Producto escalar de dos vectores

Sean @ = (aq, as,as), b = (by, b, b3) dos vectores. Entonces, el producto escalar de ellos, el
cual se escribe como @ - b, es el nimero

d’-g:a1b1+a2b2+a3b3:>6-5€]1§

La norma, médulo o longitud de un vector @ = (ay, as, ag), escrita como ||@||, es el niimero

l|d|| = +1/a} + a3 +a} = ||d||*=ad @

Se tienen las siguientes propiedades:

[1] @-b=1|a|| ||b]| cos ¢, siendo ¢ = (@, b) el dngulo que forma el vector @ con el vector b. De
aqui se deduce la desigualdad de Schwarz

@~ bl < ] 1Bl
dandose la igualdad si y solo si los vectores son linealmente dependientes.
[2] El producto escalar es conmutativo. En otras palabras, @ - b=b-a.
[3] El producto escalar es distributivo respecto de la suma. En otras palabras,
i-b+d)=a-b+a-c
[4] Si A es cualquier nimero real, tenemos

(A@) b= \a-b) =a- (\b)

142
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5] a- 0 = 0, para cualquier vector a.

[6] Dos vectores son perpendiculares (u ortogonales) cuando forman un dngulo de 90° = g rad.

Si dos vectores @ y b son perpendiculares lo escribiremos como @ L b. Tenemos el siguiente
criterio

Glbe=a-b=0
[7] La norma cumple las siguientes propiedades:
[[Aall = [A[flall,  [l@+ bl < llal] + [|bl]
[8] La distancia entre dos puntos A y B, escrita como d(A, B) es
—_—
d(A, B) = ||AB||

La funcién distancia d cumple las siguientes propiedades:

a) d(A,A)=0.
b) Simetria. d(A, B) =d(B, A).
¢) Desigualdad triangular.

d(A, B) < d(A,C) + d(C, B)

12.1.2. Propiedad fundamental

Dado un plano m = ax + by + cz +d = 0, el vector 7 = (a, b, ¢) formado por los coeficientes
de la z,y, z es tal que 77 L m, es decir, el vector 7 es normal al plano, luego un plano queda
determinado por un punto y el vector normal.

12.1.3. Angulo de dos rectas r y s

Por definicién, es el angulo agudo que forman sus vectores directores. En otras
palabras, si ¥ y @ son los vectores directores de la primera y segunda rectas, entonces

p = (r,) = cosp =
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12.1.4. Angulo de dos planos

Dados dos planos

—

W15a1$+b1y+012+d120, nlz(al,bl,cl)
Ty = Ao + boy + coz +dy = 0, ny = (ag, by, c2)

Entonces L
¢ = (m,m) = cosp = M
[ ] {Inz||
12.1.5. Angulo de recta y plano
Sea ¥ el vector director de la recta r y 7 el vector normal del plano 7, entonces:
—— |- 7

# = (rm) = sen =

iiOjo con la expresién anterior!!, ya que es el seno y no el coseno.

12.1.6. Distancia de un punto P a un plano 7

Por definicién es la distancia del punto P al punto (), siendo () el punto de corte de la
perpendicular a m que pasa por P con 7 (ver siguiente figura)

P

En estas condiciones, si P(z1,y1,21) y ™ = ax + by + ¢z + d = 0, entonces:

- |CL£L’1 + by1 +cz1 + d’

Va2 + b2+ c?

d(P, )
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12.1.7. Producto exterior de dos vectores

Dados dos vectores U = (v, vq,v3), W = (wy, wa, w3), el producto exterior (o vectorial) de
estos dos vectores es el siguiente vector, escrito en forma simbdlica:

[ ] [ [
UAW = V1 VU2 U3
w; W W3

y es un vector perpendicular tanto a ¥ como a w. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. AW = —d A .

2. Si ¥ y W son dependientes, entonces v A W = 0.

—

3. || A @] = ||7]| ||W]|sen g, siendo ¢ = (¥, ).

4. La norma del producto exterior ||t' A || es el area del paralelogramo formado con estos
dos vectores.

12.1.8. Area de un triangulo

Dado un tridngulo con vértices en los puntos A, B, C, el area S de dicho tridangulo es

1 — —
S = SIIAB A AC|

A

12.1.9. Distancia de un punto a una recta

Dado un punto P y una recta r, la distancia del punto P a la recta r es la distancia que se
observa en la figura, en concreto, la distancia de P al punto R, el cual es el corte del plano =
perpendicular a r que pasa por P con la misma r (ver figura):
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o P

R

Para el célculo es necesario averiguar un punto cualquiera () de la recta r, y un vector director
U (de r), y entonces

POANT
| a(p.y) = 1PQATI i !

12.1.10. Volumen de un tetraedro

Sea un tetraedro dado por cuatro puntos no coplanarios:
Alay, a,a3), B(b1,b2,b3), C(c1,c,c3), D(dy,da,ds3)

el volumen es:
1 1 1 1

1 aq bl C1 d1
6laz by co do
a3 by c3 ds

como es natural, en valor absoluto.

C

12.1.11. Calculo de la perpendicular comuin a dos rectas

Dadas dos rectas r = (P, 7), s = (Q, W), la perpendicular comtn tiene como vector director

—

d = U A,y toca a las otras dos, luego el problema queda reducido al caso segundo de la
seccion 11.1.7.
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12.1.12. Distancia entre dos rectas que se cruzan
Dadas dos rectas r = (P, 9), s = (Q, W) que se cruzan, la distancia entre ambas es:

—
. |U,1U,PQ|

o]

d(r, s)
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12.2. Problemas

1. Calcular los vectores de longitud 1 ortogonales a los vectores (2, -2, 3), (3, —3,2).

P 11 1 1
Solucién: [(ﬁ’ ﬁ’0> , (—ﬁ, —E,Oﬂ.
2. Calcular el dangulo que forman las rectas:

r—1 y+1 =z+1

3 4 5
r+1 y+2 z2-1
-3 -4 5

Solucién: 3 rad.

3. Calcular el angulo que forman las rectas:

r=rxr=y==2 ; S

r+z=1
y=0

4. Calcular el drea del tridngulo de vértices A(0,0,0),C(1,1,0),y el tercer vértice es el punto
de interseccion de la recta:

™

Solucién: 5 rad.

r+1 y+1 242
2 3 1

con el plano XY

Solucion: 1.

5. Hallar la distancia del punto A(1,2,3) ala recta r de ecuaciéon x = 0, z = 0 como asimismo
la ecuacién del plano que pasa por A y es perpendicular a 7.

Solucién: v/10 : y—2=0.

6. Dado el tridngulo de vértices A(1,1,1), B(0, 3,5),C(4,0,2), hallar su area y las longitudes
de sus tres alturas.

v230. V230 230 /230
2 7 /347 11 7 21 °

Solucion:

7. Hallar el area del tridngulo de vértices (a,0,0), (0,b,0), (0,0, c).

Solucién: %\/ b2c2 + a2c? + a2b?

8. Hallar la distancia del punto (3,4,5) a la recta:

r+1 y+2 245
1 2 -1

Solucién: /146
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Hallar el volumen del tetraedro de vértices (0, 0,0), (0,0, 1), (0,1,0),(1,0,0).

Solucion: é

Hallar el volumen del tetraedro que forman los planos:

m=y=0
mo=2=0
m=x—y=0
=3 +2y+2—-15=0
Solucién:%
Se consideran las rectas:
=1 y-2 =z—-1 -3 wy—-3 =z+1
ST T T Ty R Ty T T T

= Comprobar que se cortan y hallar las coordenadas del punto P de interseccién.

= Determinar la ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendicular a r y s.

Solucién: P(1,2,1); £ = =2 = =L

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1,2,1) y es perpendicular al plano
que pasa por dicho punto y contiene a la recta:

r—1 y =z+1

2 3 2

r—1 y—2 z—1
-2

SOIUCIOH: 4 = 5

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1,2, —1), es paralela al plano
2x 4y — z = 3 y es perpendicular a la recta:

r=3—1

y=2+t

z=14+3t
Solucién: &1 — ¥=2 — =41

Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—1,1,0) y cuya direccién es
perpendicular a la de las rectas:

TE{yzO : SE{x+3y:2
T =2z y—z=1

Solucién: &t = y_;41 =z
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15. Hallar la recta perpendicular e incidente al eje OZ por el punto (1,2, 3).
z=1 _ y=2 _ 2=3

Solucién: : 5 5

16. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (0,0,0) y es perpendicular al plano
204+3y+2—-7=0.

Solucién: £ = % =

z 4
2 1

17. Escribir las ecuaciones de la perpendicular comun a las rectas:

r=y=2 ; x=y=3z—-1

a1/2 y=1/2  2—1/2
Solucidn: = 1/ = y_l/ =Z 0/

18. Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a las rectas:

le €Tr =
r=q y=1 ;o s=c y=t—1
z=1t—2 z=—1

y que pase por ambas.
z—1 __ y—1 _ 241

Solucién: = - 5

19. Calcular la ecuacién del plano (o planos) que contienen al eje OX y distan 6 unidades
del punto (0, 10, 0).

Solucién: Dos planos: 3y + 4z = 0,3y — 4z = 0.
20. Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta:

r—2 y—1 z-4

2 3 -1
y que corta al eje X en el punto de abscisa 3.
Solucién: 2z + 3y — 2z — 6 = 0.
21. Hallar la ecuacién del plano que contiene a la recta:

r—1 1—-y 241
2 3 —1

y perpendicular al plano x —y + z = 0.
Solucién: 4z + 3y — z — 8 = 0.
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22.

23.

24.

25.

Sea el punto A(1,1,3) y la recta:

=t
r=Q y=2+t
z =2t

Hallar:

» Ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por A.
= La intersecciéon de este plano con r.
= La distancia de A a r.

Solucién: = +y + 2z — 8 = 0; (1,3,2); V5.

Determinar un punto de la recta:

r—1 y+1 =242
2 3 2

que equidiste de los planos 3x +4y — 1 = 0,42 — 3z — 1 = 0. ;Es tnica la solucién?.
3 41 21

19 17 5

Solucién: Dos puntos: (g, 6 —8), (1—0, —355 10)

Dada la recta:

r=t
r=¢ y=1+t
z=2—t

y los puntos A(2,1,0), B(1,1,2):

= ;Son paralelas las rectas AB y r7.

= Determinar un punto C' de r tal que CA y C'B sean perpendiculares.
Solucién: No; Hay dos puntos: (1,2,1) y (%, g, %)

Dada la recta:

y el punto P(1,2,1), calcular:

= Las ecuaciones de la recta s que pasa por P y corta perpendicularmente a r.
= El punto de interseccién de r y s.

= Las coordenadas del punto simétrico de P respecto de 7.

Solucién:
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

z—1 _ y—2 _ z2-1
== =5
455
= (=53 3)
147
= (=% 53)
Dada la recta r de ecuacion:
r—1 vy =z
r= =Z=C
3 2 1
y el punto P(1,2, —2). Hallar las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.
s (13 10 16
Solucién: (=, —=%, =).

Para cada nimero real A se considera el plano:
m=01+2N)z+(1-Ny+(1+3N)z+21—-1=0

Demostrar que todos los planos 7, pasan por una recta r. Encontrar dicha recta asi como
la distancia de la recta r anterior a la recta:

,_r—1 y+1 =2-2

r

12 3
Solucién:
r=-—3—4t
19v/35
r=<¢ y=2+t ;d(rr) = ?:27
z =2+ 3t

El espacio euclideo tridimensional FE estd referido a una base {é7, €5, €3} formada por
vectores unitarios que forman entre sf dngulos de %. Calcular el coseno del dngulo que
forman los vectores @ = e + €5 y U = €1 — €3 + €3.

Solucién: %.

Calcular los valores de = e y para que el vector (z,y, 1) sea ortogonal a los vectores (3,2, 0)
y (2a ]-7 _1)
Solucion: x =2y y = —3.

Hallar la ecuacién del plano que es perpendicular al vector ¢ = (2,1, —4) y pasa por el
punto P(—3,2,4).

Solucién: 2z +y — 4z + 20 = 0.
Dado el tetraedro de vértices:

Hallar:
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(1
(2
(3
(4
(5
(
(
(
(

La longitud de la arista AB.
Ecuacion de la cara ABC.

Ecuacién de la arista AD.

Angulo que forman las aristas AC' y AB.
6

8
9) Angulo de las caras ABC' y ACD.

(10 Angulo de la arista AD y la cara ABC.
(11) Volumen del tetraedro.

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

Solucién:

(1) 5

(2) 3z +4y+62—-12=0
r—4 Y z

B =5
(4) 18 +24y +72—72=0

(5) arccos (8\/3>

3

25
(6) 18z + 24y — 252 —72=0
r—3 y—2 z—4

(") 3 4 6
2

V61

(9) arc cos (ﬁ)

(10) arcsen (6&)

an 2

32. Hallar sobre la recta:

Ecuacion del plano que pasa por la arista AB y es perpendicular a la cara ABC.

Longitud de la altura relativa al vértice D.

3r—2y—11=0
2 —y—2—5=0

153

Ecuacion del plano que pasa por la arista AB y el punto medio de la arista opuesta.

7) Ecuacion de la recta que pasa por el vértice D y es perpendicular a la cara ABC.
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33.

34.

35.

36.

37.

un punto P equidistante de los puntos P;(0,1,1) y P»(1,2,1).
Solucién: P(3,—1,2).

Dadas las rectas:

r—1 y—-2 =z+1  x+1 y—-2 2z+43

3 2 3 ’ 2 1 2
Demostrar que se cortan y hallar el punto de interseccion, el angulo que forman y la
ecuacion del plano que determinan.

14
Solucién: P(7,6,5); a = arc cos <—)7 xr—z—2=0.
3v22

Hallar las coordenadas del punto P de la recta:

rt+3 y+5 z+4
2 3 3

que equidista del punto Q(3,2,1) y del origen de coordenadas.
Solucién: P(1,1,2).

Hallar el dngulo que forma la recta:

.= 3r—y—z2+1=0
Tl z+2y—32=0

yelplano m =2x —y+42 -2 =0.
10

Solucion: o = arcsen | ——
< v/ 322)

Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos P;(2,1,—3) y P»(4,2,1) y es per-
pendicular al plano de ecuacién:

20 —y—2+4+3=0
Solucion: 3z 4+ 10y — 4z — 28 = 0.

Se tiene un paralelogramo uno de cuyos vértices es el punto (3,2) y dos de cuyos lados se
encuentran contenidos, respectivamente, en las rectas r y s de ecuaciones

r=2rxr+3y—7=0, s=x—-3y+4=0

Hallar las ecuaciones de las rectas sobre las que se encuentran los otros dos lados.

Solucién: 22+ 3y —12=0, v — 3y + 3 = 0.
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38. Se consideran los puntos A(2,—1,-2)y B(—1,—-1,2).

(1) Determinar los puntos del segmento AB que lo dividen en tres segmentos iguales.

(2) Encontrar un punto C sobre la recta r de ecuaciones

de forma que el tridngulo ABC' sea rectangulo en C.

Solucién: A, (1, -1, —%), Ag (0, -1, %) Dos soluciones para C' que son (' (%, %, g), Cs (%, %, )

39. Un punto M se mueve en el espacio tridimensional de manera que en un instante de
tiempo ¢ se encuentra en el punto (1 +¢,3 +¢,6 + 2t).
(1) {Es esta trayectoria una linea recta?. Si es asi, escribir sus ecuaciones de dos formas

distintas.

(2) Hallar el instante de tiempo en el que el punto esté en el plano dado por la ecuacién
r—2y+2z—7=0.

(3) Hallar la ecuacién de la recta que corta perpendicularmente a la trayectoria de M y
pasa por el punto (1,1,0).

r=1+1 . .
SOthiél’l:Si,’f‘E yI?)—l—t , TE%:#:Z_EG’alost:6seg7l’%:y%:
z2=06+2

—4°
40. Se considera el punto P(—1,2,1).

(1) Determinar un punto @ del plano 7 = =3z + y + 2z + 5 = 0 de forma que el vector
P() sea perpendicular al plano 7.
r—2 y+1 2z-10

(2) Determinar un punto M de la recta r = 1 . .

de forma que el
vector M P sea paralelo al plano .
(3) Calcular el drea del tridngulo M PQ).

Solucién: Q(2,1,0), M(1,0,9), Superficie = 31/22.

41. Definir el producto escalar de vectores de R? y enunciar tres de sus propiedades. Encontrar
un vector w cuya primera componente sea 2 y que sea perpendicular a los vectores u =
(1,-1,3) y = (0,1, —-2).

Solucién: @ = (2, —4, —2).
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42.

43.

44.

45.

.Cual es el punto P de la recta r dada por

B r+y+2z2=1
Sl —-2y—42=1

que estd mas cerca del punto A(2,3,—1)7. Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son
A, Py B(1,0,0).

14 7) 7V6

=7 ) Superficie = —.

Solucién: P | 1,
10

Sea 7 el plano que pasa por los puntos (1,0,0), (0,1,1) y (1,1,1). Sea A el punto (1,2, 3)
y sea B el simétrico de A respecto del plano w. Hallar la recta que pasa por A y por el
punto medio del segmento AB. Calcular la recta paralela a la anterior que pasa por el
punto (2,2, 2).

Solucién: =1 = ¥=2 — z=3 2=2 _ y_2 =2

0 1 -1’ 0 1

Sea A la matriz dada por

1 3 -7
A=12 a b
¢ —a d

Hallar a, b, c y d sabiendo que:
(1) El vector cuyas coordenadas son las que aparecen en la primera columna de A es
ortogonal al vector (1,—1,1).

(11) El producto vectorial del vector cuyas coordenadas son los de la tercera columna
de A por el vector (1,0, 1) es el vector (—2,3,2).

(1) El rango de la matriz A es 2.

Solucién: a = —2, b= -2, c=1,d = —4.

oo

Un objeto se mueve en el espacio siguiendo una linea recta cuya direcciéon viene dada por
el vector v = (1,2, —1). En su movimiento, dicho objeto pasa por el punto A(2,1,2).
(1) Calcular los puntos de corte de la trayectoria del objeto con los planos coordenados.

(2) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular
a dicha trayectoria.

(3) {Cudl es el dngulo que forma la trayectoria del objeto con el plano OXY?.

Solucién: (0, —3,4), (%, 0, %), (4,5,0); x +2y — 2 =0; ¢ = arc sen(ﬁ).

6
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46.

47.

48.

49.

Se considera el plano 7 y la recta r dados por

r—3 y—1 z43
= 20 —42+b=0 = = =
T™T=ar + 2y zZ+ , T 1 1 1

(1) Hallar los valores de a y b para los que r esta contenida en 7.
(2) ;Existen algin valor de a y algun valor de b para los que la recta dada r es perpen-
dicular al plano 7?.

Solucién: a = 3, b = —23; Ninguno.

3
Un paralelogramo cuyo centro es M (5,3,4) tiene por vértices los puntos A(1,2,3) y
B(3,2,5).

(1) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices.

(2) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por M y es perpendicular al plano que
contiene al paralelogramo.

(3) Calcular el drea del paralelogramo.

3
e
Solucién: C(2,4,5), D(0,4,3); r = : 5 2 _ Y — = : 5 Superficie = 6.

Hallar el punto @) simétrico del punto P(2,0, 1) respecto de la recta r que pasa por el
punto A(0,3,2) y es paralela a la recta s de ecuaciones

{x+2y:0
s =
z2=0

18 16
Solucién: —,—,3 .
olucién Q(5,5,)

Sea 7 el plano de ecuacion m = 3x — 2y — 6z = 1 y sea r la recta dada en forma vectorial

por
TE(xaya’z):(17071>+>\(27_171)7 AER

1) ¢Cémo se define la relacién de paralelismo entre una recta y un plano?.
2) En el caso concreto de la recta r y el plano m, comprobar si son paralelos.
3)

4) En el caso concreto de la recta r y el plano 7, comprobar si son perpendiculares.

. Cémo se define la relacién de perpendicularidad entre una recta y un plano?.

(
(
(
(

Solucién: No son paralelos ni perpendiculares.
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20.

ol.

22.

23.

o4.

25.

Selectividad Junio 2000. Los puntos A(3,3,5) y B(3,3,2) son vértices consecutivos

de un rectangulo ABCD. El vértice C' consecutivo de B estd en la recta de ecuaciones
y—6 z+1
-1

39 39
lucién: - =2),D|=,= )
Solucion C<2,2, ), (2,2,5)

Selectividad Septiembre 2000. Calcular el punto de la recta de ecuaciones

r = . Determinar los vértices C'y D.

Cyt+2  z+1
2 =3

r—1

més cercano al punto A(1,—1,1).
5 18 1
Solucién: P | =, ——, —= |.
olucion (7, = 7)

Selectividad Junio 2001. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1,0, —1),
—2y=0

es perpendicular al plano x —y 4+ 2z 4+ 1 = 0 y es paralelo a la recta { T 0

z =

Solucién: 2z — 4y — 3z — 5 = 0.

SL. Hallar la distancia entre el origen de coordenadas y la recta interseccién de los planos
de ecuaciones respectivas x +y+2z =4y 2z —y+ 2z = 2.
Solucién: ¥
SL. Calcular las coordenadas del punto simétrico del (1, —3,7) respecto de la recta dada
por las ecuaciones
z—4

2

r—1=y+3=
Solucién: P(3,—1,5)

SL. Hallar las ecuaciones de la recta que se apoya perpendicularmente en las rectas r y
s definidas respectivamente por
-1 -4 y+1 =2

z
tol=y=2=0n o 3 2

r=—1+4+2t
Solucién: ¢ y =2

z =
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26.

57.

o8.

59.

60.

61.

62.

SL. Calcular el volumen de un cubo sabiendo que dos de sus caras estan, respectivamente,
en los planos 2x —2y+2—1=0y2x —2y+2—5=0.

s 64
Solucion: 5

SL. Hallar las coordenadas del punto simétrico del (1,2, —2) respecto del plano de ecua-
cién
r+2y+2—-7=0

Solucién: P (1—73, 1—78, —%)

SL. Hallar la ecuacién del plano cuyo punto més proximo al origen es (—1,2,1)

Solucién: x — 2y —z+6 =0
SL. Consideremos los puntos
A(1,0,3), B(3,-1,0), C(0,-1,2), D(a,b,—1)

Hallar a y b sabiendo que la recta que pasa por A y B corta perpendicularmente a la
recta que pasa por C'y D.

11

ons g — —20 p — _
Solucién: a = ==, b= —3

SL. Consideremos los planos
m=2r+5=0y m=3r+3y—4=0
., Qué angulo determinan ambos planos?. Hallar el plano que pasa por el origen de coor-
denadas y es perpendicular a los dos planos dados.
Solucién: § rad., z =0
3r+2y=0

SL. Sea r la recta de ecuaciones r =
3r+2=0

a) Hallar los puntos de 7 cuya distancia al origen es de 7 unidades.

b) Calcular la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1,2,—1)
Solucién: P(2,-3,—6), Q(—2,3,6),2x —3y — 62 —2 =0

SL. Calcular las coordenadas del punto simétrico de A(0, —1, 1) respecto de la recta dada
por las ecuaciones
r—5 = z=2
2 Y773

Solucién: A'(6,—1, —3)
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

3
SL. Calcular el punto de la recta x = 5 = o aue equidiste del punto A(1,2,1) y
del origen de coordenadas.

Solucién: (1,0, 2)
SL. Consideremos el plano 2x +y + 2z —4=10

a) Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano dado con
los ejes coordenados.

b) Calcular la distancia del origen al plano dado.
Solucioén: 6, %

SL. Determinar todos los puntos del plano 7 = 22 — y + 2z — 1 = 0 que equidisten de los
puntos A(3,0,—2) y B(1,2,0). ;Qué representan geométricamente?

r=—-1-3t
Solucién: P(x,y,z), con { y = —3 — 4t. Una recta, intersecciéon del plano mediatriz del
z=t

segmento AB con el plano 7.

SL. Consideremos los puntos A(1,2,3), B(3,2,1) y C(2,0,2). Hallar el punto simétrico
del origen de coordenadas respecto del plano que contiene a A, By C.

Solucién: 0'(4,0,4)
Selectividad Junio 2002. Calcular el area del triangulo de vértices
A(1,1,2), B(1,0,-1), C(1,-3,2)
Solucién: 6
Selectividad Junio 2003. Consideremos los vectores
u=(1,1,1), ¥=1(2,2,a), w=(2,0,0)

a) Hallar los valores de a para los que los vectores w, ¥/, @ son linealmente independientes.

b) Determinar los valores de a para los que los vectores @+ Uy @ — W son ortogonales.
Solucién: a # 2; a = —1.
Selectividad Junio 2003. Sabiendo que las rectas

r=1+p
r=rx=y=2 |y Ss=Qy=3+pu
z2=—u
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se cruzan, hallar los puntos Ay B, de r y s respectivamente, que estdn a minima distancia.
Solucién: A(1,1,1), B(0,2,1).

—1 1
70. Selectividad Junio 2003. Determinar el punto P de la recta r = ? _yrr_:z

o 2 1 3
que equidista de los planos
r=-3+A
m=x+y+z+3=0 y Mo =40 Y= —A+pu
z2=—06—p

Solucién: P(—1,—-2,—3)
71. Selectividad Septiembre 2003. Se sabe que los puntos A(1,0,—1), B(3,2,1)y C(-7,1,5)

son vértices consecutivos de un paralelogramo ABCD.
a) Calcular las coordenadas del punto D.

b) Hallar el drea del paralelogramo.
Solucién: D(—9, —1, 13); Superficie = 21/302.

72. Selectividad Septiembre 2003. Los puntos A(1,1,0) y B(2,2,1) son vértices consecu-
tivos de un rectangulo ABC'D. Ademas, se sabe que los vértices C'y D estan contenidos
en una recta que pasa por el origen de coordenadas. Hallar C'y D.

Solucién: € (3,2,3), D (2,2,2).

37373 3733
73. Selectividad junio 2004. Sean los puntos A(1,2,1), B(2,3,1), C(0,5,3) y D(—1,4,3).
a) Probar que los cuatro puntos estan en un mismo plano. Hallar la ecuacién de dicho
plano.
b) Demostrar que el poligono de vértices consecutivos ABC'D es un rectangulo.
c¢) Calcular el drea de dicho rectangulo.
Solucién: & — y + 2z — 1 = 0, Superficie = 21/6
74. Selectividad junio 2004. Dados los vectores @ = (2,1,0) y ¥ = (—1,0,1), hallar un
vector unitario w que sea coplanario con @ y vy ortogonal a 7.
Solucién: Dos soluciones, W = :I:@(l, 1,1)
75. Selectividad septiembre 2004. Se sabe que el tridngulo ABC' es rectangulo en el vértice

C, que pertenece a la recta interseccién de los planos y +z=1ey —32+3 =0, y que
sus otros dos vértices son A(2,0,1) y B(0,—3,0). Hallar C' y el drea del tridngulo ABC'.

Solucién: C(0,0,1), superficie = 1/10.
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76. Selectividad septiembre 2004. Hallar la perpendicular comtn a las rectas:
r= y=1 vy S = Yy = ﬁ —1
Z=a« z=-—1
TH+y—2=
Solucién: p = { 4 }
z=—
o« e . . . €T + 2’y —= 6
77. Selectividad junio 2005. Considera el punto P(2,0,1) y la recta r = 5
z =
a) Hallar la ecuacién del plano que contiene a Py a r.
b) Calcular el punto simétrico de P respecto de la recta 7.
Solucién: x + 2y — 4z + 2 = 0, Punto simétrico (%, %, )
78. Selectividad junio 2005. Sean los vectores v7 = (0, 1,0), v3 = (2,1, —1), v3 = (2,3, —1).

a) ¢Son los vectores v1, v3 y v3 linealmente dependientes?.

b) ;Para qué valores de a el vector (4,a + 3, —2) puede expresarse como combinacién
lineal de los vectores v1, v3 y v37.

¢) Calcular un vector unitario y perpendicular a v7 y v3.
Solucién: Si; Va € R; @ (1 0 2)
olucién: Si; Va cu=|—=,0,—
VERRRVE]

79. Selectividad septiembre 2005. Consideremos el plano 7 y la recta r de ecuaciones:

z— 2
T=x+y+mz=3, r=rx=y-—1= 5
a) Hallar m para que r y 7 sean paralelos.

b) Hallar m para que r y 7 sean perpendiculares.
c¢) ;Existe algun valor de m para que la recta r esté contenida en el plano 77.
Solucién: m = —1; m = 2; No.

80. Selectividad septiembre 2005. Sean los planos:

m=2r4+y—2+5=0, m=xrx+2y+2+2=0
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a) Calcular las coordenadas de un punto P, sabiendo que esta en el plano m; y que su

proyeccién ortogonal sobre el plano 7, es el punto (1,0, —3).
b) Calcular el punto simétrico de P respecto del plano .
7 20 19 13 20 1
Solucién: P| —=, ——, —— |; | —, —, = ).
olucién ( . 3)7 (3, 3,3)
81. Selectividad junio 2006. Consideremos el plano 7 y la recta r de ecuaciones:

r—>5 z—06

T=2r4+y—2+2=0, r=

a) Hallar la posicién relativa de r y 7w segtn los valores del pardmetro m.

b) Para m = —3, hallar el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano
.
c) Para m = —3, hallar el plano que contiene a la recta r y es paralelo al plano 7.
Solucién: si m = —3, r || m, en caso contrario (m # —3), la recta y el plano se cortan en

un punto; r —4y — 22 +7=0;2x +y—2—4=0.

82. Selectividad junio 2006. Consideremos el punto P(3,2,0) y la recta r de ecuaciones:

r+y—2—3=0
r=
r+22+1=0

a) Hallar la ecuacién del plano que contiene a Py a la recta r.

b) Determinar las coordenadas del punto @, simétrico de P respecto de la recta r.
Solucién: = + 2y — 4z —7=0; Q(—1,0, —2).
83. Selectividad septiembre 2006. Determinar los puntos de la recta

r=20

rT= z2—3
_1=_"
4 2

que equidistan de los planos t =z +z=1, 7 =y — 2z = 3.
Solucién: P;(0,4,9), P, (0,—3,—32).

T3 3

84. Selectividad septiembre 2006. Considera los puntos A(1,0,—-2) y B(—2,3,1).

a) Determinar los puntos del segmento AB que lo dividen en tres partes iguales.
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85.

86.

87.

88.

b) Calcular el area del tridngulo de vértices A, By C', donde C' es un punto de la recta
de ecuacién —x = y —1 = 2. ;Depende el resultado de la eleccién concreta del punto
C?.

2
Solucién: P;(0,1,—1), Py(—1,2,0); superficie = %; No.

Selectividad junio 2007. Consideremos los planos de ecuaciones z —y + 2 = 0y
TH+y—z=2.

a) Determina la recta que pasa por el punto A(1,2,3) y no corta a ninguno de los planos
dados.

b) Determina los puntos que equidistan de A(1,2,3) y B(2,1,0) y pertenecen a la recta
interseccion de los planos dados.

., g ) _ L.
Solucién: r = le === 2—13 Un tnico punto: P (1, 1—87, %).

Selectividad junio 2007. Considera los puntos A(0,3,—1) y B(0, 1,5).

a) Calcula los valores de x sabiendo que el tridngulo ABC' de vértices A, By C(x,4,3)
tiene un angulo recto en C'.
b) Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (0, 1,5) y (3,4,3) y es paralelo
r—y+z2=0

a la recta r definida por las ecuaciones r =
20+y=3

Solucién: x = £/5, 7 = 13z — Ty +9z—38=0.

Selectividad septiembre 2007. Hallar los dos puntos que dividen al segmento de ex-
tremos A(1,2,1) y B(—1,0,3) en tres partes iguales. Determinar la ecuacién del plano
perpendicular al segmento AB que pasa por su punto medio

Solucién: X; (3,3,2), Xo (—3,2,2);24+y—2+1=0.

Selectividad junio 2008. Dada la recta r definida por

r—1 y+1 =2z-2
2 3 1

r

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y contiene a r.

b) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y es perpendicular a r.

Solucién: 7o — 3y —5bz2=0,2x+3y+2=0
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89.

90.

91.

92.

93.

Selectividad junio 2008. Dados los puntos A(2,1,1) y B(0,0, 1), hallar los puntos C'
en el eje OX tales que el area del triangulo de vértices A, By C es 2.

Solucién: dos soluciones, C'(£+/11,0,0)

Selectividad septiembre 2008. Dada la recta s definida por

r—z=-1
s =
2+ 2=3
a) Hallar la ecuacién del plano 71 que es paralelo a s y contiene a larectar =z —1 =
—y+2=2z2-3.

b) Estudiar la posicion relativa de la recta s y el plano my = = + y = 3, y deducir la
distancia entre ambos.

Solucién: m =z — z+ 2 =0; my y s se cortan, luego d(s,m) = 0.
Selectividad septiembre 2008. Dados los puntos
A(1,1,0), B(1,1,2), C(1,—-1,1)

a) Comprobar que no estén alineados y calcular el drea del tridngulo que determinan.

b) Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene al punto A y es perpendicular a la recta
determinada por By C.

Solucién: area =2, m = 2y + z = 2.

Selectividad junio 2009. Se consideran las rectas r y s definidas como:

r=1 T =l
r=qy=1 , s=y=p—1
z2=A—2 z=—1

Hallar la ecuacion de la perpendicular comin a r y a s.

Nota: este problema es idéntico al 18 y 76.

<z ,i_y—Z_z-i-l
Solucién: 5 = 4= = 5=

r+y=2
y_ y la recta

Selectividad junio 2009. Consideremos la recta r definida por { N 0
Yyrz=

s que pasa por los puntos A(2,1,0) y B(1,0,—1).

a) Estudiar la posicién relativa de r y s.
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b) Determinar un punto C de la recta r tal que los segmentos CA y C'B sean perpen-
diculares.

Solucién: Se cortan. Dos soluciones: C'(2,0,0), C(1,1, —1).

94. Selectividad septiembre 2009. Se consideran las rectas r y s definidas como:

r—y+3=0 2y+1=20
r= , S§=
r+y—2z—1=0 r—2z+3=0

a) Determinar la ecuacién del plano 7 que contiene a 7 y es paralelo a s.

b) ;Existe algin plano que contenga a r y sea perpendicular a s?. Razonar la respuesta.

Solucién: m = x + 3y — 22 — 5 = 0. No.



Capitulo 13

Circunferencia

1. Identificar los graficos de

207 + 2 —dx+y+1=0
P2y —dy+7=0
2+ —6r—2y+10=0

Solucién: Circunferencia con centro en C(1, —i), r= %; (); el punto (3,1).

2. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto C'(2,3) y que pasa por el
punto P(—1,5).

Solucién: (z —2)2 + (y — 3)? =13

3. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos P(3,8), Q(9,6) y R(13, —2).
Solucidén: (z — 3)* + (y +2)? = 100

4. Hallar el centro y el radio de la circunferencia que pasa por P(1,1) y es tangente a la
recta y = 2x — 3 en el punto Q(3, 3).
Solucién: C'(—1,5), r = v/20.

5. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos P(1,—1), Q(3,1) y es
tangente a la recta y = —3x

Solucién: Dos soluciones: (z — 2)2 4+ (y — 3)% = 2, (x — 4)* + (y + 2)* = 10.

6. Selectividad Junio 2000. Determinar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los
puntos A(1,6) y B(5,2) y tiene su centro sobre la recta y = 2z.

Solucién: (z —1)? + (y — 2)? = 16

7. Selectividad Septiembre 2000.

167
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a) Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (0,2), (0,—2) y
(—1,1).

b) Determinar los valores de m tales que el punto (3,m) esté en la circunferencia de-
terminada en el apartado anterior.

Solucién: (z — 1)2 4+ y? = 5; m = 1.

8. SL. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto de interseccion de las
rectas de ecuaciones respectivas

20 —y—4=0y z2—-2y+3=0

y es tangente a la recta x — 3y + 3 = 0. Calcular el punto de tangencia.

Solucién: (z — )2 + (y — )2 =20 p(4, 1),

9. SL. Determinar el centro y el radio de la circunferencia que pasa por el origen de coor-
denadas, tiene su centro en el semieje positivo de abscisas y es tangente a la recta de
ecuacion x +y = 1.

Solucién: C(v/2 —1,0), r = v2 — 1.





