Ejercicio 1 del modelo 3 de la opcion A de sobrantes de 2002

L

Consideremos F(x) = =%  f(t) dt.

(a) [1'5 puntos] Si f fuese la funcién cuya grafica aparece en el dibujo, indica si son
verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones, razonando la respuesta:

i) F(a) = 0.

ii) F' (a) = 0.

i) F es creciente en (0,a).

(b) [1 punto] Calcula F(1) siendo f(t) = 1/[)1+1(]
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Solucién

=l

(@) F(a) = =0 f(t) dt # 0 porque nos daria el area encerrada por la funcién f(x), el eje OX
entrex=0yx=a

ax

F'(x)=[*" f(t) di] ' = f(x), segln el teorema fundamental del calculo integral, luego F '(a
) = f(a) y segun la grafica se observa que f(a) = 0.

F es creciente en (0, a ) siy solo si F'(x) >0 en (0, a ), pero F '(x) = f(x) que es mayor
que cero en (0, a ), luego F(x) es creciente en dicho intervalo.

2l

(b) FQQ) = J” 1) 1+1(] dt = [2VD1+1(o = (2V)20) - @)1() = 2(W)2(- 1)
Cambiot+ 1 = X
dt = 2x dx

[ LD 1+2( dt = 2 [/E[NEP)] dx =[ 2x/x dx =] 2 dx = 2x =(quito cambio) =2)1+1(
Ejercicio n® 2 de la opcion A del modelo 3 de 2002

Considera la funcién f definida por f(x) =(x* - 2x + 2)/(x - 1) para x # 1
(a) [1 '5 puntos] Calcula las asintotas de la gréafica de f.
(b) [1 punto] Estudia la posicion de la grafica de f respecto de sus asintotas.

Solucién
lim
Como ** 1" (x*-2x+2)/(x-1)=1/0" =+, x=1esunaA.V. def



lim
%2 17 (%22 2x + 2)/(x - 1) = 1/0" = -

Tiene una A.O. y = mx + n porque es una cociente con el numerador de grado una unidad
més que el denominador, con

lirm lim ,
m =#=**=f(x) / x =57 (X" -2x+2)/[(x"-x) =1

lirm lim
n=%=*(f(x) - mx) = *=**[(x"-2x+ 2)/(x - 1) - x] =

lim lim
=x=0 (X2 - 2X + 2 - X2+ X)/(X - 1)] = *=*= (-x+2)/(x-1) = 1. luego la A.O.esy=mx + n =
2x + 2. Se puede hacer rapidamente dividiendo numerador entre denominador

X2-2X+2 x-1
- X% +X x-1
- X+2
+x-1
1

Veamos la posicion relativa

lirm
x= (f(x) - (x-1) = 0 7, luego f(x) esta por encima de la A.O: en + «

lim
= -2 (f(x) - (x-1) = 0 7, luego f(x) esta por debajo de la A.O: en +

Aunqgue no la piden la grafica es
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[2'5 puntos] Considera la matriz A =
Calcula los valores de t para los que el determinante de A es positivo y halla el mayor
valor que alcanza dicho determinante.

Solucién

|A| =2(2) - t(t- 3) + 0 = - t* + 3t + 4, que es una funcién cuadratica. Es decir |A| = f(t) = - t
+3t+4

2

t?-3t-4=0;t=[(3+V2/])61+9( 3(=+2/)5, luego las soluciones sont=-1yt=4, es
decir la funcién dada es

-f(t)si-o<t<-1, puestoquef(-2)=-6<0
+f(t)si-1<t<4, puestoquef(0)=4>0
-f(t)sid <t<+ o0, puesto que f(5) =-36<0
Por tanto el determinante es positivo sit € (- 1,4)

|Al =f(t) = - t? + 3t + 4 tiene por gréafica una parabola con las ramas hacia abajo, por tanto
su maximo anula la 12 derivada y hace negativa la 22 derivada. Veamoslo

f'(x)=-2t+ 3;f'(X) =0 nos da -2t +3 =0 de donde x=3/2=1'5

f"(x) =-2 <0, luego x = 1'5 es un maximo que vale f(1'5) = —(1'5)2 +3(15)+4=6'25=
25/4

Aunqgue no la piden la grafica es

8-

Ejercicio n° 4 de la opcion A del modelo 3 de 2002

Los puntos A(1,0,2) y B(-1,0,-2) son vértices opuestos de un cuadrado.

(a) [1 punto] Calcula el area del cuadrado.

(b) [1'5 puntos] Calcula el plano perpendicular al segmento de extremos Ay B que pasa
por su punto medio

Solucién



@)

B(-10-2)

A0
AB=(-2,0,-4)
h? =1+ 17 = 2P =||AB]|| = V22 0 +> 4 +% =) \)02(
Area = I = h%/2 = [V\])02(* 2/ = 10 unidades de area (u.a.)

(b)

MDD 000 B(-1,0,-2)

El plano que me piden pasa por el punto medio del segmento M(0,0,0) y tiene como
vector normal n =AB = (-2,0,-4)

El plano pedido es n = (-2)(x - 0) + (0)(y - 0) + (-4)(z - 0) = 0. Operando queda n =X + 2z =
0

Ejercicio n° 1 de la opcion B del modelo 3 de 2002

[2'5 puntos] Estudia la derivabilidad de la funcién

N3+ X —x 5 0<x=1

1 x* .
—t— St X =
x4

f:(0,+ 0 ) —» R definida por f(x) = . Calcula su derivada
Solucién

3 + x° siempre es positivo luego VE+3(%) siempre tiene sentido y la podemos derivar en
(0,1)



1/x no existe para x = 0, pero podemos derivarla en (1, + « ).
Nos faltaria después estudiar la derivada en x = 1.

Si f(x) es derivable en x = 1, f(x) es continua en x = 1 pero para ello tiene que pasar

lirm lim
f(1) =*+ 17 f(x) =%+ 1" f(x), pero
: lim :
lim £ 1 lim
f(]_):x—} 1 f(X): X f(X): = 1(\/§+3(2)§ _):\/1+3(2) _1=2_-1=1
: lirm :
lim, %3 1 lim
x> 1T () = "7 f(x) = %= V(Ux + X7 14) = 1/1 + 1/4 = 5/4
lim lirm
Como f(1) =%+ 17 f(x) =1#5/4 = ** 1" f(x) , la funcién no es continua en x = 1 y por

tanto no es derivable en x =1.

La funcion es derivable en (0, + « ) — {1}

N3+ X —-x 5 D<xg1

1 x* .
—t— St X o=
La derivada de f(x) = x4 ,en(0,+x)—{1}es
2x .
— 1 5 O0=x<
23+ x°
_—1+2—X sf X o=
f‘(x): Xz 4

Ejercicio n® 2 de la opcion B del modelo 3 de 2002

a1
|
[2'5 puntos] Calcula *"  (3x® + 1)/(x* - x - 2) dx

Solucién

Como el grado del numerador es mayor o igual que el del denominador tenemos que
efectuar la divisién

A +1 X2-x-2
-3x° +3x°+6X 3x + 3
3x+6x+1

-3x%+3x+6

oOx+7



1= (3 +21)/(X° - x-2) dx =] [Bx + 3 + (9x +7)/(X* - X - 2)] dx =

= 3% /2 + 3x + [ (X +7)I(x* - X - 2) dx = 3X° /2 + 3x + |,.

Iy = ] (9x +7)/(x* - X - 2) dx = [ )2—E(/A dx +] )1+E(/B dx = (25/3).Ln|x - 2| + (2/3).Ln|x + 2|
x?-x-2=0.Seresuelve ysale x=2yx=-1, por tanto X* - x - 2 = (X - 2)(x + 1)

(9x +7)/(x2 - X-2) = (X +7)/[(X -2)(x+1)] = 2-E(/A +)1+E(/B =

= [A(X+1) + B(x-2))/[(x - 2)(x+1)]. Igualando numeradores

(9x +7) = A(x+1) + B(x-2), con lo cual:

Parax=-1 — -2=B(-3) — B=2/3

Parax=2 — 25=A(3) — A=25/3

.1
|
Luego % (B +1)[(x*-x-2)dx = [3x°/2+3x+11]' =

= [3x2 12 + 3x + (25/3).Ln|x-2| + (2/3)Ln|x+1| 1o =
= (3/2 + 3 + 25/3Ln(1) + 2/3Ln(2) ) - (0 + 0 + 25/3Ln(2) + 2/3Ln(1) ) =

= 3/2 + 3 + 2/3Ln(2) - 25/3Ln(2) = 9/2 - 23/3Ln(2)
Ejercicio n° 3 de la opcion B del modelo 3 de 2002

Considera el siguiente sistema de ecuaciones :
X+3y+z=3

2X+my+z=m

3x+5y+mz=5
(a) [1 punto] Determina, si es posible, un valor de m para que el correspondiente sistema
tenga una y sélo una solucién.
(b) [1 punto] Determina, si es posible, un valor de m para que el correspondiente sistema
tenga al menos dos soluciones.
(c) [0'5 puntos] Determina, si es posible, un valor de m para que el correspondiente
sistema no tenga solucion.

Solucién
X+3y+z=3
2x+my+z=m
3x+5y+mz=5

1T 3 1 1 3 1 3

2 o 2om 1 om

: . 5 oom . . . \3 5 m b
Matriz de los coeficientes A = ; matrizampliada A =

|A| = 1(m?®- 5) - 3(2m - 3) + 1(10 - 3m) = m?® - 9m +14.

Resolvemos m? - 9m +14 = 0 y sus solucionessonm=2ym =7.



Sim#2ym#7,rango(A) = rango(A’) = 3 y el sistema es compatible y determinado, es
decir tiene solucioén Unica.

Sim=2
1T 3 1
2 21 1 3
3 5

A= y como =-4#0, tenemos que rango(A) = 2

1T 3 13 1 3 3

2 0212 2 2 2

. 9 290 3 5 5 _

EnA = , COMo = 0 por tener dos columnas iguales resulta

que rango(A) = 2.

Como rango(A) = rango(A ) = 2. el sistema es compatible e indeterminado, es decir tiene
infinitas soluciones, en particular tiene dos.

Sim=7
1T 3 1
2 71 1 3
3 5

A= y como =-1#0, tenemos que rango(A) = 2

1T 3 13 1 3 3

207 17 2 77

. 5 790 32 5 5 .

EnA = , COMo = 0 por tener dos columnas iguales resulta

que rango(A) = 2.

Como rango(A) = rango(A *) = 2. el sistema es compatible e indeterminado, es decir tiene
infinitas soluciones, en particular tiene dos.

No hay ningin valor de m para que el sistema no tenga solucion

Ejercicio n® 4 de la opcion B del modelo 3 de 2002

Considera el planon= x-y+ 2z =3y el punto A(-1, -4,2)
(@) [1 punto] Halla la ecuacion de la recta perpendicular a = que pasa por A.
(b) [1'5 puntos] Halla el punto simétrico de A respecto de =« .

Solucion



nm=X-Yy+2z=3, suvector normal es n = (1,-1,2)

La recta que pasa por Ay es perpendicular a « , tiene por punto A(-1,-4,2) y como vector
director v el normal n = (1,-1,2)

Larectaesr={x=-1+A,y=-4-%,z2=2+2\}
(b)

Para calcular el simétrico del A se obtiene el punto Q interseccién de la recta r con el
plano x . El punto Q es el punto medio del segmento AA', siendo A' el simétrico buscado.

Q=rNnxn
(-1+4A)-(-4-N)+2(2+2\)=3. Operando 6\ = - 4, de donde A = -2/3
Q(-1-2/3, -4+2/3, 2 - 4/3) = Q(-5/3, -10/3, 2/3)

Q es el punto medio del segmento AA' luego (-5/3, -10/3, 2/3) =[(x-1)/2, (y-4)/2, (z+2)/2].
Igualando tenemos

(x-1)/2 = -5/3 de donde x = -7/3
(y-4)/2 = -10/3 de donde y = -8/3
(z+2)/2 = 2/3 de donde z = -2/3

El simétrico A' (-7/3, -8/3, -2/3)



