Ejercicio 1 de la Opcion A del modelo 3 de 2003

[2'5 puntos] Se sabe que la funcion f : R — R definida por f(x) = x> + ax® + bx + ¢ tiene un punto
de derivada nula en x = 1 que no es extremo relativo y que f(1) = 1. Calculaa, by c.

Solucion

Como f(x) = x> + ax® + bx + ¢ tiene un punto de derivada nula en x = 1 que no es extremo
relativo x = 1 es un punto de inflexién, luego tenemos f (1) = 0 y ademas f "(1) = 0. También el
problema nos dice que f(1) = 1.

f(x) =x* +ax’ +bx + ¢

f'(x) =3x° + 2ax + b

f"(x) = 6x + 2a

Def"(1)=0tenemos 0 =6 + 2a, luegoa=-3

De f'(1) = 0 tenemos 0 = 3 +2(-3) + b, luego b =3

Def(l)=1tenemos1=1+(-3) +(3) +c, luegoc = 0.

Los coeficientes pedidos sona =-3, b =3 yc =0y la funcién seréa f(x) = x> - 3x% + 3x

Aunque no la piden su grafica es
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Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = X2 - 2% + 2.

(a) [0'75 puntos] Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x
=3.

(b) [1'75 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, la recta tangente
obtenida y el eje OY.

Solucion



f(x):x2-2x+2

@)

La ecuacion de la recta tangente en x =3 es y - f(3) = f '(3)(x - 3)

f(x) = x* - 2x + 2, luego f(3) = 9-6+2 = 5

f'(X)=2x-2,luegof'(3)=6-2=4

La recta tangente es y - 5 = 4(x - 3). Operando queday = 4x - 7

(b)

Aunqgue no la piden las graficas de la parabola y la recta son

X2 -2H+E

Pac] 23

| |
Area= 7 [(®-2x+2)-(4x-7)]dx=+? (*-6x+9) dx=[x/3-3°+ X o=

=9-27 + 27 = 9 unidades de area (u.a.)
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-1 1 0
3 2 0
: T o -1
[2'5 puntos] Dadas las matrices A = y
cumple que A.X = (B.AY)'.
Solucion
-1 1 0 =5 0 =5
3 -2 0 1T -1 1

1 5 -1 -2 4 -3
B

5 0
1 -1
2 4

-3

1

, halla la matriz X que



AX = (B.AY

1T 1 0
3 -2 0
1 & = . . 1
Como =(-1)(2) - (1)(-3) =-2 + 3 =1 # 0, existe la matriz inversa A, por tanto

multiplicando la expresion A.X = (B.A")' por la izquierda por A™, y teniendo en cuenta las
propiedades de las matrices traspuestas tenemos:

ANAX) = AY((B.AY) = A ((A).B') = A(A.B") de donde

43 1 =
o -1 4
=5 = =3

I.X = 1.B', luego X =B' =
Las propiedades de traspuestas que hemos aplicado son:
(A) =A
(A.B) = B'A'
Ejercicio 4 de la Opcion A del modelo 3 de 2003

HHy+Z+2 = 1)

Considera el punto P(-2, 3,0) y larectar = {2}{'2?+Z+1 =0 .

(a) [1 punto] Halla la ecuacién del plano que pasa por P y contiene a la rectar.
(b) [1'5 puntos] Determina el punto de r mas préximo a P.

Solucion

{}(+y+z+2 -
P(2.3,0)ylarectar= L2C2y*z+1=10

(@)

Para hallar el plano que pasa por P y contiene a r, formamos el haz de planos que contienen a
ry le imponemos la condicion de que pase por el punto P

Haz de planos: (x+y+z+2)+A(2x-2y+z+1) = 0

Imponemos la condicion de que pase por P

(-2+3+0+2)+A(2(-2)-2(3)+0+1) = 0, de donde 3 +A(-9) =0, es decir A = 1/3

El plano pedido es (x+y+z+2)+(1/3)(2x-2y+z+1) = 0. Operando queda 5x+y+4z+7 =0

(b)



r' G

/

El punto de r méas préximo a P es el que resulta de la proyeccion ortogonal de P sobre Q, para
lo cual calculamos el plano =; perpendicular a r que pasa por P, para lo cual el vector normal
del plano n es el director de la recta r, v. Después calculamos Q como la interseccion del plano
m, con larectar.

]k
1T 1
2 -2 0
v=n= =i(3) -j(-1) +k(-4) = (3,1,-4)

m=ne(X-p)=0=(3,1,-4)(x+2,y-3,z-0)=3x+y-4z+3=0
El punto Q es la solucién del sistema formado por la retar y el plano &, , es decir el sistema:
X+y+z+2=0

2x-2y+z+1=0

3x +y-4z + 3 =0. Haciendo { 22 + 13(-2) ; 32 + 13(-3) }, resulta:
X+y+z+2=0

0-4y-z-3=0

0-2y-7z-3=0.Haciendo { 22 + 33(-2) }, resulta:
X+y+z+2=0

0+0+13z+3=0

0-2y-7z-3=0.

De donde z = -3/13

De2y=-3-7y=-3-7(-3/13) =-18/ 13, luego y = -9/13
Dex=-y-z-2=9/13+3/13-2=-14/13

El punto Q buscado es Q(x,y,z) = Q (-14/13, -9/13, -3/13)
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[2'5 puntos] Se sabe que la funcién f : (0; 3) — R es derivable en todo punto de su dominio,
siendo

{}{-’l si 0D=x<2
F(x) = -X+3 5] 2=w=3

, Y que f(1) = 0. Halla la expresion analitica de f.

Solucion

w-1 51 0=x<2,
1) -X+3 5i 2=x<3

,yquef(l)=0
Como es derivable en todo su dominio es continua en todo su dominio, en particular en x = 2,
lirm | lirn
luegof(2) = * 227 f(x) = * ? 2 f(x)
Por el Teorema fundamental del célculo integral que dice que si f(x) es continua en [a,b]
-
|
entonces la funcion F(x) = =2 f(t) dt, es derivable y su derivada es F '(x)= f(x). En nuestro caso
f(x) = [ f'(x) dx
Si0<x<2, tenemos f(x) = [f'(x) dx = (x - 1) dx = x%/2 - x + K
Si2 <x <3, tenemos f(x) = ] f'(x) dx = | (- x + 3) dx = -x*/2 + 3x +H

Como f(1) =0, tenemos 0 = 1/2 - 1 + K, de donde K = 1/2

lim lim
Comof(2)= * 227 f(x) = * *< f(x) tenemos

lim lim |
X2 2Tf(x) =% P27 (K2 +3x+H) = -2+ 6+ H

lim lim
=20 =X 22T (2 x +K) =2 -2+ 1/2

Igualando tenemos -2+ 6 +H=2-2+ 1/2,de donde H=1/2 - 4 =-7/2.

}(2
?—:}{+1f2 s D=x<=2,

}{2

- -x -T2 s 2<x <3

Por tanto la funcion es f(x) =
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{ |2-x|  si x=a,
2 .
o+ >
Sea f: R — R la funcién continua definida por f(x) = XT-o7 sl 2 , donde a es un
ndmero real.
(a) [0'5 puntos] Determina a.



(b) [2 puntos] Halla la funcién derivada de f.

Solucion

{liﬂ 5iox <4,

2 .

ST+ >
) = Xo-ox+T s X za
(a)

lim |
Como es continua en todo su dominio es continua en x = a, luego f(a) = * = #" f(x) =
lirn
X—=4a f(X)

Iim+ Iim+
fla)= ¥ 23 f(x)= * 3 (x¥*-5x+7)=a’-5a+7

lim lim
X—=4 f(x):X—}E |2-x|:|2-a|

Igualando tenemos a’-5a+7= |2 - a], de donde tenemos dos expresiones segin seaa <20
seaa> 2:

Sia<2,a’-5a+7=2-a. Operando sale a’-4a+5=0, que no tiene soluciones reales.

Sia>2,a’-5a+7=-2+a. Operando sale a’-6a+9=0, gue tiene por solucién a = 3 doble.

2-x Sl W2
{ | 2-x| 5 w<3 -2+ 51 Z2=w=3
2 ; 2 _ i =
Luego la funcién dada es f(x) = XIONHT sl 23 _[X S El =
(b)
2-x 51 ¥ w2
-2t x 51 Z=x <3
¥2—fx+7 s5i w=3 _
f(x) = , Su derivada es
-1 S ¥ 2
+ 1 s 2w <3
-5 5 ¥ =3
f'(x) =

Nos falta ver la derivabilidad en x =2 y x = 3.

Para que exista f '(2), tiene que serf'(2%) =f'(2)

lim | lim |
f-(2+):x—}2 f'(X):x —= 2 (+1):+1



lim lim
fr@)y=*=2 f(="=% (-1=-1

Como f'(2%) #f'(2°), no existe f '(2)

Para que exista f '(3), tiene que ser f'(3") =f'(3")

Iirﬂ+ Iirﬂ+
f'3H=*7*"fx=""*" 2x-5=+1

lirm lirm

f-(s-):x—>3 f-(X):x—>3 (+1):+1

Como f'(3%) = f'(3), existe f '(3) = 1, luego la funcion derivada es
-1 Si <2

+ 1 i Zox=3
-5 g ¥ =23

f'(x) =
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1T 11
m
: I .
Dada la matriz A = , Se pide:

(a) [1 punto] Determina los valores de m para los que la matriz A tiene inversa.
(b) [1'5 puntos] Calcula, si es posible, la matriz inversa de A param = 2.

Solucion
T 1 1
me 1T
m 0 1
A= ,
(a)

Para que la matriz A tenga inversa su determinante ha de ser distinto de cero, es decir |A| # 0

T 1 1
me1
m 0 1 . e
[A] = = { desarrollo por los adjuntos de la Gltima fila } =

=m(0)-0+1(1-m?)=1-m>



Sil-m?=0tenemos m = +1 y m = -1, por tanto la matriz A tiene inversa si y solamente si m #
+H1ym#-1.

(b)

Inversa de A param =2

T 1 1
4 17 1
, , 2 01 1 .
La inversa de la matriz A = , €S A= (1A]. Adj(A)
Al=1-(2)°=-3
1 4 2 1T -1 0
1 1 0 =2 = &
a= N U gy - 2 3,

1T -1 0 13 e 0
-2 -1 3 20313

A= (UIAD. AdIA) = (-3), N2 2 T3NS -2
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Considera una recta r y un plano & cuyas ecuaciones son, respectivamente,

Xx=t X=a
y=t(teR) y=a(aBeER)
z=0 z=f

(a) [1'25 puntos] Estudia la posicion relativa de la recta r y el plano = .

(b) [1'25 puntos] Dados los puntos B(4, 4, 4) y C(0, 0, 0), halla un punto A en larecta r de
manera que el

triangulo formado por los puntos A, B y C sea rectangulo en B.

Solucion
X=t X=a
y=t(teR) y=a(a,BER
)
z=0 z=B

(a)
La recta r tiene por punto A(0,0,0) y vector director u = (1,1,0)

El plano = tiene como punto B = (0,0,0) y como vectores paralelos independientes v = (1,1,0) y
w = (0,0,1)



Ponemos el plano & en forma general y sustituimos en el la ecuacion de la recta en forma
parameétrica.

Si nos sale t = n°, la recta se corta con el plano en un punto.
Si nos sale 0 = 0, la recta esta contenida en el plano.

Si nos sale n°® = 0, lo cual es absurdo, nos dice que la recta es paralela al plano y no esta
contenida en él.

Plano = en forma general

WY Z
1 1 0
0 0 1 _ A

0 =det(x - b,v,w)= = {desarrollamos por los adjuntos de la tltima fila} =x -y =0

Sustituimos la rectar en el plano x -y =0, y nos quedat - t = 0, es decir 0 = 0, por tanto la recta
r esta contenida en el plano « .

(b)

B(4, 4, 4) y C(0, 0, 0). Sea A un punto genérico de la rectar, es decir A(t, t, 0)

A,

Como el triangulo es rectangulo en B los vectores BA y BC son perpendiculares y su producto
escalar es cero.

BA=(t-4,t-4,-4)
BC = (-4, -4, -4)

BABC=0=(t-4,t-4,-4)(-4,-4,-4) =-4t+ 16 - 4t + 16 + 16 = - 8t + 48, de donde t = 6, y el
punto A pedido es A(t,t,0) = A(6,6,0)



