Ejercicio 1 de la Opcion A del modelo 5 de 2004

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = 2 - x.|x| .

(a) [0’75 puntos] Esboza la grafica de f .

(b) [1 punto] Estudia la derivabilidad de f en x = 0.

(c) [0'75 puntos] Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x
=2.

Solucion

@)

{2 -x 8 x20
7 .
+
00=2-x|x| = 2+ x5 o5 x<0
La gréfica de +x% es conocida (( parabola de vértice (0,0), y ramas hacia arriba ))

La gréfica de X% es igual que la de X2 pero simétrica respecto al eje OX ((abscisas))

La grafica de 2 - X° es igual que la de -2 pero desplazada dos unidades en ordenadas QOY,
hacia arriba.

La grafica de 2 + X° es igual que la de +x° pero desplazada dos unidades en ordenadas QY,
hacia arriba.

La gréfica pedida es
10 ¢

7.5t

(b)
{2—}52 gi x>0
.
(00 =2-x|x| = 2+ x5 5 x<0

{—Ex siox>0
Fi(x) = 2xoo08 x40



Existe f(0)sif‘(0")=f‘(0")
, lim
lim, % lim
F0") = *=07 fx)= 70 f(x)= x>0 (L2x) =0
. lirm .
lim % D lirm
F0)= 20 f(x)= "0 fi(x)= #20 (+2x) =0

{—Ex si x20
Como £(0%) = £(0°) = 0, existe f (0) = 0. por tanto f (x) = Z2x 85l o x<0
(©

La recta tangente en x = 2 es y — f(2) = f ‘(2)(x — 2)

f(2)=2-(2°=-2

fi(2)=-2(2)=-4

Por tanto la recta tangenteenx=2esy + 2 = (- 4)(x - 2)

Ejercicio 2 de la Opcion A del modelo 5 de 2004

[2’5 puntos] Considera las funciones f: (0,+ © ) - Ry g : R — R definidas, respectivamente,
por

f(x) = Ln(x) y g(x) = 1 — 2%, siendo Ln x el logaritmo neperiano de x. Calcula el area del recinto
limitado por las rectas x=1 y x=2 y las graficas de fy g

Solucion
La gréfica de Ln(x) es conocida (su dominio es (0°, + « )
La grafica de 2* es conocida ((exponencial parecida a e *))
La grafica de - 2” es igual que la de 2 pero simétrica respecto al eje OX

La grafica de 1 - 2 es igual que la de - 2* pero desplazada dos unidades hacia arriba en el eje
ov.

Las recta verticales x = 1 y x = 2 son conocidas

Aunque no lo piden las gréaficas son



10 ¢

7ot

Vemos que el punto de de corte de Ln(x) con 1 — 2%, esta antes de x = 1 (( se podria aplicar el
teorema de Bolzano { si una funcién g(x) es continua en el cerrado [a,b] y cambia de signo en
los extremos del intervalo entonces existe un punto ¢ € (a,b), tal que g(c) = 0. Se podria probar
a=01yb =009} a la funcién g(x) = Ln(x) — 1 + 2, pero no entra en el temario.

Pl L0a- (1= 2% ok
El area pedida es *1 = [(XLn(x) — x —x + 2"/(Ln(2) I*1 =

=[(2Ln(2) -2 -2+ 2%(Ln(2) ) - (ALn(1) =1 -1 + 2*(Ln(2) ) ] =

= 2Ln(2) - 2 + 4/(Ln(2) - 2/(Ln(2) = 2'27 u*
Ejercicio 3 de la Opcion A del modelo 5 de 2004

[2’5 puntos] Considera el sistema de ecuaciones
X+3y+z=0
2x-13y+2z=0
(@a+2)x-12y+12z=0
Determina el valor a para que tenga soluciones distintas de la solucién trivial y resuélvelo para
dicho valor de a.

Solucion
Para que el sistema homogéneo
Xx+3y+z=0
2x—-13y+2z=0
(@a+2)x-12y+12z=0

tenga soluciones distinta de la trivial (0,0,0), el determinante de la matriz de los coeficientes ha

1 3 1
2 =13 2
a+2 -12 12

de ser cero, siendo A = la matriz de los coeficientes, pero



1 3 1
2 =13 2
a+2 -12 12
|Al = =190 — 19a = 0. de donde a = 190/19 = 10.

Sia =10, |A| =0, yrango (A) = 2, con lo cual tenemos s6lo dos ecuaciones y dos incognitas
principales. Tomamos las dos primeras.

X+3y+z=0

2x-13y+2z=0

Hacemos z = b, con b € Ry tenemos
x+3y=-b

2x =13y =-2b

Resolviéndolo obtenemos x = - b e y = 0, con lo cual la solucion del sistema es (x,y,z) = (-b,0,b)
conbeR.

Ejercicio 4 de la Opcion A del modelo 5 de 2004

=T+ 4
¥="1+4
F=1+34

Consideraelplanon=2x+y-z+7yylarectar=

(a) [1 punto] Halla la ecuacién de un plano perpendicular a = y que contenga a la recta r.
(b) [1°5 puntos] ¢ Hay algun plano paralelo a = que contenga a la recta r? En caso afirmativo
determina sus ecuaciones.

Solucion

(@)

Para calcular la ecuacién de un plano perpendicular a "z " y que contenga a la recta "r",
ponemos la recta "r* como interseccion de dos planos y formamos el haz de planos que
determina "r". Después le imponemos la condicion de que dicho haz de planos sea
perpendicular al plano "z " ((producto escalar de los vectores normales igual a cero)). De esta
forma determinaremos el valor del parametro y entrando en el haz de planos tendremos el

plano pedido.

x=1+4
y="1+4
Z="1+34 _
rectar= , en continua (x — 1) = (y — 1) = (z — 1)/3. Igualando dos a dos tendremos

la recta como interseccion de dos planos
(x-1)=(y—-1),dedonde x—-y=0

(x-1)=(z-1)/3,dedonde 3x-z-2=0



El haz de planos generado por "r" es (x —y ) + A(3x — z — 2)= 0, operando tenemos:
(1 +3A)x—y—Az—-2A =0, de donde su vector normales n; = (1 + 3A, -1, -A)

El vector normal del planort=2x+y-z+7esn =(2,1,-1)

Producto escalar cero

ni*n=0=(1+3\,-1,-A)(2,1,-1)=2+6A-1+A=7A+1=0, de donde A = -1/7, y el plano
pedido es:

(x—=vy)+ (-1/7)(3x — z - 2)= 0, operando tenemos 4x — 7y +z+2 =0

(b)

Para un plano paralelo al plano "n" y que contenga a la recta "r" , hacemos el mismo proceso
del apartado (a) y sélo tendriamos que ver si los vectores normales n; = (1 +3A,-1,-A)yn =
(2,1,-1) son proporcionales, es decir (1 + 3A)/2 =-1/1 = -\ /-1.

Igualando miembro a miembro tenemos
Por unlado (1 +3A)/2=-1/1,dedonde 1 +3A=-2, portantoA=-1

Por otro lado -1/1 = -A /-1, de donde A = - 1. Como ha salido el mismo A = - 1, si hay un plano

" que es:

que sea paralelo al plano "n" y que contenga a la recta
X—-y)+(-1)(3x —z - 2)= 0, operando tenemos -2x—y+z+2=0

Miguel Angel Pedraza, alumno de 2° de Bachillerato, me ha mandado una soluciéon mds
sencilla y corta.

Para el plano 11 ‘ necesitamos un punto y dos vectores independientes. Se toma como punto el
de larecta A(1,1,1), uno de los vectores es el director de la recta u = (1,1,3) y el otro vector es
el vector normal del plano n = (2,1,-1).

x=1 ¥=1 z-1
1 1 3
C 1 =1 : : .
El plano 11 ‘ pedido es det(AX, u, n) = =0, y se obtiene la misma solucion
2X—y+z+2=0

Ejercicio 1 de la Opcion B del modelo 5 de 2004

, 1 a
I|mIj [ ——
[2’5 puntos] Se sabe que 7 er -1 2x es finito. Determina el valor de a y calcula el
y
limite.

Solucion



. ( 1 3 ] . 2% - ale® -1)
lim -2 m | ==
=0 La® 1 D _ a0 (e - 1)2}( — 0/0

Le aplicamos la regla de L’Hopital ((si "f" y "g" son funciones continuasen[a-6,a+ 3],

im 1000
0

- . I -
derivables en (a -8, a + 8 ), verificando que f(a) = g(a) =0y , entonces si
. f'lx : fx . f{x
lim .( ) lim .( ) lim )
existe "~ ° g '{x] se verifica que =22 gix) S (%) )) con lo cual tenemos

. 23 - ale” -1) . 2-ale”)
im | ————— | lim
=0 (e = 1)2x% =0 | (e )% +(e" - 1)2 _
= = (2 — a)/0. Como me dicen que el
limite existe y es finito el numerado ha de ser cero para poder seguir aplicandole la la regla de
L’Hépital, es decir 2 —a =0, de donde a = 2.

Volviéndole a aplicar la regla de L’Hbpital, con a = 2, tenemos

Iim[ - 2(e") ] Iim[ 2e) ]
=0 (@) Den(ef ~M2f_ =0 {()2x+(e)2+(N2) 04 20 2) = (24 = -
1/2

Ejercicio 2 de la Opcion B del modelo 5 de 2004

[2’5 puntos] Determina b sabiendo que b > 0 y que el &rea del recinto limitado por la parabola

Y=|=-x-5

z
[ : ]
de ecuacion y los ejes coordenados es igual a 8.

Solucion

La parabola f(x) = ( (1/3)x — b ) > tiene las ramas hacia arriba, el vértice en la abscisa f ‘(x) = 0 =
2( (1/3)x — b)), de donde x = 3b. El vértice es (x,y) = (3b, 0). Por tanto al ser b > 0 la pardbola
esta por encima del eje OX.

Por corte con los ejes:
Con QOY, hacemos x =0, de dondey =b 2
Con OX, hacemos f(x) = 0, de donde x = 3b

Como b >0, el area es 8 y es entre la parte positiva de los ejes coordenados, tenemos que el
area es:

pect.]

2
l, [-x—b} ol
Area=g="" A3 =[(((/3)x-b)3/3)3],>* =

=[((@3)x-b)31*=(0)-(-b)*=b%*=8,dedonde b=2



Ejercicio 3 de la Opcion B del modelo 5 de 2004

5'11 a'12 5'13
By By Bay|=—2
‘931 ‘932 IE"SB

Se sabe que
siguientes determinantes:

. Calcula, indicando las propiedades que utilices, los

3a, 3a, 1508, 38, 38, 8.
5'21 5'22 55‘23 a1'1 IE"'12 5‘13
a a Ha a
(a) [0'75 puntos] ! =1 £ * 1 (b) [0'75 puntos] B = 1(c) [1 punto]
‘91 1 '5'12 IE"13
A~ By G T 8p GxT8p
‘931 Ia32 5|33
Solucion
()
35‘11 35‘12 1 5‘913 5'11 ‘912 55‘13 ‘911 ‘5'12 ‘913
‘5'2 1 IE"ZE 5 323 ‘5'21 ‘5'22 5 ‘5'23 ‘5'21 ‘5'22 ‘923
a a ha T N a a
21 22 fCC . (3) 21 2 333 = (3)(5) 21 a32 o] :(3)(5)(_2) =-30

Si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un namero, dicho nimero sale
fuera multiplicando a todo el determinante.

(b)
38y 38, 38, Spy Sy G 8 B G
S Hp G S G B3 Sy Gz G

831 I‘5'32 833 - (3) 5'31 832 833 — (3)(_1) 5'31 832 5'33 - (3)(_1)(_2) =6

Si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un nimero, dicho nimero sale
fuera multiplicando a todo el determinante.

Si se intercambian entre si dos filas (columnas) de un determinante, el determinante cambia de
signo

(©

5.1 1 ikl 5'1 2 ‘913

Aoy ™y Fop~ 8y Gp Ay Ay Fap  Tn —Ty Ty Ty
Fa S Bz - By Gy Gy n =¥ Sz Sz -

=]



‘5'11 ‘912 5'13 5'11 ‘912 813
321 ‘5'22 ‘5'23 331 ‘5'32 ‘5'33
[ a [ a a
— 21 a32 =3 + (_1) 21 e 22 (_2) + (_1)(0) =2

Si una fila (columna) un determinante es suma de dos sumandos, dicho determinante se puede
descomponer en suma de dos determinantes colocando en dicha fila (columna) el primer y
segundo sumando respectivamente

Si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un nimero, dicho nimero sale
fuera multiplicando a todo el determinante.

Si un determinante tiene dos filas (columnas) iguales o proporcionales dicho determinante es
nulo (0)

Ejercicio 4 de la Opcion B del modelo 5 de 2004

{x+y—2=0 {x+y—6=0

+ +z7z-4= +y—7—-h =
Las rectasr = 2x Zj,f z-4 |:jysz X+ty-z 6-0
cuadrado.
(a) [1'25 puntos] Calcula el area del cuadrado.
(b) [1°25 puntos] Halla la ecuacion del plano que contiene al cuadrado.

contienen dos lados de un

Solucidn
(@)
{x+y—2=0 {x+y—6=0
De cada recta r = ZJ{Jr23{4_2_4=[jysz X+F_Z_6=Dtomamosunpuntoyun

vector director:

x+y-2=0

2x+2y+z-4=0

Delarectar = { tomamos el punto Ay el vector director u

22 1 .
Vector u = =i(1) —j@@) + k(0) = (1,-1,0)
Para el punto A hacemos y = 0, de donde x = 2 y z =0, luego A(x,y,z)= A(2,0,0)

x+y-6=0

x+y-z-6=10

De larectas= { tomamos el punto B y el vector director v



T A
1 1 0

1T 1 -
Vector v = =i(-1) —j(-1) + k(0) = (-1,1,0)
Para el punto B hacemos y = 0, de donde x = 6 y z =0, luego B(x,y,z)= B(6,0,0)

Como las rectas son paralelas para determinar el area del cuadrado calculamos la distancia de
una recta a la otra recta, que sera el lado del cuadrado, y el area es el lado al cuadrado

W

u
Lado del cuadrado = h =d(B, r)

Area paralelogramo = || ABxu || = ((médulo del producto vectorial de los vectores AB y u )) =
(base)(altura) = ||u]|- d(r,s), de donde

d(r,s) = (Il ABxu [|)/(llull)
AB = (4,0,0)

P
4 0
1

L

ABXu = =i(0) - j(0) + k(-4) = (0,0,-4)

[| ABxu || = V(0+0+16) = 4

llu |l =N(1+1+0) =(2)

Luego lado del cuadrado = h =d(B, r) = d(r ,s) = (|| ABxu || )/ (| u || ) = 4N(2)
Area del cuadrado = h- h = (4/\(2)) - (4/(2)) = 16/2 = 8 u®

(b)

Para hallar la ecuacion del plano que contiene al cuadrado, es hallar la ecuacién del plano que
contiene a las rectas "r'y "s".

u

Un plano esta determinado por un punto, el A, y dos vectores coplanarios el u y el AB.



x—2 y-0 z-0
1 1 0

La ecuacion del plano es det(x —a, u, AB) =0 = > g 2 = (x -2)(0) — (y)(0) +

(2)(-4) = -4z = 0, es decir el plano que contiene al cuadrado es z = 0.



