Ejercicio n” 1 de la opcién A de junio de 2008

1
= g
[2’5 puntos] Sea f la funcién definida, para x # 0, por fix)=xe . Determina las asintotas de

la gréfica de f.
Solucion

imfix)=
La recta x = a es una asintota vertical (A.V.) de la funcion f si *—=*#

Veamos six=0es A.V.

1 1

lim fix)=limx-gx= 08" =0* =0
xoet 10t , expresion gue podemos poner en la
forma 0/0 6 =/ y le podremos aplicar la regla de L’'Hopital (L'H) que dice " si f(x) y g(x) son

flx) 0 i F0X)

K3 x—=a'
funciones continuas y derivables en un entorno de "a", (x) o y existe g'(x) ,

T i) o A

entonces g'{x) =7 glx) ". El teorema se puede aplicar también si sale «/~, y cuando
X —> ®©

Como

1 l l 1
lim F(x)= lim x.e% = lim — ={E,aplicam05 L'H}: lim L’F;ﬁz lime* =+ m
x—=0t x—0t x=0t] ,.'r){ oo x—=t (—lf){ ]l x—st

,larectax =0es unaA.V. delafuncion f.
Veamos el limite a la izquierda del 0

1 1
lim fix)=lim x. &%= 0.8 =0. &% = D-%: 0.0=0

EE =™ =

lim Flx)= &

La rectay = k es una asintota horizontal (A.H.) de la funcion f si ==+

Lo estudiamos en + o y en - «

1 1
Imfixi=limx.e*= wm.e*=m-e =w.1=w

=0 X0

1 1
lim fix)=limx. &= -we==-w8=-wl1=-©

X ——on Ao

La funcién no tiene asintotas horizontales.



La recta y = mx+n es una asintota oblicua (A.O.) de la funcién f si

. Fix)

lim (f{x)—({mx+n)i= 0 m=x|'_m°7 = lim (f{x) - mx)
X =00 ,donde y =
Lo estudiamos en+wyen-w.
En+ .

1

flx) . x.g* 1L
m=l|mg=l|m = lmes=g*=g5"=1
Eter & o x Fter b o X K=kt

= lim{f(x)-mx)= lim(x e - x)= lim x (& -1]= -0

HE—ton X = H—ron

1 1

1 = = ] 1
. = . g% —1 0 : , et =1 x : =
= lim x-(g*=1)= lim g={—, aplicamos LH}= lim ¥= lim &= =1
XD o 1 f W 0 e TR | )(2 X
Larectay =x+1 es una A.O.delafunciénfen + .
g
i (Flx) = (mx+nl) = lim (x.e* —(x+1))=0"
Comg #—++= £ , la funcién esta por encima de
la A.O.
En -
l 1 1
. fix . x.gx . - —
m=l|mg=l|m = lmes=g==8"=1
XK=y K=y ¥ K==
! 1
= limifixi—mxi=lim{x-&e*=-Xxi=Ilim X (& -1)=-w.0
] ;=0 Ayt
1 1
_ 1 - fer-1) o , - S U 5 B
= limx-(g*=1)= lim —=+<— aplicamos L'Hy = lim —————X=lim &% =1
Kyt o 1 fw 0 Ea—o ] ){2 =iy

Larectay =x+1 es una A.O. delafuncidonfen - .

1
mifix)—l{mx+n)=limix.e*—=(x+1)1=0
Como #—+—* S , la funcion esté por debajo de la
A.O.



Ejercicio n’ 2 de la opcién A de junio de 2008

I*—" i
SZ (F =) - 1)

[2’5 puntos] Calcula

Solucion
Es la integral de una funcion racional.
Calculamos primero una primitiva.
= i = [ dx _p _~Ad}<+~Bd){+de:}<

| =
(2= =1 Sxlx=Nx-1 <x(x=17 < x  Jx-1 <x-1F
= ALn[x| + BLn|x-1|+C(x-1)?**/(-2+1) + K= ALn|x| + BLn|x-1|-C/(x-1) + K

Calculamos las constantes A, By C

1 A E C Al -1"+Bx(x-1)+Cx

W =TF X =T =T (X~ )2

Igualamos numeradores

1 = A(x-1)? + Bx(x-1) + Cx

Parax=0,1=A

Parax=1,1=C

Parax=2,1= 1(1)2 + B(2) + 1.2; de donde B = -1. por tanto una primitiva es
| = 1Ln|x| - 1Ln|x-1]-1/(x-1) , y la integral definida pedida es

-1

M lnpxLnx -1 - ——
A ST ) ¥ =1

Ln(3) + 1/3) =

(Ln(1)-Ln(2) + 1/2) - (Ln(2) —

=-2Ln(2) + Ln(3) + 1/6

Ejercicio n” 3 de la opcién A de junio de 2008

Un cajero automatico contiene sélo billetes de 10, 20 y 50 euros. En total hay 130 billetes con
un importe de 3000 euros.

(a) [1°25 puntos] ¢, Es posible que en el cajero haya el triple nimero de billetes de 10 que de
507?

(b) [1°25 puntos] Suponiendo que el numero de billetes de 10 es el doble que el nimero de
billetes de 50, calcula cuantos billetes hay de cada tipo.



Solucion
X = billetes de 10 euros
y = billetes de 20 euros
z = billetes de 50 euros
Las soluciones tienen que ser nimeros enteros y positivos.
130 billetes, se traduce en x +y +z = 130
3000 euros, se traduce en 10x + 20y + 50z = 3000
a)
Triple de billetes de 10 que de 50, se traduce en x = 3z.
Intentamos resolver el sistema
X+y+2z=130
10x + 20y + 50z = 3000
X = 3z.
Sustituyendo x = 3z en las dos primeras nos da
4z +y =130
80z + 20y = 3000.

Al resolver este sistema de dos ecuaciones obtenemos "3000 = 2600 + 0.z", lo cual es absurdo
y el sistema no tiene solucién.

b)

Doble de billetes de 10 que de 50, se traduce en x = 2z.
Intentamos resolver el sistema

X+y+z=130

10x + 20y + 50z = 3000

X = 2z.

Sustituyendo x = 2z en las dos primeras nos da
3z+y=130

70z + 20y = 3000.

Al resolver este sistema obtenemos como solucién x =80, y =10y z = 40.



Hay 80 billetes de 10 euros
Hay 10 billetes de 20 euros

Hay 40 billetes de 50 euros
Ejercicio n 4 de la opcién A de junio de 2008

=1 y+1 z-2

Dada la recta r definida por 2 3 1
(a) [1°25 puntos] Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen y contiene ar.

(b) [1°25 puntos] Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen y es perpendicular a r.
Solucion

=1 y+1 z-72

rectar, 2 3 1
Un punto suyo es A(1,-1,2) y un vector director u = (2,3,1)
a)

Plano que pasa por el origen y contiene arr.

El plano contiene al punto O, y a los vectores independientes AO y u por tanto su ecuacion es

Kooy Z
1T 1 -2
2 3 1
det(x —0,AQO,u)=0= =x(7)-y(3) +z(-5) =7x-3y—-5z2=0

b)

Plano que pasa por el origen y es perpendicular a r.



ci

Si el plano es perpendicular a la recta r , el vector director de la recta u coincide con el vector
normal del planon =u =(2,3,1)

Un plano perpendicular a la recta seria 2x + 3y + z + K= 0, y como pasa por 0(0,0,0), tenemos
que

0+0+0+K=0, de donde K=0y el plano pedidoes 2x +3y +z =0
Ejercicio n’ 1 de la opcién B de junio de 2008

[2’5 puntos] De entre todos los rectangulos de perimetro 8cm, determina las dimensiones del
que tiene diagonal de menor longitud.

Solucion

Es un problema de optimizacion,

- ez
= +
Funcién a optimizar d KTy

Relacion 2x + 2y = 8, de donde x + y = 4. Despejandoy =4 — x

dix) = P +{4-x )2 =ADA-8x+16

Nuestra funcién es
Le aplicamos la técnica de maximos y minimos
(Sid’(a)=0yd”’(a)> 0, x =aes un minimo)

4x-8 -4

d'{x) = =
D% 28x+ 16 2xT-Bx+16

De d’(x) = 0 tenemos 2x — 4 = 0, de donde x = 2, que sera el posible minimo.



I Brt 16 e X8

228+ 16

d"(x) = 5
| 232 -8+ 16 |
d"(2) = —E\E'D ()

(M positivo | -
, por tanto x = 2 es un minimo.

El rectangulo tiene de dimensiones x =2 ey =4 —2 = 2, es decir es un cuadrado de lado 2.

Ejercicio n” 2 de la opcién B de junio de 2008
Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = e %

(a) [1 punto] Justifica que la recta de ecuacién y = -2ex es la recta tangente a la gréafica de f en
el punto de abscisa x = -1/2.

(b) [1'5 puntos] Calcula el area el recinto limitado por la grafica e f, el eje de ordenadas y la
recta tangente del apartado anterior.

Solucion
f(x) = e
a)

La recta tangente a a la grafica de f en el punto de abscisa x = -1/2 es y — f(-1/2) = f(-1/2)(x +
1/2). Tenemos que ver que es y = -2ex

f(x) = e, de donde f(-1/2) =e' = e

f(x) = e #(-2), de donde f(-1/2) = e'(-2) = -2e

La recta tangente es y — e = -2e(x + 1/2) = -2ex — e, de donde y = -2ex como me habian dicho
b)

La grafica de f(x) = e * es exactamente igual que la de f(x) = e ** pero simétrica respecto al eje
OY. Aungue no lo piden, un esbozo de las graficas es



El area pedida es
Area= | (funcién— tangente)dx= % (8™ — (- Ee}ij)dx:[e‘z"(_—leQe ET =
iz Juz 2 2 |

= (e%-1/2) + 0) = (e'(-1/2) + 2(-1/2)*) = (el4 — 1/2 ) U?

Ejercicio n” 3 de la opcién B de junio de 2008

1 1 1
A=lm m* m?
m m2

Considera la matriz

(a) [1 punto] Halla los valores del pardmetro m para los que el rango de A es menor que 3

X 1
Ay =1
L . z . -
(b) [1’5 puntos] Estudia si el sistema tiene solucién para cada uno de los valores
de m obtenidos en el apartado anterior.
Solucion
T 1 1
A=lm m* m?
m m m?

(@)

Si |A] # 0, el rango de la matriz A es 3.



1 1 1 1T 1 1 1 1 1
&=m m* m*l=mm|l m m2ZF-PFF=mm|0 m-1 m-1|= aF{m-1F
m o om mf) 1 m|3EF—RF o 0o m2)

(1)Si una fila (columna) de un determinante estda multiplicada por un nimero, dicho nimero
puede salir fuera multiplicando.

(2) El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la diagonal
principal.

|A| = 0 nos da m*(m-1)® = 0, que tiene por soluciones m = 0 (doble) y m = 1 (doble)

Sim=0ym=1, elrango de A es menor de 3.

b)
X 1
Ay =1
Estudia si el sistema segun los valores de m
Sim=0
T 1 1
A=0 0 0
. . 0 0 0
La matriz de los coeficientes es ,yrango(A) =1
T 1 11
A=0 0 01 11
_ _ 00 01 ) 1
La matriz ampliada es , y rango(A) = 2, porque =-1=0

Por el Teorema de Rouche como rango(A) =1 # rango(A*) = 2, el sistema es incompatible y no
tiene solucién.

Sim=1
111
A=l1 11
: . 1 1
La matriz de los coeficientes es ,yrango(A) =1
11 11
A=l1 1 11
1 11

La matriz ampliada es VY rango(A*) =1.



Por el Teorema de Rouche como rango(A) = 1 = rango(A), el sistema es compatible e
indeterminado. Tiene infinitas soluciones.

Como el rango es uno hay una ecuacion y una incégnita principal.

x+y+z=1.Tomandoy=A € Ryz=p € R, las solucionesson (1-A-p,A,p)coni,pe
R.

Ejercicio n” 4 de la opcién B de junio de 2008

[2’5 puntos] Dado los puntos A(2,1,1) y B(0,0,1), halla los puntos C en el eje OX tales que el
area del triangulo de vértices A, By C es 2.

Solucién
A(2,1,1) y B(0,0,1)

Como el punto C est4 en el eje OX, es de la forma C(a,0,0)

B C

Sabemos que el area de un triangulo es % del médulo del producto vectorial de dos vectores
con origen comun, es decir

Area = 2 = (1/2)||BAXBC||

BA=(2,1,0);BC=(a,0,-1)
i K

| BAxEC ||= |2 0=

a

L |

-1
i(-1) —j(-2) + k(-a) = (-1, 2, -a)

IIBAXBC|| =V (1% + 2° + &%)

De la expresion 2 = (1/2)||BAXBC]||, obtenemos 4 = \ (12 + 22 + a?) . Elevando al cuadrado y simplificando
tenemos a® = 11, de donde a = = V (11). Lo puntos son C(+ v (11), 0, 0) y C'(- V (11), 0, 0)



