Soluciones modelo 6 de 2009

Opciéon A

Ejercicio 1
Sea f:R > R la funcién definida por f(x)=x+e™.

a) [0'75 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, asi como los extremos
relativos o locales de f

b) [0’5 puntos] Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f

¢) [0'75 puntos] Determina las asintotas de la grafica de f.

d) [0'5 puntos] Esboza la gréfica de f

Solucion
a)
. X X -X 1 X
f'(x)=1-e™* = Crecimiento = f'(x)>0 = 1-e*>0 = -e*>-1=e*<1= S <l=e>1=

e>e’ = x>0

Crecimiento Vx e R/x>0(V significa “para todo”)

Decrecimiento Vx eR/x<0

Minimo relativo y absoluto en x=0 = f(0)=0+e°=1=(0,1) (de decrecimiento pasa a crecimiento)
b)

f*(x)=e™ = Como siempre f*(x)>0 = e™*>0 al ser una exponencial, la funcién siempre

es convexa (v)en todo R.

<)

f(x)=x+e™ = x+

Como esta funcién no se anula en el denominador, no tiene asintotas verticales.

1 1
Como lim (x+ eTx]:oo+ —=w+0=w , f(X) no tiene asintotas horizontales en + «
0

X—>+ ©

X—- 0 X —>+ 0 X —>+ o0

. 1 . 1 . . . .,

lim (x+— = lim | -x+ — | = lim (-x+e*x):- ootoo, indeterminacion
e+X e’X

Como ,

=im, [(-x)(l— o ) = (10} -of-c0)= 420

) e+>< + o0 ) . ) e+><
** |im =[——, aplicando L'Ho6pital] = lim 1 —-®
- 00 X—+ o0

f(x) no tiene asintotas horizontales en - «©

La recta y=mx+n es asintota oblicua si m= lim (mj y n=lim (f(x)— mx)
X—>+ 0 X X =+ ©
Como m= lim (mj: lim (1+ i ): lim (1+ij:(1+0):1, y
X+ o X X—>+ o x.etx X—+ o +00

n= lim (f(x) - mx)= lim (f(x)~ mx)= lim [x+%— x): lim [ ijzo
X—>+ 0 X—>+ 0 X+ o0 e e

X—+ 0

Larectay =1.x+0 = x es asintota oblicua en + ©

Como m= lim (mj: lim (1+X_;+Xj=leq]m (1—x.e”) =(L-00) =0,y

X—= 0 X X—- 0

1 1
= lim (f(x) = mx)= lim () = mx)= lim | x+ ——— x |= li — lim (") =
n=lim (f(x) - mx)= lim (f(x) - mx) Xme(x o xj Im(e‘*) lim (&™) =00
f(x) no tiene asintotas oblicuas en - ©

d)
Un esbozo de la grafica es



f HXL

5 25 25 5 75 10
Ejercicio 2
Sea f:R - Ry g:R— R las funciones definidas por f(x)=x*+}x|y g(x)=2

a) [1 punto] Determina los puntos de corte de las graficas de fy g. Esboza dichas gréficas.
b) [1'5 puntos] Calcula el &rea del recinto limitado por dichas graficas

Solucién

a)
2 i 2_y— 2y D= = =
f(x):x2+|x|: ); -X S.I x<0 - ><2-x—2:>x2 X-2=0 = A=1+8=9
X°+X si x=>0 X +X=2 = X" +x-2=0 = A=1+8=9

1+3 , . .
x=—-=2>0 = No esta en elintervalo estudiado
1+/9 L )18 2 =

2 2 x:%:-ko =f(-1)=(-1)-(-1)=2=(-1,2)

Si x<0, x=

-1+3
1446 x=" =m0 5 f(1)=F+1=2 = (1,2)

Six >0, x= * = X:E:
2 2

X= 1_73:-1<0 = No esta en el intervalo estudiado

Ambas ramas son parabolas

Si x<0, la abscisa del vértice es f'(x)=0; 2x-1=0, de donde x=1/2
Si x>0, la abscisa del vértice es f'(x)=0; 2x+1=0, de donde x= -1/2
Un esbozo de las gréficas es

4l
-4 2 2 4
2L
4L
b)
A:ZHZ dx-j (x2+x)dx}:4 (-2 2T 2. 2 [ x| =4.(2-0)- 2. (12:02)- (12-02)
[2ae] Kh2 3] 25 (1-0)-Z.
A:4-§-1zgu2
Ejercicio 3

31
Se consideran las matrices A:[ 1] y B=A-kl, donde k es una constante e /la matriz identidad de

orden 2



a) [0'75 puntos] Determina los valores de k para los que B no tiene inversa
b) [0’5 puntos] Calcula B para k= -1

c) [1'25 puntos] Determina la constantes o y B para las que se cumple A%+0A=plI

Solucion
a)
-3 1) (k 0) (3k 1 .
B= - = = 3B(3 significa” existe al menos") = B|#0 =
2 -1)(0 k) [ 2 -1k
Bl= '32'k 11k =(-1).(3+k).(-1).(1+k)-2=(3+K).(1+k)-2=3+3k+k+k2-2=k?+4k+1
-4x12 [k: -44-22\/5 =23
Si|B|=0=> K*+4k+1=0= A=16-4=12>0= k=———— = &
= -4-2 3_,.4

VX eR- {2\/5 -2+\/§} = B|#0 = Existe B*

b)
Bl=(-1)° +4.(-1)+1=1-4+1=-2 20 = B’l=é-(adl' BY)= B:{-zz ;] - Bt:(f ?JJ -
aijt:(O _1j:>B'1: 1 [0 _1J: 0 %
-2 -2 (-2) -2 -2 1 1
c)

5 -3 1)(3 1 31 11 -4 -3a «a 11-3a -4+a
A“+0A= . +0. = + =
2 -1)2 -1 2 -1) \-8 3 2a -a -8+2a 3-a -

oy 4

11-30=
-4+0=0 = a=4 11-3x4=f = p=-1 a=4
—8+20=0 = 20=8 = a=4 { 3-4=f = B=-1 {B:-l
3-a=3
Ejercicio 4
X-y=

Sea la recta r definida por { =2 y la recta s definida por { x=1

=-3 2y-z=-2
a) [1 punto] Estudia la posicion relativa de ry s
b) [1'5 puntos] Halla la ecuacion del plano que contiene a sy es paralelo a s

Solucion

a) Se estudiara, primeramente, si son paralelas analizando si hay proporcionalidad entre sus vectores
directores, de ser asi veremos si tienen un punto comun y si ello se cumple la recta sera coincidente. En el
caso de que no exista la proporcionalidad se estudiara si tienen un punto comun y si no se cortan son rectas
que se cruzan.

B X=A
{Z;;’z Sr=ly=2eA = v,=(1,1,1)
Z=3+A 1 1 o .
= = # == No son coincidentes ni paralelas =
) L v =0.1,2)
7=2+2y =1 = _y—p :{ (1,0,2)
z=2+2)
A=1 _ _
Punto comin ={ 2+A=p = {3+1:22+;t_i:2>“i_23:> -1 — No se cortan
3+A=2+2)

Lasrectasr Yy S Se Cruzan



b) Es un plano 7 generado por el vector director de s, por el de ry por un punto S de la recta sy el punto
genérico G del plano

v.=(1,1,1) x-1y z-2
v:(012) >z=(1 1 1}0=
SG=(x,y,z)-(1,0,2)=(x-1,y,z-2) 0 1 2
2.(x-1)+(z-2)-(x- )-2y=0 = (x-1)-2y+(2z-2)=0 = 7 = x-2y+2-3=0
Opcion B
Ejercicio 1
[2'5 puntos] De todos los triangulos cuya base y altura suman 20 cm., ¢, qué base tiene el de area maxima?.
Solucion
A

B+H=20 = H=20-B
= dA _1

1 1 :
A:%.B.H :A:EXBX(ZO-B)ZEX(ZOXB-B )= A= 5o (2028)=

dA 1
A'=0 =20-28=0 = 2B=20 = B=10 = A== E.(-z):-1<o = Maximo =

B=10 cm.
H=20-10=10cm

Ejercicio 2
[2'5 puntos] Calcula un nimero positivo a, menor que 4, para que el recinto limitado por la parabola de

ecuacion y = X y las dos rectas de ecuaciones y =4 y y = a, tenga un area de %unidades cuadradas.

Soluciéon

X=-2

x=2
X2=4 = x=t-/4 = {

x’=a = x=t+a = x=Va
v




va va
23—8:2 ff4 dx-.f adx-'zf x* dx :13—4:4_2[dx-a.fdx-.2[ x* dx =

0 a 0 a
3050 T = =4(20)a (Va0)- 3 (B | =
E_s \/—_g i 14 _ &_m\/_:g 16 2aa_ 2_2ava_
3 3 3 3 3 3 37 3

a.x/§:1:> (a.\/a—) =f = a’.a=1=a’=1= a=31=1

Ejercicio 3

X+y=m+1
Sea el sistema de ecuaciones < x+my+z=1

mx+y-z=m
a) [1'5 puntos] Determina los valores de m para los que el sistema es compatible
b) [1 punto] Resuelve el sistema en el caso m = -1

Solucién
a)
1 1 0 10
|A|: 1 m 1/=m+m-1+1=0= |A|:‘ ‘:1::0 =rang(A)=2
m o1 - m 1

vm eR =rang(A)=2

(
1 1 1 J‘V:TI; j:IZI-m
|aBl=lc, C, B|=|1 m 1]=m*+m+1-m’-1-m=0= |A/B|= =
m 1 m Hl ‘:;]_.m2
m 1
1-m=0=>m=1
Si 17 =0=> (1+m).(L-m) = {m 1=
vm eR-{1} =rang(A/B)=2 m=1=rang (A/B =1

)=

0
1
1

S B

1
laBl=lc, ¢, BJ=|1 =m-1-m+1:0:>|A/B|:E 2‘:1;&0
m

vm eR =rang(A/B)=2

1 0 1
|A/B|:|C2 C, B|:m 1 1|=m-m-1+1= 0:>|A/B| ‘ l‘—-l;to
1 -1 m

vm eR =rang(A/B)=2
vm eR = rang (A)=rang (A/B)=2<Numero de incognitas = Sistema Compatible Indeterminado
b)

1 1 0)0 1 1 0|0 1 10

1 -1 1|]1(=0 -2 1{1(|=|0 -2 11|=-2y+z=1= z=1+2y = x+y=0=

11 -1-1 0o 2 -1-1 0 0 0
x=-y = Solucion (-A, A, 1+2\)

Ejercicio 4

X+y+2z=1

Sea el punto P(2, 3, -1) y la recta r definida por {x-Zy—4z=1

a) [1'25 puntos] Halla la ecuacién del plano que pasa por P y contiene r



b) [1'25 puntos] Halla el punto de r que estd mas cerca de P

Solucion
a) Podremos hallar un haz de planos determinados por la recta ry calcularemos el que contenga a punto P

gue es el plano 7 pedido

Haz de planos = x+y+2z-1+\(x-2y-4z-1)=0 =

2+3+2.(-1)-14A (2-2.3-4.(-1)-1)=0 = 5-2-1+A. (2-6+4-1)=0 = 2-A=0= A=2 =

X+y+227-1+2.(x-2y-4z-1)=0 = 3x-3y-62-3=0 = 7 = x-y-2z-1=0

b) Es el punto R de minima distancia entre P y r, para ello por P hallaremos un plano perpendicular a r, que

tendra como vector director el de esta recta que es perpendicular al vector formado por P y el punto G que

genera el plano y el producto escalar de estos dos es nulo. Hallaremos, después el punto de corte del plano
y la recta

X+y+2z=1
= 3y+62=0 = y+27=0 = y=-2Z = X-2z+2z=1= x=1=
-X+2y+4z=-1
x=1
r=1y=2h=v=(0,-2,1) S
7=\ =V, LPG=vV PG=0=

PG=(x,y,2)-(2.3,-1)=(x-2,y-3, z+1)
(0,-2,1)(x-2,y-3,z+1)=0 = -2.(y-3) +2+1=0 = -2y+6+2+1=0 = 7 = 2y-z-7=0

2.(-2\) -AT=0=> 4A-A7=0 = BAT=0=> -5A=7 = )\=-£




