VINDZ.ODIYY LA INTEGRAL DEFINIDA.
APLICACIONES
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Problema 1

B Interpreta lo que significa el area bajo la curva en cada uno de los siguientes

€asos:
VELOCIDAD
(km/h)
VELOCIDAD DE UN TREN
v=[f®
100 e Grafica 1:
Espacio recorrido entre el tiempo
50 6 horas y el tiempo .
TIEMPO
6 7 8 9 10 %11 (horas)
CAUDAL
(//min)
CAUDAL DE UN GRIFO QUE
VIERTE AGUA SOBRE UNA BANERA
C=f
20 L0
e Grafica 2:
Volumen de agua recogido en ¢,
minutos.
TIEMPO
5 10 15 %18 (min)
FUERZA
(N) FUERZA EMPLEADA PARA
DESPLAZAR UN COCHE
20
F=f( e Grafica 3:
10

Trabajo realizado al desplazar el
coche ¢, metros.

ESPACIO
5 10 15 % (m)

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



P roblema 2 AGUA CAIDA EN UN PANTANO
cAUDAL (hm3/dia) (LLUVIA Y RIOS) DESDE SU INAUGURACION

B Interpreta lo que significa el
area entre las dos curvas en la
siguiente grafica. Distingue las
areas en azul y en rojo.

e Las areas azules representan la LY
. R TIEMPO
diferencia de volumen entre las \ (dias)
o . PERDIDAS DE AGUA POR 1as
pérdidas de agua y el agua caida. EVAPORACION, FILTRACIONES, ETC.

e Las areas rojas representan la diferencia de volumen entre el agua caida y las pérdi-
das de agua.

Problema 3

F(1) = 2 porque el drea bajo f entre 0y 1 es 2.
F(2) = 4 porque el drea bajo f entre 0y 2 es 4.
F(5) =7 porque el drea bajo f entre 0y 5 es 7.

B Comprueba las afirmaciones anteriores y observa que “cuanto mayor es f(a),
mas rapidamente crece F(a)”.

La solucién se encuentra en el mismo ejercicio.
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Problema 4

B Dibuja aproximadamente la funciéon “area bajo f” para cada una de las si-
guientes funciones:

a)

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



b)

1
|
1
S
1
I
C) o
2
F
/
/ /
/
/
/
/
:
Pagina 383
1. Halla graficamente las siguientes integrales:
6 4
a)J (%+1)dx b)J V16 — &2 dx
2 -4
a) Es un trapecio cuyas bases miden 2 y 4 y cuya al- HERA
tura mide 4. Z_~
Area=2%4-4=12u2 P 4

—4qf—>

DHy=V16-x2 = »2=16-x> = x%+p? =42 (Circunferencia)

e
Il
NI

‘m=8" m=251u?

4
— | El recinto cuya area queremos calcular es
Y q
// 3 \\ medio circulo de radio 4 u.
/ o| veVig- \ ‘ 1 1
Area=_.n.rz=_.n.42=
/ 1 \ 2 2
! 1
3

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



2. Halla graficamente las siguientes integrales:

4 4
a)'[ 4(V16—.a|c2 +4)dx b)J. 4(4—\!16—.%'2 )dx

4 4 4
a)j (V16 — x? +4)dx=J V16 — x? dx+J 4 dx
4 4 4

4 4
Llamamos 1, = j V16 —x? dx e I, = J. 4 dx.
_4 -4

Resolvemos graficamente ambas integrales para posteriormente sumar los resultados.

I y= VI6—x? = p2=16-x2 = &%+ )2 =42 (circunferencia)

El recinto cuya drea queremos calcular — e
es medio circulo de radio 4 u. // 3 \\
/ N
Area=%~n~rz=%-n~42= / 2 y:m’xz\
16 / 1 \
=— =8 -m=251u’
2 51u \

L: Se trata de un rectingulo de dimen- 4 —
siones 8 u X 4 u. Por tanto, su area 3 /
es 32 u?

Finalmente, 7, + 1, = 25,1 + 32 = 57,1 u%.

4 4 4
b)j (4_x/16—x2)dx=j 4dx_J V16— 2 dx
—4 —4 -4

Observamos que se trata de las mismas integrales que en el apartado a), solo que
ahora es I, —I;, dando como resultado 32 -25,1=106,9 uZ.
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1. Sea la funcion: F(x) = Jx log (t* + 4)dt. Calcula F'(x).
0
F(x) = J. log (t? + D dt = j fdt, siendo f(1) = log(1? + 4) continua.
0 0

Por el teorema fundamental del calculo:

F'(x) = fQ0) = log(x? + 4)

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



/2
2. Calcula la siguiente integral: J cos xdx
0

/2 /2 T
J. cosxdx=[senx]0=sen3—sen0=1—0=1
0
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6
'I.Calcula:j (4x3 —4x%—3) dx
1
4 0 4 4
J R I i A g5z (14 E 531 =
[x Sx Sx]l ( 5 3 ) ( 5 3

= 49428 + 2.8 = —4940

|
2. Calcula: j
01+ a2

I=[arctgx];=arctgl—arctg0= %

a d B
Observacion: j _ax -t
0

x2+a? 4a
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1. Halla el area comprendida entre la funcion y = x3— x?—6x y el eje X.

I. Hallamos las soluciones de la ecuacién: x3 — x% — 6x =0

Son -2,0 y 3.
II. f(x) = x3 — x? — 6x. Buscamos su primitiva:

4 3
G(x) = J(x3 — X2 6x)dx =2 X 352

4 3
L G(=2) = ﬁ, GO =0, GQ3) = =03 ”
3 4 6
Y= —[x7-16 )
V. G(O) - G(-2) = 10 -
’ 3 [HAYES
G3) - GO) = =3 15
1
El drea buscada es: 42 + ﬁ‘ =253 2 s\
3 4 12 \
1\
(Se incluye la grafica para entender el proceso, < N\
pero es innecesaria para obtener el area). N

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



2,

4 4

Halla el drea comprendida entre las funciones y = x* + x3 e y = x* + x% + 6x.

Se obtiene la funcioén diferencia:

(s o)

p=(xt+ 23 - (x + x2 + 6x) = x5 — x% - Ox

[

—_— T

cion y el eje X, lo cual se ha hecho ya en el ejer-
cicio anterior.

|

Ahora se calcula el drea comprendida entre esta fun- 4 II
|

|

Por lo tanto, el area buscada es

| et
I

253 2 =4 1=
1

T~
(S}

(También aqui es innecesaria la grafica para obtener
el area buscada).

o
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1.

Calcula el volumen de una esfera de radio 5 cm haciendo girar la semicircunferen-
cia y=V25—x? alrededor del eje X. ;Qué limites de integracion debes tomar?

i ° 315
V=7t'J. (W)de=n-"‘ (25—X2)dx=n'[25x_x?] =7t‘5;£u3
75 75 75

Observacion: El volumen del cuerpo engendrado por el circulo x? + y? = 2 al girar

alrededor del eje X es:

I DI
3
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1

Calcula el area comprendida entre la curva: y =3x%>—x + 1, el eje X y las
rectas x=0y x=4.

I. Calculamos las soluciones de la ecuacién: 3x2—x+1=0
No tiene soluciones, por lo que no corta al eje X.

I1. Buscamos una primitiva de f(x):

2
G<x>=J(5x2-x+1>dx=xs_x7+x

III. G(0) =0, G(4) =060
IV. G(4) — G(0) = 60

El 4rea buscada es 60 u?2.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



(La grafica la hemos 50

incluido para enten-
df:r .el proc\:es.o, pero . /
es innecesaria para =R 11
obtener el area). pd

30 7~

20 yd

/,
7
P
10 —
—
1 2 3 4

2 Calculael areabajolacurva y=3x—2 entre x=—-1y x=1.

1. Hallamos la solucion de la ecuacion 3x—2 = 0. Es %

II. Ordenamos los extremos del intervalo y la raiz que hay entre ellos: -1, %, 1.

III. Buscamos una primitiva de f(x):

Gx) = I(BX— 2 = 57962 ~x

3 /
7 2 -2 -1
V.G =L, Gl&)===, g(h==
"3 ( ) 30 W5 N RRIEE TS
2 2 7 _-25 !
V. GlE| -G = =% - L =22 -
(5) V=357 /
G(l)—G(l)=i+£=l IBED
2 3 0 >
2 1 26 1 /
El drea buscada es: ‘i +1_26_13 p
6 6 6 3 5
/
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para i
obtener su area). /

3 Halla el area bajo la curva y = Vx entre x=0 Yy x=4.

I. Buscamos la primitiva de la funcion f(x) = Vx .

G<x>=jmx=§.¢x—s

2 16
I G(0)=0, G4 == -8=—=
=0, GWH 3 3

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



.G - G = 10 - 10 2 g
3 3 // Y= NX
p - .16 - !
El drea buscada es: — u~. /
3 /
(Se incluye la grifica, aunque es innecesaria 1 2 3 4
para obtener el area).
4 Halla el area comprendida entre y=x%—-5 e y=—x?+5.

I. Buscamos las soluciones de: x2—5=-x2+5. Son —\5 y V5.

Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.
II. Se obtiene la funcion diferencia:

y=(x*+5) - (-5 =-2x*+10
III. Buscamos su primitiva:
253
G = j(—sz F10dx = 2 4 10x
IV.G(—€)=%@, G(€)=?\@ | I
4 =N
V. G(5) - 6(5) = 245 + D45 = D5 (VAR
) 40 A= 3
El area buscada es: =5 uZ I\ L \
3 [\ /I\
y=+xt S
(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria para
obtener el area). I \

5 Calcula el drea comprendida entre las curvas dadas en cada uno de los ejer-
S cicios siguientes:

a) y=4-—x?% y=8-2x2 b) y=x% y=4-x2

o) y=a3-3x2+3x; y=x d) y=x(x-1)(x-2); y=0

e y=x%y=1 f) y=x?-2x; y=—x2+4x

Q) y=—x?+4x—4; y=2x-7

a) 1. Buscamos las soluciones de 4 —x? =8 —2x% Son -2 y 2.
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=(8-2x%)—(4-x%)=4—x?

III. Calculamos su primitiva:

G(x) = J(4 —x3)dx = 4x — x?s

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



8 16

[uiy

IV.G(—2)=—8+g=_? 2
=48 - 2x?
G2 =g 8 -10 /é\y
3 3 v
16 [ 16\ 32 / y \\
V. GQ2)-G(2)= — —[-— | == 3
BoeeD =g ( 3) 3 / L \
2 JZEEE S AN
El drea buscada es: B—uz.
3 2 1 0 1 >

b)I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x?% = 4 — x2.

Son —V2 y V2 (nuestros limites de integracion).
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=(4—-x?) —x? =4 - 2x?

II. Calculamos su primitiva:

G(x) = j(4 —2x2)dx = 4x — ZTJ@

V. G(—V2) = ‘83—\5, c(N2) = #

V. G(Z) - G(Z) = £2 , BYZ 102

3
16\2
e

El area buscada es:

(Se adjunta la grafica, aunque es innecesaria para hallar el area).

4] y=4d-y°

w»

i

-2 -1 0 1 2

o) I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: x3 —3x? + 3x = x. Son 0, 1y 2.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y =3 —3x2+3x) —x = x3 - 3% + 2x

III. Calculamos su primitiva:

4
G(x) = J(x3—3x2 +2X)dx = XT — 3+ x2

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



IV.G(O) =0, G() =4, G2)=0
1
G - GO = =
4
-1
El 4rea buscada es: - + _—1‘ -1l
4 4 2

DL

II.

III.

e L

II.

I11.

Iv.

1

(La grafica que se adjunta es para
entender mejor el ejercicio, pero es
innecesaria para obtener el area).

]

V=X
//
— y=a743x% + 3x

Buscamos las soluciones de: x - (x—1) - (x—-2)=0. Son 0,1 y 2.

Calculamos la funcion diferencia:
y=x-(x-1D (x-2)

Calculamos su primitiva:

G(x)=Jx~(x—1) . (x—Z)dx=xT4_x3+x2

Resulta que se trata del mismo ejercicio que el apartado ©).

El area buscada es: % u?,

Buscamos las soluciones de la ecuacién: x?>=1. Son -1 y 1.

Calculamos la funcion diferencia:
y=x>-1

Calculamos su primitiva:

Gx) = j(xz ~ D = %5 _x

Ui

2 -2

G- =2, Gy ===

D 3 D 3
-2 2 —4
G -G ="2_2_-—
(€)) =D > 3 3

El 4rea buscada es: ‘—_4 ‘ -4 u?.

3 3

(Se adjunta la grifica, aunque es

innecesaria para resolver el ejer-
cicio).

-1

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones




f) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x? — 2x = —x? + 4x. Son 0 y 3.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y = (x% - 2x) — (—x? + 4x) = 2x% — 6x

III. Calculamos su primitiva:

G(x) = J(sz —6x)dx = 2?963 — 3x?2

4
p=—x?+ dx
IV. G(O) =0, G(3) =9 3
2
V. G(3) - G(0) = -9 N /
El drea buscada es: |-9| =9 u? 0
(Se adjunta la grafica, aunque es -1 =t 2
innecesaria). -2

@) 1. Buscamos las soluciones de: —x? + 4x—4 =2x—7. Son -1 y 3.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y=(x?+4x—4) - Qx—7) = -x+ 2x + 3.

III. Calculamos su primitiva:

3
G(x) = J(—xz +2x + 3)dx = % +x2 + 3x

[uiy

-5 _ y=—x+ dx — 4
V. G(-D = 3 G(3) =9 & 0

LOSIE \ SR

5 _ 32
V. GBR) -G(E=1) =9+ 2 =22
3 =D 3 3

y=2k—7
p 2
El drea buscada es: 92 2, / 6
3 /
(Se adjunta la grafica, aunque es / 3
innecesaria para la resolucion del 9
ejercicio). 10

0 Calcula el drea de la regién limitada por la curva y = (x—1)? (x + 1) y las
§ rectas y=0, x=2, x=1.

I. Hallamos las soluciones de la ecuacion: (x—1)? - (x+ 1) =0. Son -1 y 1.
II. Ordenamos los extremos del intervalo y las raices que hay entre ellos: 1, 2.
I1I. Buscamos una primitiva de f(x):

4 3 2
(w12 _xt X a?
G J.(x D2 D= 222

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



-2 _4 4
IvV. G(1) e G(2) 3
3
V. G(Z)—G(1)=§_i=£

2 12 2 =(x—1) 1 =2
N Y )Z (x +/ X
El drea b S(‘ada es —— u~.
u 12 /

(Se adjunta la grafica, aunque es in- 0 1 2
necesaria para resolver el ejercicio).

o Halla el area limitada por las parabolas y = x? e y%=x.
I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: x = x* Son 0 vy 1.

II. Calculamos la funcion diferencia:

y=xt-x
III. Buscamos su primitiva:

G(x) = j(xz —\x)dx = %3 - %\/F
IV. G(0) = 0, G(1) = %

v, G(l)—G(O)=_5—1—0=i |

3 I —

5

El drea buscada es ‘i‘ -1 /
3 3 /
(Se adjunta la grafica, aunque no es / - Lol
necesaria para la resolucion del ejer- /
cicio). 0 1

8 Calcula el area de la region limitada por la curva y = > vy las rectas
S x=2,x=3,y=0. X" =2
I. Hallamos la solucion de X __=0. Es 0.
x? =2

II. Como esta solucion se encuentra fuera del intervalo de integracion, los extre-
mos son 2y 3.

III. Buscamos la primitiva de la funcion f(x) = zx , la cual es continua en di-
cho intervalo: X =

G(x)=J X dx=%-ln|x2—2|

x2-2

IV. G(2) = &= - In (2), G(3)=%-ln 7

i3
2

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



V. GB3) - G(2) = % Am@D-m@]

El area buscada es:

% N = @) w2 x =

(Se adjunta la grifica, aunque es in-
necesaria para la resolucion del ejer- i > -0 3
cicio).

o Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos si-
guientes:

a)f(x)=Vx—-1 entre x=1y x=5
b) f(x) = x? entre x=-1y x=2

Af(x)=x-x% entre x=0y x=1

5 5 5
a) V=T|:-J(\lx—l)zdx=ﬂ:-j(x—l)dx=n[%2—x]j=8nu3.
1 1 1

2 2 512
b)V=n~J (xz)zdx=n-J' x4dx=n[x?>] -n- L
=

-1 1 5

1 1
9) V=T|:~J (x—xz)zdx=n~J =203+ x2) dx =
0 0

x> 2x

4 371
+ X _lUS.

54 3o 30

10 cCalcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje X los recintos li-
mitados por las graficas que se indican:
a) f(x) =V, g(x) = x2 b)y2=4x, x=4

a) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: Vx = a2

Son 0 y 1.
Estos son nuestros limites de integracion.
II. Calculamos la funcion diferencia:

y=x - x2

1 1
n.v=m J. (N —x2)2 dx = TEJ. (x + ot — 20052)dlx =
0 0

2 5 1
= n[x_ + X ix7/2] = in ud
2 5 7

o 70

4 4
b V=m- J-f(x)z dx =1 J (402 = 7 - [827]! = 1287 3
0 0

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



/4
11 cCalcula: J sen x cos x dx
0

/4 V22 22e
J senx-cosxdx=J. tdt=[_] =

0 0 2 o 4
Aplicamos el siguiente cambio:

senx =1 cosx-dx=dt

para x=0; =0

ara x= %, = ﬁ
p 4 ) 2

12 Halla el valor de la integral definida de la funciéon f(x) = +1 —3 cos (2nx)
S enelintervalo I= [0, 2]. x

y . 2
J( X —5'COS(ZTEX))dx=[ln(x+1)_3L(znx) -
olx+1 > .

=mQBR) - =mQ3)

PARA RESOLVER

13 a) Dibuja la region limitada por la curva y = x(3 - x) ylarecta y = 2x — 2.

b) Halla el area de la region descrita en el apartado anterior.

a) >

2 N

3 T=XG=X)
o)
1

-1 ] 0 p.
S A0

[
=z

b) 1. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x - (3 —x) =2x—-2. Son -1 y 2.
I1. Calculamos la funcién diferencia:
S =x - B-x0-QRx-2)=-x>+x+2
III. Calculamos su primitiva:

ENCI
G(X)=J.(—x2+x+2)dx=%+x7+2x

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



il

IV.G(-D = G

, G(2) =
V. G(2) - G(=1) =

10
3
El area buscada es %

m Dibuja el recinto plano limitado por la parabola y?—x =1 y por la recta pa-
ralela a y = x que pasa por el punto (1, 0). Calcula el area de ese recinto.

I. Calculamos las soluciones de la ecuacion: y?—1=7y + 1.

(Esta ecuacion resulta de despejar la x en: y? —x=1; y=x-1).

Sus soluciones son y=-1 y 2. % By
, T k=P’
L~
X
T~
\\\
II. Calculamos la funcion diferencia:
x=0?-D-@+D=p>-y-2
IIT. Buscamos su primitiva:
3 2
GO =J(y2—y—2) dy=2 -5 -2y
7 -10
V.G ==, G2)=——
=D S (2 3
-10 7 _ 9
V. G -G-H="2 - L =2
(2 =D 3 G >
El 4rea buscada es ﬁ‘ =22
2 2
2 5
15 Comprueba que J |[2x—1|dx = >
0
2 1/2 2
j 12v—1] ~dx=[ (2x+Dax+ [ @v-1dx=
0 0 1/2
a2 1/2 2_2=_ 1 __1 1=5
[.x +.x]0 +[.x x]l/z T+E+4 2 Z"'? ?

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



@ Halla el area limitada por la funcion y = 2x — x? y sus tangentes en los pun-

17

tos en los que corta al eje de abscisas.
I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: 2x—x2=0. Son 0 y 2.

II. Calculamos la derivada de f(x) = 2x —x?%, que es ['(x) = 2 — 2x.
La tangente que pasa por (0, 0) tiene pendiente f"(0) = 2, por tanto es ) = 2x.
La tangente que pasa por (2, 0) tiene pendiente [/(2) = -2, por tanto es
Y =-2x+4.

III. Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: entre 0y 1y entre 1y 2.
La funcién diferencia en el primer intervalo es:

[0 = 2x — 2x — x?) = x?

y en el segundo intervalo es:

S =-2x+4-Qx—x?)=x?—dx+4
IV. Sus primitivas son:

3
G, () = szdx = %

3
G, (x) = J(x2—4x+ 4 dx = x? —2x% + 4x

1 1
V. GI(O) = O, Gl(l) = g, Gl(l) — Gl(O) = g
7 8 1
Gz(l) = e Gz(z) = It Gz(z) - Gz(l) = =
3 3 3
El drea buscada es: % + % = % u?. 3
y=-2x+ 4 y=2x
(Se adjunta la grafica aunque no es 2
necesaria para resolver el ejercicio).
1
y = 2x+ x°
0 1 2

Dadas la hipérbola xy=6 ylarecta x+y—7=0, calcula el drea limitada por la
recta y la hipérbola.

I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: 7 — x =
mites de integracion).

g. Son 1 y 6 (nuestros li-
X
II. Calculamos la funcion diferencia:

_ 6
y7xx

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



IIT. Buscamos su primitiva:
2
G(x) =J(7—x—é) =7x-% _6-n|x|
X 2

—y_L1_13
V.G =7 -5 ==

G(6) =24-6"In(6)

v, G(6)—G(1)=24—6-ln(6)—%=3—25—6-ln(6)

El area buscada es: 7
6
S _6-m©
2 5
AN yo 7o ¥
(Se adjunta la grafica, aunque no es 3
necesaria para resolver el ejercicio). ) >
1 % —
0 1 2 3 4 5

® Calcula el drea limitada por la curva y = x3 — 2x? + x y la recta tangente a
ella en el origen de coordenadas.

I. Calculemos la ecuacion de la recta tangente en el punto (0, 0), para ello calcu-
lamos la derivada de nuestra funcion:
y'=3x?—4x+ 1
»'(0) =1 (pendiente)
La recta tangente tiene por ecuacion y = x.
II. Calculamos las soluciones de: x3 — 2x? + x = x. Son 0y 2 (limites de integracion).

III. Obtenemos la funcion diferencia:

y=x3-2x%+x—x=x3-2x?

4 3
IV. Buscamos su primitiva: G(x) = J.(x3 —2x%)dx = XT - 2%

V. G(0) =0, GQ2) = %

G(2) - GO) = ‘3—4

El drea buscada es: ‘_—34‘ = % u?, y=x

(Se adjunta la grafica aunque no es
. . - . L= D _ Dl

necesaria para la resolucion del ejer- Y= X7 2

cicio). 0 1 2

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones
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19 Halla el area comprendida entre la curva y = 4
S 9 + 2x2
las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexiéon de dicha curva.

, el eje de abscisas y

I. Buscamos los puntos de inflexion, para ello, calculamos las dos primeras derivadas:

—16x

T 01 )2

-16 - (9 + 2x* — 8x%)

(9 +2x2)3
Igualamos a cero para encontrar en qué valores de x la segunda derivada es
cero.

yl! -

%, o

Esto ocurre en ——— y —— (puntos de inflexion).

II. Calculamos la primitva de nuestra funcion:

G(x) = J9+2x2 =¥ arc 1g (\/790)
.6 8) - 22 e 3]
G(\/g)=¥ m’ctg( 33)

El area buscada es: ¥ (arc 1g (g) —arc g (—?))

(Se adjunta la grifica, aunque es in- 4
necesaria para la resolucion del ejer- — | 2
cicio).

|
+ .
o |
=
i

250 Si f(x) = \/% y g() = [1-x]|:

a) Dibuja las dos graficas en un mismo plano y halla sus puntos de intersec-
cion.

b) Determina el area del recinto encerrado entre ambas graficas.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



) ot 1—x si x<1 Y
a x) = |1-x|= . ) = |1 - |x
g | | x—-1, si x>1 g | |
Buscamos los puntos de interseccion
resolviendo la siguiente ecuacion: \ — "
! - =N
X

‘x —
\,7—(1—96)

Sus soluciones son -~ y 2. (Limites de integracion).

b) Tenemos que distinguir dos intervalos de integraciéon: — a 1 y 1 a 2.

La funcion diferencia en el primer intervalo es:

by (x) = \/% ~(1-w)

La funcion diferencia en el segundo intervalo es:

by(x) = \/% ~(x-1D

II. Sus primitivas son:

L.

HZ
1\_ s _2\2-3 _\2 1
111 Hl(?) T HD = —F 3
V2 1 4
H) = 5+ 2 H@ =3
o2 1,5
V. H,(D Hl(?) 212
4 2
HyD) ~Hy(D = 5 = =5 = =

V2 1,

4 5
El drea buscada es 2 %3 3

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



21 Se considera la funcion:

x2 si 2<x<0
g(x) =1 2x si 0<x<2
10-3x si 2<x<4

Representa la funciéon g y calcula el valor de las siguientes integrales defi-
nidas:

1 4 4
I= g(x)dx J= J' g(x)dx K= g(x)dx
-2 1 -2

yE10 B

1 0 1 370
I=J g(x)dx=J xzdx+J2xdx=[x—] +[x2]]=§+1=—
) -2 0 315 03

4 2 4 5 302 14
]=J‘g(x)dx=J.2xdx+J'(10—3x)dx=[x2]1+[10x— > ] =5
1 1 2 5

4
K=I g(x)dx=l+]=£+5=§
-2 3 3

@ Dibuja el recinto comprendido entre las graficas de las funciones y = Lz’
S y=x, y=8ux, yhallasu area. x

_ N W RN
<
I
o0
$

L\ y=x
4 >
0 -
-1 y= L?
-2 x
-3
-4

I. Buscamos los puntos de interseccion de las funciones:

=x: Soluciéon x = 1.

I~ e

[S)

= 8x: Solucion x = %

X
x = 8x: Soluciéon x = 0.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



Tenemos dos intervalos de integracion: de 0 a % y de % a 1.

II. Hallamos la funcion diferencia en el primer intervalo:

S0 =8x—x
Y en el segundo intervalo:
Lo =L —x
22
IIT. Buscamos sus primitivas:
2
G, () = J(Sx— x)dx = 7%

G,(x) = J.(L —x)dx = ;—1 - %2

N
~l
—
[\
(S}
o

23 Calcula el area del recinto plano limitado por la curva y = x2e* y las rectas
S x=0vy x=5.

Buscamos una primitiva a nuestra funcioén:
G(x) =Jx2 ce¥dx=(x?-2x+2) e

(aplicando el método de integracion por partes).
G) =2 1000
GG5)=17 ¢
G -GO) =17 e -2

El 4rea buscada es (17 - € — 2) u?.

(Se adjunta la grafica, aunque no es
necesaria para resolver el ejercicio).

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



24 Halla el polinomio de segundo grado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0),
S sabiendo que el irea limitada por esa curva, el eje Y y el eje X positivo es

4/3.

Como el polinomio pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0), una raiz es x =3, por
tanto: y = (x—3) - (ax—b)

Por otro lado, cuando x =0, y=1, asi: 1=-3-(-b) =3b, b= %

Quedando: y=(x-3) - (ax - %)
Puesto que pasa por los puntos indicados y esta limitado por los ejes X e Y (po-
sitivos), los limites de integracion son 0 y 3.

Asi, buscamos la primitiva del polinomio:

ez (e L= @ 5, %7 1 2
G(x) J.(x 3) (ax S)dx 3 Saz 6x +x
G0 =0
G3)=9a-2La-2 +3

coy_ 27, 9 (34
G(3) - G(0) =9a 201 6+5 3

De donde sacamos que a = %

Por tanto, el polinomio es: y = (x —3) - (%7 X - %)

25 Dadalacurva y = x? + 2x + 2, halla el drea limitada por la curva, la recta
S tangente en el punto donde la funcién tiene un extremo y la tangente a la
curva con pendiente 6.

Buscamos el punto donde la curva tiene un extremo, hallando su derivada e igua-
lando a cero: y'=2x+ 2 =0, el punto es (-1, 1.
La ecuacion de la recta tangente en dicho punto es y = 1.

Por otro lado, la ecuacion de la recta tangente con pendiente 6 es y = 6x — 2.

Buscamos los puntos de corte de la curva con ambas rectas, de p = x? + 2x + 2
con y=1es (-1, 1); de y=x?>+2x+2 con y=6x-2 es (2,10); yde y=1

con y=06x-2 es (%, 1).
Distinguimos dos intervalos de integracion: de -1 a % y de % a 2.
En el primer intervalo la funcion diferencia es:

i) =x?+2x+2-1=x?+2x+1

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



En el segundo:
) =x?+2x+2-(6x—2) =x?—4x + 4

Buscamos sus primitivas:

3
Gl(x)=x?+x2+x

3
G,(x) = X ox? + 4u

)= —L 1y 19
GED 3’G1(2) 24
1y _ 37 -8
6f5)- 2 a2
N_eep=1L2,1_9
Gl(z) G,(=D 5 +5 5
_ofl)=8 _37 _9
G2 Gz(z) 3 24 8
El 4rea buscada es: > + 2 = 2 2,
8 8 4
. /
, y4
6 y:x2+2.x+2//
5 /4
. A/y=6x-2
q /
1 / »1/’:1
|
-1 o 7112 1 2

@ De la funcion f(x) = ax3 + bx? + cx + d se sabe que tiene un maximo relativo

S

1
en x =1, un punto de inflexion en (0, 0) y que J S(x)dx = %
0

Calcula a,b,c y d.
Sabemos que pasa por el punto (0, 0), es decir, f(0) =0, de donde averiguamos
que d=0.

Por otro lado, sabemos que tiene un maximo relativo en x =1, esto es que /(1) =0,
es decir: 3a + 2b+ ¢ = 0.

También tiene un punto de inflexion en (0, 0), por lo que f”(0) = 0, de donde
b= 0.

Como 3a+2b+c=0y b=0, setiecneque 3a+c=0 — c=-3a.

Asi, nuestra funcién queda reducida a la funcion: f(x) = ax3 — 3ax.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



Buscamos su primitiva:

4 2
- _a _3a __5a
GO =0, G(D 7 > 7
G - G(O) =—57“

El resultado es —STQ que es igual a %, de donde deducimos que a = -1 y por

tanto ¢ = 3.

La funcién buscada es f(x) = —x3 + 3x.

Teniendo en cuenta que la funcién f(x) = 2x3—3x2 + k toma valores positi-
vos y negativos, halla el valor de k& de forma que el area de la region limita-
da por el eje X, lasrectas x =-1, x =2 ylacurva f(x) quede dividida por
el eje X en dos partes con igual area.

Supongamos que x = a comprendido entre —1 y 2 es el punto donde nuestra
funcion corta al eje X, por tanto tenemos que distinguir dos intervalos de integra-
cion:de -1 a a yde a a 2.

Buscamos una primitiva de nuestra funcion:

4 4
G(x)=%—x5+/ex=x7—x3+/ex

G- =3 —k

G(2) =2k
Si suponemos que en el primer intervalo la funcion es negativa, el area es:
GE-D - G(a)
y en el segundo intervalo al funcion es positiva, el drea es:
G2 -G
Y como el area en los dos intervalos tiene que ser igual, se tiene la siguiente igualdad:

GED - Gla) = G2) - Gla)

es decir:
GED = G(2)
3 _k=2k
2
b= L
2

Observar que se obtiene el mismo resultado independientemente de qué intervalo
consideremos en el que la funcién es positiva o negativa.
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28 Se consideran las curvas y = x? e y=a, donde 0 < a<1. Ambas curvas se

S cortan en el punto (xy, ¥,) con abscisa positiva. Halla a sabiendo que el
area encerrada entre ambas curvas desde x =0 hasta x = x, es igualala
encerrada entre ellas desde x = x,, hasta x = 1.

El punto de corte es (Na , a). Y ,
Dibujamos las dreas para tener una idea /
mas clara de nuestro ejercicio: /
/
1
a yTFa
7
T X

Tenemos dos intervalos de integracién: de 0 a Va y de Va a 1.
La funcion diferencia para el primer intervalo es:
fi0) = a - x?

Su primitiva es:

3
G (x) = ax — %
G, =0, ¢,(Na)=aVa - ﬂgg - Zaf
El area en el primer intervalo es % ul.

La funcion diferencia en el segundo intervalo es:
L) =x?-a

Su primitiva es:

3
G,(x) = x? —ax

G(Va) = %~ aa, G2(1)=%—a

201\/5
3

1 2a\a

El area en el segundo intervalo es 3" a+ 3

G, - G,(Na) = % —a+

u?.

Como el drea en los dos intervalos es igual, se tiene que:

Za\/g 1 Za\/g
— —a +
3 3 3

De donde obtenemos que a = %
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29 Sean y=ax? e y=ax+ a las ecuaciones de una paribola p y de una recta
S r, respectivamente. Demuestra las siguientes afirmaciones:

a) Los puntos de corte de p y » no dependen del valor de a.

b) Si se duplica el valor de a, también se duplica el area encerradaentre p y 7.

a) Los puntos de corte se obtienen al igualar ambas ecuaciones:
ax*=ax +a

Z_ax—-a=0

ax
a - (xr-x-1=0

Como suponemos «a # 0, para que sean ciertamente una parabola y una recta,
dividiendo toda la ecuacién entre a, llegamos a:

x2—x-1=0

1+45 1-+5
Sy

> (las cuales no dependen de a).

y sus soluciones son:

b) La funcion diferencia es: f(x) = ax + a — ax> = a - (=x> + x + 1)

Si llamamos h(x) = —x?

+x+ 1, setiene que: fi(x) =a - h(x)
y la primitiva de f(x) es a por la primitiva de h(x), es decir:
G,(x) =a - Hx)

El darea comprendida es por tanto:

() a5 b))

2

Si duplicamos a, se tiene que la funcion diferencia es ahora:
S, =2a - h(x)

y su primitiva:
G,(x) = 2a - H(x)

Por lo que el drea comprendida es:

) o) ) o)

2
@ Halla el volumen del cuerpo limitado por la elipse ;— + %=1 al dar una
§ vuelta completa alrededor de OX. 5
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31

32

Calcula el area limitada por f(x) = 4x & eleje X ylasrectas x=a vy

x%+

x =0, siendo a y b las abscisas del maximo y el minimo de f.

La funcién corta al eje X en x = 0.

Por otro lado, tiene un minimo en x = -2 y un maximo en x = 2.

Tenemos que distinguir entre dos intervalos: de =2 a 0 yde 0 a 2.

Hallamos la funcion primitiva:

4x
X+ 4

G(x) = dx = 2In (x? + 4)

El 4area en el primer intervalo es:
G2 =2 In(®
GO =2 -In
GO - G2y =2 (In (4 - In(8)
12 (In @ -in®)| =2-(n® -In @) u?

El drea en el segundo intervalo es:
G2)=2In®
G2 -G =2 (In(©® -In#)
2-(In(®) —In (D) u?

El area total es:

2-(In@®-mm@)+2 - (In® —n ) =4-(In (B —In4) u?

Halla el drea comprendida entre las curvas y = e¥, y = 2x — x? y las rectas

x=0y x=2.

I. Hallamos la funcion diferencia:

y=e¥—(Q2x—-x%) =+ x> -2x

II. Buscamos su primitiva:

3
G) = e¥ + X _ x2
3 10
. G(O) =1 z
G(2) = e? - % 2 _
G(2)—G(0)=ez—i—1 g ,/
3 5 _—
4 ! ol
El 4rea buscada es (ez - = - 1) u?. —
3 0 1
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33 Lacurva y= %, los ejes de coordenadas y la recta x = 4 limitan una su-
X +

perficie S. Calcula el area de S y el volumen de la figura engendrada por §
al girar alrededor del eje X.

Buscamos una primitiva:
Gx) =4 -In|x+4]
GO =4 In&
G =48
G4 - G) =4 (In(8) —In (D)
El drea buscada es 4 - (In (8) — In (4)) u?.

1

x=0

-16

4 16 _
X+ 4 T -

0
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@ Halla el area de la region del plano limitado por la curva y = In x, la recta
y =2 ylos ejes de coordenadas.

Lacurva y=Inx e y=2 secortan en X = e, por tanto los limites de integracion
son 1 y e? Por otro lado, la regién comprendida entre 0 y 1.
Asi que distinguimos dos intervalos: de 0 a 1 yde 1 a €%
En e primer intervalo, la funcion diferencia es: y=2-0 =2
Su primitiva es:

G, (%) = 2x

G,(0) =0, G(1)=2

G, (D) - G,(0) = 2
El drea para el primer intervalo es 2 u?.
En el segundo intervalo, la funcion diferencia es:

y=2-Inx

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



Su primitiva es:
Gy(x) =2x—(xIn |x| —x) =3x—xn |x|
Gle*) =3 e*—e? - 2=¢?
G,(1) =3
G(e?) - G, (D =¢e*-3

Fl drea para el segundo intervalo es (e? — 3) u?.

Por tanto, el area total es: 3
Q+er-3)=(e?-1) uz

y=2

2
/
/
/ y=Inx
1 1
s
0 1 2 3 4 5 6 7 8

35 Calcula el area de la figura limitada por las curvas que se dan en los siguien-
tes casos:

a)y=2-x% y=|x|
b)xy+8=0, y=x2% y=1

cy=senx, y=cosx, x=0

a) 3 Se cortanen x=-1y x=1.
5 En el intervalo de -1 a 0, la fun-
cion diferencia es:
= [x]
y=2-x'-(=0=2-x*+x
: En el intervalo de 0 a 1, la fun-
y =27 40 di ) eg
. cion diferencia es:
3 =2 T4 0 1\ 2 3 y=2-x?-x

Por simetria, basta calcular el area en uno de los dos intervalos, por ejemplo, en
el segundo. Buscamos su funcién primitiva:

_ a3 2
G(x)=i—%+2x

-7
G = =
G0 =0
G - G(O) =

El drea total es 2+ = = % u?.

o\~ N
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b)

)

4 Las tres funciones se cor-
~ 3 tan2a2en: -§, -2 y —1.

= uE
S b 2 Por tanto, calculamos el
] ) area en dos intervalos, de
y=1 -8 a -2 yde -2 a -1.

9 8 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

La funcion diferencia en el primer intervalo es: y = s
x

Su primitiva es:
G x)=-8-In |x| -x
G (-8)=-8-n(-8) +8
G(=2) = —8 - In (-2) +2
G2 -G =-8-mn(2)+2+8 In(-8)-8=

=—8-(ln(—Z)—ln(—S))—6=—8-ln(%)—6=81n4—6

La funcion diferencia en el segundo intervalo es:
y=x?-1

Su primitiva es:
3
G = X _
5 (0) 3 X
-2
G,(-2) = —
D=5
2
G,(-1D) ==
D=2
_ 4
G,(-1) - G,(-2) = 3

El 4rea buscada es: (81n 46+ %) = (81n 4 — 1?4) u?

o 1

y=senx
Las dos curvas se cortan en

X = T
Y =cosx 4"

Por tanto, nuestros limites de

. - T
integracion son 0 y —.

4
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Buscamos la funcién diferencia:
) = Cos X — sen x

Su primitiva es:
G(x) = sen x + cos x

GO =1

G(%) =2

G(%)—G(O) -V2 -1

El drea buscada es (N2 — 1) uZ

2

36 Sabiendo que el area de la region comprendida entre la curva y = x? yla

recta y = bx esigual a %, calcula el valor de b.

La curva y = x?

x = 0.

y la recta y = bx se cortan en el punto de abscisa x =5 y en

Asi, nuestros limites de integracion son 0 y b.

La funcion diferencia es:

y = bx — x?
Su primitiva es:
bx? X3
G =2 _ 2
(x) 5 3
GO =0
bh3
Gb) = —
6 10
G - GO = 2 ;
- =— 8
6 - ~/
9 6 y = 3x /
Como el drea es =, se tiene que: .
2 a 2 e y = x*
3 3
W
de donde obtenemos que b = 3. 0 1 2 3

37 Calcula el valor de a para que el area de la region limitada por la curva
y=-x%+ax yeleje X seaigual a 36.

La curva corta al eje X en los puntos de abscisa 0 y a (estos son los limites de
integracion).
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Su primitva es:

2

3
Glx) = =X 4 9X°
(0 3 5
G0) =0
3 10
Gla) = % 9 :
Yy =-x+ 0x
8
3
G - GO = < : / \
5
Como el drea es 30, se tiene que: 4
a’ _ 36 z // \\
6 1/ \
de donde averiguamos que a = 0. 0 1 2 3 4 5 6

38 Dada la funciéon y = xi’ calcula el valor de a para que el area limitada

+1
por esacurvay las rectas x=0 y x=a seaiguala 2.

Buscamos su primitiva:

Gx)=2-In(x+1

GO) =0 x+ 1

Ga=2 Im(a+1 1

Ga@-GO=2-m(a+1)
Como el drea es igual a 2, se tiene xge-1
que: 2-In(a+1) =2 de donde
averiguamos que a =e — 1. 0 1 e—1

39 Considera la region del plano que determinan las curvas y=e* e y=e?** y
larecta x = k.

a) Halla su area para k= 1.

b) Determina el valor de k> 0 para que el area sea 2.

a) Si k=1, nuestros limites de integracion son 0 y 1.
Hallamos la funcion diferencia: y = e — e*

Su primitiva es:
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2
El area buscada es (% —e+ %) u?,

[ SP RS SN SV B ) SR B e o]
I \
=
Il
—

(=]
—

b) Ahora nuestros limites de integracion son 0 y k. Como la funcion diferencia y
su primitiva son las mismas que en el apartado a), se tiene que:

-l
GO = >

2%k
Gl = - — et

2k
G(k) — G(0) = %-eh%

2k
Como el drea es 2, se tiene que: - - ek + % =2

Resolviendo la ecuacion, averiguamos que k= I (3).

40 Calcula el area encerrada entre la curva y = x> —2x—3 y la cuerda de la mis-
ma que tiene por extremos los puntos de abscisas 0y 1.

Los puntos que determinan la cuerda son (0, -3) y (1, -4), de donde obtenemos
la ecuacion de la recta que contiene la cuerda:
=—x-3
Nuestros limites de integracion son 0 y 1.
Hallamos la funcion diferencia:
y=x?-2x-3-(=x-3) =x’-x

Su primitiva es:

3 2
Glx) = X _ X~
x) 3 P
1
0
GO =0
. -1
G() = % 5
-2
G(1) - G(O) = %1
El area buscada es _6—1‘ = % u?,
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@ Dadas y=-x%+1 ylarecta y=a, a<0, determina el valor de a de modo

42

) 8V2
que el area entre la curva y la recta sea ——u“.

La curva y la recta se cortan en los puntos de abscisa x=-V1-a y x=Vl—-a.
La funcion diferencia es: y=-—x?*+1—-a
Su primitiva es:

43
G(x)=%+x—ax

G(NT—a) - —(“5—”03 Tz +a NiTa
o(T=a)y -9 g o vima

G(N1-a)-G(—N1-a =%(1 —a) VNl-a

Como el area es , igualamos: 5 ,
y=-x"+1
%(1—a)~\/1—a=8\5/—2 !
) / 1 0 \
Resolviendo la ecuacién, obtenemos / -1 y=-1 \
que a=-1. 2

Halla el area de la porcion de plano encerrada entre las curvas y = sen x e

y = sen 2x para valores de x en el intervalo [0, %]
Las curvas se cortan en el punto de abscisa x = %

Por tanto, tenemos dos intervalos de integracion de: 0 a % y de % a %

La funcion diferencia en el primer intervalo es: y = sen 2x — sen x

Su primitiva es:

Gl(x)=#+cosx
G0 = F- 1=
aff)- 4ot
cﬂ%—q®=%—%=%
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La funcién diferencia en el segundo intervalo es: y = sen x — sen 2x

Su primitiva es:

G,(x) = —cos x + cos 2%

. 1 1 -3 ! y = sen 2x o
GlE)l="2_ 2 =22
2(3) 2 4 4

T)_ -1 n
Gz(z 2 )

‘}f’ = 8en x

T T -1 3 1
GlE|-G| L=+ 2 ==
2(2 2(3) 2 4 4
El drea buscada es %+ % = % u’. ! > g

2
43 Halla el area comprendida entre la curva y = (x——l)z’ el eje OX vy las rectas
x=1y x=2. (x+1

Buscamos una primitiva de nuestra funcion:

G(x)=_[(x‘—1)2 dx=J'(1—4—x) dx =

(x + 1)? x2+2x+1

=x_2.J.de=

x2+2x+1
=x_zjﬂdx+zj;dx=

x2+2x+1 (x+ 1)?

1

=x-2-Inx+1D?>-4 ——n

¢ ) o D

G =-2-In#H-3
2
G(2)=g—2-ln(9)

G2 -G

%-2m<9)+2m(4)+3=

2

= 15—1+ 2(In (49 —In (9) = % + 2(Zn (%) u

11 +2In (i)
3 9

2

El area buscada es u”.

(x - 1)?
(x + 1)?

)
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44 Calcula el area limitada por la hipérbola xy =1 vy la cuerda de la misma que
tiene por extremos los puntos de abscisas 1y 4.

La cuerda tiene por extremos los puntos (1, 1) y (4, %)
Asi, obtenemos que la ecuacion de la recta que contiene a la cuerda es:

y:ﬁ-}-i

4 4
Nuestros limites de integracion son 1y 4.

Calculamos la funcion diferencia:

% | 5x
G(x)—?+7—ln|x| .
G(l)=% y-TH 7
GA)=3-In4

N

El drea buscada es (1—85 -In 4) u?, I 5 B %

Y

2|

G(4)—G(1)=5—ln4—%=£—ln4 ,

45 Laregion limitada por larecta y = x—3, la parabola y = (x—5)? y el eje OX
gira alrededor del eje OX. Halla el volumen del cuerpo de revolucion que se

genera. .

Buscamos los puntos de corte de la recta

y la pardbola: 3 y=%—3
x=3=(x-5)? 5 /

Se cortan en los puntos (4, 1) y (7, 4.
Por tanto, nuestros limites de integracion 1
son4y7.

4 5 6 7

Hallamos el volumen generado por la recta y = x— 3 alrededor de OX entre 4 y
7,y posteriormente le restamos el generado por la curva y = (x — 5)? alrededor de
OX entre los mismos limites.

7 3
V1=n-J(x—3)2dx=n~[—(x_3) ]7=21-1tu5

4 31y

" — 5y (x=55]7 _ 33
V2=n‘J.(x—5) dx=m - ] = =2 .ul

4 5 )
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El volumen buscado es:

V]—V2=21-Tt—i-1t=2~nu3
5 5

46 Halla el volumen del cuerpo engendrado por la region del plano limitada
por los ejes de coordenadas, la curva de ecuacion y=e™~ ylarecta x=3, al

girar alrededor del eje OX.
1

v

3 3
n~J.(e"‘)2dx=n~J'e‘2xdx=
0 0

=T [P T 6 3
- e x]o - (e Du

@ Calcula el volumen que se obtiene al hacer girar alrededor del eje OX el re-

cinto limitado por las funciones y = l, x=y2% x=4.
x

):i \
J x

—

1 2 3 4
1 .
Las curvas y = — y x =2 se cortan en el punto de abscisa 1. Por tanto, nuestros
X

limites de integracion son 1y 4.

El volumen buscado es el resultado de restar el volumen engendrado por la curva
Y= Vx alrededor de OX entre 1 y 4, y el volumen engendrado por la curva y = L
X

alrededor de OX entre los mismos limites.

4 214
V1=n~J.(\/;)2dx=n~ x_] - BT s
! 2], 2
4 2 4
V2=n«'|.(l) dx =T - i] _3m 3
1"\x 1 4
El volumen buscado es:
Vl_Vz_15_71:_3_75_27_7C 3
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2 2
48 cCalcula el volumen engendrado por la hipérbola X~ _ Y -1 cuando
4 9
x € [-4, 4].
\ 7 4 ( )2 d
\ 7 2152 V=2-m X)“ dx =
[N L R J7
\" T/ .
\\ ,/ 9.96'
NT7 =2 [ =
NG " J.z( 4 ) w
—4 I/ \\ 4
3 4
/, \\ =2- Bi — =
/ ‘ 3 2 \\ 4 2
\[]/ A/
z N =2‘7'E'24=487'Cu3

49 Halla el volumen engendrado por el circulo x? + y?> —4x + 3 =0 al girar al-
rededor de OX.

1

El circulo del ejercicio tiene su centro en
(2, 0) y radio 1, por tanto corta el aje
OX en (1,0) y (3, 0). Asi, nuestros li-
mites de integracion son 1y 3.

(x—2)2+y2=1

3 3
V=n-jy2dx=n~I(1—(x—2)2)dx=7t‘
1 1

x_(x—_2)3]3=4_ﬂu3

@ Obtén la familia de curvas en las que la pendiente de la tangente es f(x) =
x e?*. ;Cual de esas curvas pasa por el punto 4(0, 2)?
Buscamos su primitiva:
J-x C e dx =

Utilizando el método de integracion por partes obtenemos:
2x e2x

4

e

i + k
2

y=x-
Como pasa por (0, 2), se tiene que: —% + k=2, de donde k= %

Asi, la curva buscada es:
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52

Expresa la funcion de posicion de un moévil sabiendo que su aceleracion es
constante de 8 cm/s?, que su velocidad es 0 cuando ¢ =3 y que esta en el ori-
gen a los 11 segundos.

Llamamos S(#) a la posicion del movil al cabo de ¢ segundos. Asi:
V(D) =S5 y a)=S"(t) =8 cm/s?

Calculamos la velocidad V(¢):
V() = ja(t)dt = J'8 dr=8t+k

V(1) =8t—24

V(3)=24+k=0 — k=-24

Calculamos S(2):
S = I V() dt = I(St —24) dt = 41° = 24t + ¢

S(11)=220+c¢c=0 — c¢c=-220

Por tanto: S(t) = 412 — 24t — 220

Un movil se desplaza en linea recta, con movimiento uniformemente acele-
rado, con aceleracion de 2 m/s? y con velocidad inicial v, =1m/s. Calculay
compara las distancias recorridasentre t=0 y =2 yentre t=2y t=3.

e Calculamos la velocidad del movil:
v = fad= [2dr=2+ 1
V() =2t+1
Vi) =k=1
e Distancia recorrida entre t=0 y t=2:
2 2
d, =J V(l)dz=j Qt+ Ddt = [1? + z]i =6m
0 0
e Distancia recorrida entre t=2 y t=3:

3 3
d2=J vindi =+ =12-6=6m
2

e Por tanto, recorre la misma distancia entre =0 y t=2 queentre t=2 vy [=3.
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53

x2
Calcula la derivada de la funciéon dada por F(x) = J cos t dt de dos for-
mas: 0

a) Obteniendo de forma explicita F(x) y, después, derivando.

b) Aplicando el teorema fundamental del calculo.

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



2
a) F(x) = [sen 1] , = sen x?
F'(x) = 2x + cos x>

b) Como [ es una funcién continua en todos los puntos, se puede aplicar el teorema
fundamental del célculo:

F'(x) = f(x?) - (x?)' = 2x - cos x?

54 Halla la derivada de las funciones que se dan en los siguientes ejercicios:

a) F(x) = Jx cos 12 dt b) F(x) = j Y @-Da
0 0
4 sen x
OF=| —1 & d) F(x) = (1 + D) dt
x1+sen?t 0

a) Como [ es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del calculo:
F'(x) = cos x>

b) Como [ es continua, también podemos aplicar el teorema fundamental del cal-
culo:

F'(x)=?-1D- - H'=2x-(x?-1)
¢) Aplicamos el teorema:

1
1+ sen

F'(x) = ;
X

d) Andlogamente: F'(x) = (1 + sen x) - (sen x)'= (1 + sen x) * cos x

@ Sin resolver la integral, indica donde hay maximo o minimo relativo en la
funcion:

F(x) = Jx(tz —Dar
0

Los maximos o minimos relativos se obtienen para los valores de x donde la pri-
mera derivada es cero, en nuestro caso F'(x) = 0.

Como [ es continua, podemos aplicar el teorema fundamental del calculo:
F'(x) =x?-1

F'(x)=0 en x=-1 y x=1, asien los puntos de abscisa —1 y 1, hay maximos
o minimos relativos.

56 Sabemos que J Sf@adt = x*(1 + x), siendo continua en R. Calcula f(2).
0

Aplicando el teorema fundamental del cilculo, se tiene que:
S =2x - (1 +x)+x?
S =16

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



X
57 Sea F(x)= J. cos? t dt. Halla los posibles extremos de dicha funcion en el
1
intervalo [0, 2m].

Como [f(x) = cos? x es continua en [0, 27], podemos aplicar el teorema funda-
mental del cdlculo, y asi obtenemos la primera derivada de la funcion F(x):

F'(x) = cos?® x

Esta tiene sus extremos en los valores de x en que F’(x) =0, estoesen x = %
y X = 5_75
5

@ Sabemos que el area limitada por una funciéon f
el eje de abscisas y las rectas x =1y x=5 es
igual a 6. 2o

¢Cuanto aumentara el area si trasladamos 2 unida-
des hacia arriba la funcion f?

1

Es facil ver que el area anadida es la de un rectingulo
de base 4u y 2u de altura, su drea es 8 u?. Es decir, su drea aumentard 8 u?.

59 Siuna funcién f es positiva para todos los valores de su variable, cualquier
funcion primitiva de ella es creciente en cada uno de sus puntos. ;Por qué?

Cierto, puesto que si la primera derivada de una funcion es positiva, dicha funcién
es creciente.

60 La graficas I, I y ITI corresponden, no necesariamente por ese orden, a las de
una funcion derivable f, a su
funcion derivada f’' y a una O @ @
primitiva F de f. Identifica
cada grafica con su funcién, — |
justificando la respuesta. / | |

La grafica II es la de la funcion,

la grafica I es la de su derivada y la grafica III la de su primitiva.

La razon es: partiendo de la grifica II, observamos que se trata de una funcién
lineal (afin) con pendiente positiva, por lo que la funcion derivada tiene que ser
una funcién constante (la pendiente de la funcion afin).

Por otro lado, la primitiva de la funcion afin tiene que ser una funcién cuadratica,
cuya grafica corresponde a la parabola.

61 ;Cual de las siguientes expresiones nos da el area
limitada por la grafica de f y el eje de abscisas?

2) j:f; b)‘ j:f; c)jZf+j:f; d)—j:f+j:f

d.
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63

64

Si una funcién f no corta al eje X, cualquier primitiva de ella no puede te-
ner maximos o minimos. ¢Por qué?

Cierto, porque la funcién f seria la derivada de su primitiva y al no ser nunca ce-
ro, no puede tener ni maximos ni minimos.

2
Dada la funcién y = x2, halla el punto c € [0, 2] tal que el area J x2 dx sea
0

2
igual a la de un rectangulo de base 2 y altura f(c). Es decir, 2 f(c) = I x? dx.
0

¢Qué teorema asegura la existencia de c?
2
J x2dx =8
0 3
2V3

Asi pues, se tiene: 2 - f(c) = %, de donde averiguamos que ¢ = ——.

3

El teorema que asegura la existencia de ¢ es el teorema del valor medio del calcu-
lo integral.

b
Sea F una funcion definida en [0, +) tal que F(x) = J n(2 + t) dt. Anali-
0

za si es verdadera o falsa cada una de estas afirmaciones:

aA)F0)=In2 b) F'(x) =

2t x>0

¢©) F es creciente en su dominio.
DF=W+2) - In|x+2| -(x+2)-2-n2+2
F(O)=2-n2-2-2-n2+2=0
Es falsa, ademds basta ver que no hay area.
b) Como [ es continua para x = 0, aplicamos el teorema del cdlculo integral:
F'(x)=1In |2+ x|
También es falsa.

¢) Cierta, porque su derivada F’ es positiva en todo el dominio.
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65 Deduce por integracion el volumen del cilindro de radio » y altura h.

@& Haz girar alrededor de OX el rectdngulo limitado
porlarecta y=r entre x=0y x=h

b b
V=TC'J.7’de=n'[1’2x]0=15'1’2'b
0

Unidad 14. La integral definida. Aplicaciones



66 Demuestra, utilizando el calculo integral, que el volumen de la esfera es

V=1 R3.

SUIEN

& La esfera se engendra al girar el circulo x? +y? = R? alrededor del eje X.

R R
V=n-| y’dx=m- (Rz—xz)dx=n-[R2x—— =
R R

3 3
PN U C s Bl B SRS
3 3 3

67 Demuestra que el volumen del elipsoide obtenido al girar la elipse

a) %n a b? si gira alrededor de OX.

b) %n a? b si gira alrededor de OY.

a bz
a)V=n~J (bz—xz—z)dx=n~ bix — 2 - =
—a

a

2 2
=n~(b2a—%+b2a—%)=in-abz

3 21P
ay_ Y. .2 -

b 2 2 a*
b)V=n~J as—y*—|dy=m-
_b( Yy )y Y 3 2

bZ

2 2
=Tc-(a2b——ba +a2b——bd)=in~ba2
3 3 3

@ Determina la funcién y = f(x) sabiendo que su grafica pasa por el punto
P(1, 1), que la tangente en P es paralelaalarecta 3x +3y—1=0 y que
S"(x) = x.

La informacion que tenemos es:

S =1
S =-1
f”(x) =x

Calculamos f"(x):

f@=% v a
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Como f'(1) =-1

U = l . = —_5
JAED) > +a=-1, entonces a 5
=X _ 3
res %3
. xs 3
Calculamos f(x): f(x) = Y 5% +b

3
Como f(1) =1, averiguamos que b = %, asi: f(x) = % - %x + %

69 Determina el valor del parimetro a > 0 de tal manera que el area de la re-
gion del plano limitada por el eje X vy la grafica de la funcion
S(x) = a(x + 2)?—(x + 2)3 valga 108.

La funcion corta al eje X en los puntos de abscisa x=-2 y x = a — 2. Nuestros
limites de integracion; buscamos una primitiva:

(x+23  x+ 2t
3 4

ﬂm=ﬁMwMV—@+Dﬂm=a~
4
_at
Gla-2) = 5
G(=2) =0

4
-4
Gla-2)-G2) = 13

Como el drea tiene que ser 108, igualamos:
4
% = 108. De donde obtenemos que: a =6
70 Halla la ecuacion de una parabola de eje vertical, tangente en el origen de

coordenadas a una recta de pendiente 4 y que delimita con el eje X un re-
cinto de base [0, 3] y area 9.

ey =ax’+bx+c

e Pasapor (0,00 — (=0 — x=0

) =4 — b=4

4 y = ax?+ 4x

/ \ eEldreaentre 0 y 3 es9, asi:

3 3 3
J (ax? + 4x) dx = _a;c + sz] =9q+18=9
0

0

De donde averiguamos que: a = -1

Asi, la funcion es: y = —x? + 4x
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71 Halla, si es posible, un nimero entero n, n> 2, para el cual
sean iguales las areas de los tres recintos: el rojo y cada uno
de los dos azules.

Para calcular el area central, hallamos la funcién diferencia:
n
y=x —x"

Calculamos su primitiva:

n

xn+1 xn+l

n
G =
== w1

G =0

7 1 _n-1

G = —
@ n+1 n+1 n+1

G - Gy = =1
n+1

Por otro lado, el drea de la zona que limita con OX la obtenemos con la siguiente
funcion:

y=x"

Su primitiva es:

G(x)=‘xn+l
n+1
G0 =0
1
G = n+1
G() - GO) = ——
n+1

La region que falta tiene el mismo drea que esta Gltima. Como las areas tienen que
ser iguales, las igualamos:

n-1_ 1

n+l n+l

De donde deducimos que 7 = 2.

72 Demuestra, utilizando el cilculo integral, que el area del circulo x? + %<9
es 9m.

o

3
1o 0Area=4~JV9—x2 dx
0

VAE
o

T TN
\\; ] /I

T

e Calculamos G(x) = J.V9 —x? dx, mediante un cam-
bio de variable:

o R VBT -
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Cambio: %=sent — x=3-sent — dx=2-cost-dt
G(x)=3-j\ll—sen2t -3cost-dt=9jcosztdt=

_ cost _ol L 1 2,09 9 2, _
9J.( + )dt 9[ t+4sen t] 2t+4sent

2
=2~mfcsen(£)+2~2-£~ -2 -
2 3 4 3 9

2
-2 -ozrcsen(£)+i 2" _
2 3 9
-9 X \l
—?'ﬂrcsen g L —

e Por tanto, el drea seri: A =4 (G3) - G(0)) =4 - 9775 =9om

73 Demuestra, utilizando el calculo integral, que el drea de la elipse x? + 4y* =4
es 2T.

e Despejamos y: 4y% =4 — x> —

, , 2 2
1| X t4y*4 — y2=1—(£) - y=t= 1—(3)

-1 2 x\2
e E] area sera: A=4-.[ 1—(—) dx
0 2
2
e Calculamos G(x) = J. 1- (?) dx

Cambio: %=sent — x=2-sent — dx=2-costdt

G(x) = j\ll —sen®t - 2costdt= ZJ.cos2 tdt=

2
Z,J.(l+COSTf)d;=J‘(1+cos2t)dt=

2
' 2
1+ S gpcsen [X)+ X X
2 2 4
( ) x - N4 — x?
= arc sen +
4
e El drea serd: A =4 - [G(2) — G(0)] % =27
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74 Calcula el area encerrada por la elipse de ecuacion % + % =1.

2 2
2 »,2_ oy_=1_x_ -

3l | [ 1! ? 16

2
y2=9-(1—x—) - y=43-
16
[ \
—4\ )4 e El 4rea es:
4 2
- 4. . X
_ a=i-3 A1 (4) dx

- 4 X 2
=12 J‘O'\'l—(z) dx
e Calculamos G(x) = J"\, 1- (%)2 dx

Cambio: %=sent — x=4-sent — dx=4"-costdt

G(x) = J\ll —sen®t - 4costdr= 4-[6052 tdt=

2
=4.j(%+%¢)dt=j(2+2c032t)dt=

2

X X X
=2t+sen2t=2- -arcsen|—|+2 - =—" 1-— =
(4) 4 16

X x V16 — x2
=2 + -
arcsen(4) 8

e El drea serd: A =12 [G(4) — G(0)] = 12m.

75 Halla la expresion analitica de la funcion polinémica de
segundo grado que cortaaleje X en x=1y x=3, yde
la que sabemos que el area sombreada de la figura vale

4/3.
Como corta al eje X en x=1 yen x =3, ha de ser:
SO =k (x=1 (x=3) =k (x*—4x +3)

El area sombreada sera:

1 X3 1
A=J/e~(x2—4x+3)dx=/e-[——2x2+3x] =
0 3 0
A .
3 3

Por tanto, [f(x) = x? — 4x + 3.
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PARA PENSAR UN POCO MAS

76

77

Halla el volumen de un tronco de cono de ra- v
dios r, =7 cm, r, =11 cm Yy altura 6 cm. Pa-

ra ello, haz girar alrededor del eje X el seg-

mento adecuado.

P S . 11
¢Qué ecuacion tiene la recta que sostiene al

segmento rojo? ¢Cuales son los limites de in-
tegracion que debes tomar?

La recta pasa por los puntos (0, 7) y (6, 11). Obtenemos su ecuacion:

m=M=i=%, la recta es y=7+%x

Los limites de integracién son x=0 y x = 0.

El volumen sera:

V=n~j(f(x))2dx=n-J.(7+—x) dx =
0 0 3
0 4 4
=TI:'J 49 + —x + —x2| dx =
0 3 9

2 316
=n~[49x+2i+4i] = 3501 ud.
3 27 Jo

Para hallar la formula del volumen de un tronco de cono, debes proceder
como en el ejercicio anterior, pero con dimensiones variables.

Hazlo para un tronco de cono tal que los radios de sus bases sean r, y r, y
su altura, h. Debes llegar a la f6rmula:

V= %TC h@ 2+ rl?+rry)

La recta pasa por los puntos (0, » y (b, r,).

- Hhoh _hoh Hon
Obtenemos la ecuacion: m = = = y=r + - X
h-0 h ! h
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El volumen sera:

b r, = 2
V=Tc-j[r]+( )x] dx =

0 h
- Mo (27 2o (270 =
=7 Jo[rl ( A ) X ”1( 7 ) x] x

— 7 \2 3 v, =T b
(e () ]

r,—1\2 p3 r,—1 ~
=T [712]94.( 7 ).?_F’»l.(T).hZ]_
=T /o~[rlz+%~(r§+712—2~rl~rz)+rlrz—r12]=
- 1.2 2 -
=n-h [g'%*g"’l— ”1”2+”1’"2]_

=%n-/o-[rlz+r§+ylrz]
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