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CAPITULO 1

Introduccion

La justificacion del titulo del presente manual es bien simple, este manual esta
orientado en la descripcion, manejo y andlisis de resultados de las aplicaciones
(eminentemente practicas, remachariamos con redundancia) de los métodos
estadisticos, sin detenernos en el origen matemético de dichos métodos que, ni por
formacion ni por necesidad, se consideran en el presente manual.

Estadistica.-

La concepciéon més difundida de la Estadistica es la de su primer origen, es
decir, la estadistica como la actividad de recuento y enumeracion que tradicionalmente
ha sido realizada por el Estado con diversas finalidades. Estas primeras técnicas
estadisticas consistian esencialmente en la organizacién de datos, su representacion
gréfica y en el calculo de cantidades representativas del conjunto, con el objeto de que
los aspectos sobresalientes del mismo fueran rapida y facilmente comprensibles. Esta
parte de la Estadistica es lo que, en la terminologia moderna, se conoce como
Estadistica Descriptiva. Y si bien éste es un aspecto interesante de la Estadistica, no
es el unico y en la concepcion moderna de esta disciplina tampoco es el mas
importante.

La Estadistica Descriptiva ha visto reducida su importancia porque sus técnicas
son de utilidad limitada cuando se tiene grandes poblaciones o poblaciones
numéricamente infinitas o poblaciones finitas que se podrian estudiar en toda su
amplitud pero seria enormemente costoso para los fines propuestos, por lo que se
estudia sélo una parte representativa de la poblacién, denominada muestra, y las
conclusiones se generalizan a la poblacion. Este aspecto de la Estadistica es el que se
conoce como Estadistica Inferencial o Estadistica Inductiva y por ser, hoy dia, el
aspecto mas importante de esta ciencia es a lo que se refiere el término
ESTADISTICA, sin calificativos.
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Estadistica y cuantificacién de la incertidumbre.-

En el epigrafe anterior se ha realizado una primera aproximacion a la distincién
entre muestra 'y poblacion, y se ha hecho notar que el interés de la Estadistica, como
método de investigacion, se centra en las inferencias, las cuales van més alla de las
observaciones que forman una muestra dada. Por tanto, cualquier conclusién a la que
se llegue contendra elementos de incertidumbre. Esta incertidumbre es inherente a
cualquier proceso en el que se extrapolan conclusiones de un subconjunto al conjunto.

Expliguemos con ejemplos estos tres conceptos (poblacidn, muestra e
incertidumbre). En todas las ciencias empiricas se plantean problemas que afectan a la
poblacién completa. Pongamos como ejemplos y para una mejor comprension, seis
problemas muy simples y conocidos.

1) ¢Qué relacion existe entre las longitudes de los lados de un tridngulo dos
de cuyos lados forman un angulo recto?

2) ¢Cuanto tiempo tarda en llegar al suelo un objeto dejado caer desde un
cuarto piso (12mde h)?

3) ¢ Cuantos movimientos respiratorios por minuto realiza el caballo?

4) ¢Cudl es la concentracion de gldbulos rojos en la sangre humana?

6) ¢Cuanto tiene que pesar un nifio de dos afios y qué cantidad de agua
diaria necesita?

7) ¢ Cuél la altura de una persona a los 18 afios?

Esta claro que estos son problemas que se plantean en la poblacién, es decir,
no se quiere saber cudl es la relacién entre los lados de un triangulo rectangulo
concreto, ni de dos, se quiere tener una respuesta para todos los tridngulos
rectdngulos habidos y por haber. Lo mismo ocurre para el tiempo de caida, se quiere
una respuesta para todos los objetos habidos y por haber y sea cual sea el tiempo y
lugar en que ocurra dicha caida. Y lo mismo ocurre con los movimientos respiratorios
del caballo, la concentracién de gldbulos rojos, el peso de nifios de dos afios o la altura
de personas de 18 afios la respuesta tiene que ser para todos los caballos, todos los
seres humanos, todos los nifios de dos afios o todas las personas de 18 afios, habidos
y por haber, no para los veinte caballos con los que se ha hecho la experiencia o las
100 personas a las que se le ha medido la concentracién de glébulos rojos o los 5000
nifos y personas de 18 afios que se han pesado y medido.

Pero las cuestiones anteriores pueden plantearse también en forma de hipdtesis
de la siguiente manera

1) ¢EN un triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados de los lados
menores es igual al cuadrado del lado mayor?

2) ¢Un objeto dejado caer desde un cuarto piso (12m de h), tarda 1.565 seg
en llegar al suelo?

3) ¢Realiza 12 movimientos respiratorios por minuto el caballo?

4) ¢Es de 5.200.000/mm® la concentracién de glébulos rojos en la sangre
humana?

6) ¢Pesa 11.8 Kg un nifio de dos afios?

7 ¢Mide 1.75 m de altura una persona a los 18 afios?
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iPorqué nos planteamos estas hipétesis como respuesta a los problemas
anteriormente surgidos? No serfa suficiente con pesar un nifio de dos afios o medir una
persona de 18 afios o contar los glébulos rojos de una persona o medir los lados de un
triangulo rectangulo, o medir el tiempo que tarda en caer un objeto desde el cuarto
piso, etc. Claramente la respuesta es que no. ¢,Porqué?

En la naturaleza hay variabilidad

Esto quiere decir que una medida realizada en diferentes experiencias da
valores diferentes por tres motivos diferentes.

1) Si se mide una misma persona de 18 afios dos veces diferentes (por dos
personas o por la misma persona pero haciéndole ver que se esta midiendo a dos
personas diferentes) probablemente dard medidas diferentes; si se pesa un nifios de
dos afios dos veces diferentes ocurrira lo mismo; si se miden los lados de una parcela
con forma de tridngulo rectangulo, ocurrird lo mismo; y lo mismo se puede decir de las
medidas de las otras variables definidas anteriormente, es decir, del numero de
movimientos respiratorios en el caballo, de la concentracién de glébulo rojos en la
sangre y del tiempo de caida de un objeto desde el cuarto piso.

Esta falta de coincidencia entre el autentico valor de una observacién y el valor
realmente medido, es lo que se denomina

Error de medida

Este error de medida va implicito, y es inseparable, a toda variable cuantitativa,
y es debido a los diferentes estados de animo de la persona que realiza la medida, a
su agudeza visual, a su velocidad de reflejos, a su nivel de cansancio, a su habilidad
para manejar los instrumentos de medida, etc.

2) Si se miden diez personas de 18 afios probablemente dara medidas
diferentes; si se pesan diez nifios de dos afios ocurrird lo mismo; si se miden los lados
de diez parcelas con forma de triangulo rectangulo, ocurrira lo mismo; y lo mismo se
puede decir de las medidas de las otra variables definidas anteriormente, es decir, del
nimero de movimientos respiratorios en diez caballos, de la concentracién de glébulo
rojos en la sangre de diez personas y del tiempo de caida de diez objetos desde el
cuarto piso.

Esto es asi porque, ademas del error de medida, en la altura de las personas de
18 afios intervienen muchas causas: fondo genético (altura de sus padres), régimen
alimenticio seguido, altitud en la que se ha criado, enfermedades padecidas,... Estas
diez personas medirian lo mismo si las diez hubieran tenido las mismas experiencia
vitales desde la concepcidn a la actualidad, es decir, si las diez fueran la misma
persona. Incluso los gemelos univitelinos, que tienen el mismo fondo genético, tendran
diferentes alturas porque todas las demdas causas seran diferentes en ambos. Lo
mismo se puede decir de las otras variables.
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Esta falta de coincidencia entre el valor que tendria que tener una variable en
una poblacion y el valor realmente medido en diferentes unidades, es lo que se
denomina

Error de muestreo

Este error de muestreo es debido a la falta de uniformidad en las causas que
intervienen en la expresion del valor de una variable. Este error refleja el hecho de la
individualidad bioldgica, es decir, refleja el hecho de que diferentes individuos miden
diferente aunque no existiera el error de medida.

3) Cuando se midan las personas de 18 afios o se pesen los nifios de dos afos,
efc., mediran diferente no solo por el error de medida y el error de muestreo, sino
también por el

Error experimental

Este error experimental es debido a la falta de uniformidad en las condiciones
de las experiencias. Por ejemplo, en la altura de personas de 18 afios puede ser
debido a que las personas que se estan midiendo no tienen exactamente 18 afos, sino
que hay meses de diferencia entre las edades de los individuos lo que hace que
mayores midan mas que lo mas jévenes.

Si existe esta variabilidad en la naturaleza como se puede llegar a saber el valor
esperado de una variable que nos permita realizar predicciones fiables, es decir, que
sea un valor poblacional correcto.

Hay dos soluciones:

1) La primera es que se pueda llegar a dicho valor analiticamente, es decir,
deductivamente, con lo cual el resultado es incuestionable.

2) La segunda, para el caso que no se puede deducir su valor poblacional,
es estudiar toda la poblacion o estudiarla inductivamente
(estadisticamente).

Expliquemos estos dos términos, el de las deducciones y el de las inferencias
inductivas o razonamiento inductivo.

El proceso Iégico por el que se llega a generalizaciones partiendo del estudio de
casos particulares se denomina induccion, opuesto al de la deduccidn, que implica la
extraccion de conclusiones particulares o especializadas partiendo de proposiciones
generales.

Razonamiento deductivo es el que va de lo general a lo particular.
Si'los seres vivos estdn compuestos de células.

Y todos los gatos son seres vivos.
Entonces todos los gatos estdn compuestos de células.
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La conclusion de este razonamiento estd implicita en las dos afirmaciones
anteriores. Si las premisas son ciertas, la conclusién no puede discutirse. En realidad,
la conclusion no afiade nada, aunque la cadena del razonamiento puede resultar muy
valiosa al revelar verdades que estan implicitas en las premisas.

Con razonamientos como este se puede llegar a demostrar que el cuadrado del
lado mayor de un tridngulo rectangulo es igual a la suma de los cuadrados de los lados
menores, sin necesidad de medir los lados de ninguin tridngulo rectangulo, por lo que la
primera de las hipétesis anteriormente planteadas ya esta resuelta, y este resultado es
indiscutible. Lo mismo ocurre con la segunda hipétesis, con razonamientos deductivos
se llega a la conclusion de que el tiempo que tarda en llegar al suelo un objeto dejado
caer desde una altura h es igual a la raiz cuadrada de dos veces esta altura dividida
por el valor de la gravedad en la zona que se esté haciendo la experiencia. Por lo que
se puede saber dicho tiempo sin necesidad de realizar la experiencia, y el resultado de
esta deduccion es incuestionable.

Una vez deducida la relacién entre los lados de un tridngulo rectangulo, cuando
se plantee un problema de medicion de tierra, por ejemplo, en el que esté implicado un
triangulo de este tipo, se esperara un valor para el lado mayor medidos los lados
menores aunque una vez realizadas las medidas no coincidan exactamente como
consecuencia de los errores anteriormente citados. Lo mismo se puede decir del
tiempo de caida de un objeto desde un cuarto piso, el tiempo esperado es de 1.565
seg, aunque si se realiza la experiencia la medida realizada, probablemente difiera de
este valor por los errores anteriormente citados. En todo caso, las medidas reales
estaran alrededor del valor esperado.

En las otras cuatro experiencias no pueden demostrarse deductivamente los
valores esperados ¢Cudl es el nimero de movimientos respiratorios del caballo en
condiciones de normalidad? No hay una formula que nos permita deducir el valor de
esta variable. Por lo que habria que estudiar todos los caballos habidos y por haber
sobre la faz de la tierra para dar respuesta a esta cuestion. O bien estudiar solo unos
pocos caballos (muestra) y a partir de ellos inferir los valores a la totalidad de los
caballos (poblacion).

Razonamiento inductivo es el que va de lo particular a lo general.

Si el animal A, el animal B,... estan compuestos de células.
Y el animal A, el animal B,... son gatos.
Entonces todos los gatos estan compuestos de células.

Como se observa, la conclusion es mas amplia que las premisas. Se afiade algo
nuevo. Si la conclusién es cierta, el conocimiento humano ha sido ampliado. Pero no
existe certeza de que las conclusiones del razonamiento inductivo sean verdaderas,
estas conclusiones valen solamente en términos de probabilidad y deben ser
verificadas o contrastadas con los resultados de la observacion; si se mantienen
debera ser sobre la base de su compatibilidad con los hechos de la naturaleza en el
ambito del conocimiento en el que se desenvuelve el razonamiento.
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El razonamiento inductivo es inseparable de cualquier rama del conocimiento,
cientifico o no. El conocimiento comun, esto es, nuestra opiniones, actitudes y, por
supuesto, nuestros prejuicios estan basados en informaciones incompletas y
razonamientos de tipo inductivo. Pongamos otro ejemplo inductivo semejante al
anterior: Si el animal A, el animal B, ..., son animales ariscos, y el animal A, el animal B,
.-. S0Nn gatos; entonces todos los gatos son ariscos. Otro ejemplo: si la letra con la que
esta escrita la receta del médico de cabecera no la entiendo, la receta del cardidlogo
no la entiendo, la receta del reumatdlogo no la entiendo, ... , y el médico de cabecera,
el cardidlogo, el reumatdlogo, ... , son médicos; entonces los médicos tienen una
escritura ilegible.

Esta claro que se puede llegar a estos tipos de conclusiones porque todos los
gatos que se hayan conocido hasta el momento sean ariscos y todos los médicos que
nos hayan atendido tengan una letra dificimente legible. Pero también es claro que no
es imposible, si se sigue observando, el encontrar gatos carifiosos y médicos que
tengan una letra perfectamente legible.

Esta es la incertidumbre tipica de los procesos inductivos, y esta incertidumbre
existe, como se ha dicho anteriormente, porque existe variabilidad en la naturaleza. Si
todos los caballos hicieran el mismo niimero de movimientos respiratorios por minuto, o
todos los individuos de 18 afios midieran lo mismo, o todos los nifios de dos afios
pesaran lo mismo o todos los individuos tuvieran exactamente la misma concentracién
de globulos rojos en la sangre, no habria esta incertidumbre.

La diferencia entre el conocimiento cientifico y el conocimiento comun es que
mientras el conocimiento comin no cuantifica el grado de incertidumbre, el
conocimiento cientifico si cuantifica la incertidumbre, y es la Estadistica la encargada
de esta cuantificacién.

La cuantificacion de la incertidumbre se logra mediante el uso de los conceptos
y técnicas de la Probabilidad.

La Estadistica y el Método Cientifico.-

En los epigrafes precedentes se ha esbozado la funcién de la Estadistica en la
presentacion y organizacién de datos y en la cuantificacion de la incertidumbre en el
proceso inductivo cuando esta forma parte del conocimiento cientifico. Pero también es
esencial la participacién de la estadistica en el proceso hipotético/deductivo.

Esto quiere decir que la estadistica sirve también para averiguar la realidad de
pequefias, pero significativas, diferencias en algunos de los factores causantes de la
variabilidad, lo que nos permitira, de esa manera, detectar cuales son dichos factores Y,
una vez conocidos, saber el grado de importancia que tienen diferentes factores en la
determinacion de un caracter medido como variable.

La consecuencia de la incertidumbre en el proceso inductivo es que los

fendmenos naturales, que en teoria son fundamentalmente deterministicos, se nos
presenten como probabilisticos como consecuencia de la variedad y multitud de
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factores causales y nuestra torpeza para controlar éstos factores. Por medio de la
estadistica se puede cuantificar esa probabilidad y sacar a la luz la manifestacion de
fendmenos que a simple vista parecen aleatorios.

Pongamos un ejemplo muy simple de porqué es necesaria la utilizacion de la
estadistica en la cuantificacion de la incertidumbre del proceso inductivo.

Si se quiere saber si esta bien hecho un dado se puede tomar una muestra, de
600 tiradas, de las infinitas tiradas que constituye la poblacién de dicho dado. Si en
estas 600 tiradas salen 600 unos concluimos, sin mas, que el dado esta mal hecho. Si,
por el contrario, salen 100 unos concluimos, sin mas, que el dado esta bien hecho.
Pero la naturaleza, como consecuencia de los errores anteriormente expuestos, nunca
se manifiesta con esa claridad. Si lanzamos 600 veces un dado, muy probablemente
nunca salga ni 100 ni 600 unos, sino que saldra un numero intermedio, por ejemplo
120 unos. El que salga 120 unos se nos manifiesta como algo aleatorio pero puede ser
la manifestacion del 1/6 esperado. La estadistica nos ayuda a tomar una decision
sobre si es 0 no el 1/6 esperado, y por lo tanto, nos ayuda a decidir sobre si esta o no
esta bien hecho el dado.

Por lo tanto, cualquier caracterizacion que se haga con los datos disponibles
involucra necesariamente un razonamiento de tipo deductivo, mientras que la
generalizacién de las conclusiones se hace por razonamiento inductivo, de manera que
los dos tipos de razonamientos légicos aparecen mezclados en la metodologia
estadistica, como consecuencia de que la metodologia estadistica no es sino la
metodologia de todas las ciencias empiricas, es decir, lo que se conoce como Método
Cientifico (Método hipotético-deductivo). Lo que la diferencia a una ciencia de otra
ciencia es el diferente aspecto del objeto cientifico que se estudia, y la estadistica se
utilizara, en las diferentes ciencias, como una técnica o herramienta para conocer dicho
objeto.

Y pongamos otro ejemplo para aclarar la utilizacién de la estadistica en la
deteccién de pequefas, pero significativas diferencias en algunos de los factores
causantes de la variabilidad

Supongase que un experto en nutricién considera que dada la composicion de
cierto nuevo producto alimenticio, presenta ventajas nutricionales sobre el producto
estandar (hipdtesis 1). Por lo tanto el experto deduce ventajas que ha de contrastar con
la realidad. Para ello disefia un ensayo de nutricion con, por ejemplo, diez animales
alimentados con el nuevo producto y diez con el estandar. No obtiene el resultado
esperado (induccién 1), y repasando las condiciones de aplicacion de los ensayos
deduce que la concentracion del nuevo producto ha sido excesiva (hipdtesis 2). Para
ello disefia un ensayo semejante al anterior pero con una concentracién inferior del
nuevo producto, obteniendo un resultado algo mejor (induccién 2). Deduce que el
resultado no es ptimo porque no se ha suministrado la cantidad adecuada de agua
(hipétesis 3), por lo que disefia un tercer ensayo del que obtendra la induccion 3,...

Por lo que se puede definir, nuevamente, la Estadistica como el estudio
cientifico de fenémenos naturales basado en datos numéricos que se apartan de las
leyes de la causalidad exacta.
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Desmembremos esta definicion:

- Estudio cientifico es el estudio sistematico de un fenémeno con el fin de
descubrir nuevos hechos o principios que permitan interpretar y transformar la realidad
que nos rodea. Requiere los siguientes elementos:

1)
2)

3)

Hechos observados, con los que se establece un problema (un nuevo
producto alimenticio con una composicién diferente a la estandar).
Hipdtesis o idea provisional de como los hechos han de ser interpretados
y explicados (concentracién del nuevo producto o cantidad de agua que
ha de acompafiarle en la dieta). Siempre es necesaria una hipétesis
previa para la obtencién de datos que sean relevantes al problema,
aunque en algunas ocasiones un estudio previo de Estadistica
Descriptiva pueden sugerir hipétesis apropiadas.

Obtencién de datos por medio de experimentos, ensayos u
observaciones dirigidas, destinados a probar la validez de la hipétesis
(diez animales criados con una dieta y otros diez criados con otra dieta,
siendo todo los demas factores los mismos para los dos grupos). En este
aspecto del meétodo, el papel de la Estadistica es esencial. Se trata de
adquirir informacion de manera que ésta sea relevante al problema vy las
conclusiones que se extraigan tengan cierto grado de fiabilidad. La
cantidad de informacion necesaria, la forma de recolectarla y las técnicas
para adquirirla, de manera que se cumplan los dos objetivos de
informacién relevante y fiabilidad, son todos problemas que resuelve el
metodo estadistico. La rama de la Estadistica que trata este problema es
la de los Disefios Experimentales.

Resultados y su interpretacion, con los que se rechaza o no la hipétesis
postulada. Una vez obtenidos los datos, el papel de la Estadistica se
hace aun mas importante, puesto que estos datos hay que analizarlos. El
primer paso, en este andlisis, puede ser la organizacién de los mismos,
su presentacion gréafica y su descripcién, resaltando los aspectos mas
caracteristicos (Estadistica Descriptiva). La segunda y mas importante
parte del andlisis es la de la generalizacién de los aspectos
caracteristicos de la informacién y examinar su compatibilidad con las
consecuencias de la hipétesis. Aunque la informacioén sera incompleta,
tratara de reflejar la variabilidad del fenémeno estudiado, realizando la
generalizacion acompariada de un grado de incertidumbre cuantificable
probabilisticamente (Estadistica Inferencial).

- Fenémenos naturales son todos aquellos fenémenos que
ocurren en la naturaleza, animada o inanimada, fuera del control del hombre, mas
aquellos provocados por el cientifico (experimento) y que en parte estan bajo su

control.

- Datos: los estudios estadisticos se realizan grupos de individuos y no con un

solo dato.

- Numéricos: si los datos no pueden cuantificarse de una manera u otra no
tendran utilidad para el anélisis estadistico.

Estadistica Aplicada Uni y Multivariante



- Causalidad exacta: como se ha dicho, la mayor parte de los fenémenos
naturales son influidos por muchos factores causales, incontrolables en su variacion y
muy a menudo no identificables. La Estadistica permite medir tales factores variables
con un error predecible.

Y averiguar la realidad de pequefas, pero significativas, diferencias. Los
fenémenos naturales son fundamentalmente deterministicos y tnicamente la variedad
de factores causales y nuestra torpeza para controlar éstos factores hacen que dichos
fendmenos aparezcan como probabilisticos.
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CAPITULO 2

Fundamentos

Distribuciones.-

La forma mas elemental de presentacion de una variable aleatoria podria
consistir en una simple enumeracién de todos los posibles valores ordenados en
sentido creciente. Es lo que se denomina una serie estadistica. Esto sera posible muy
pocas veces pues, habitualmente, se tratara con poblaciones infinitas, en las que los
posibles valores de la variable seran infinitos o seran finitos pero se repetiran un
namero de veces.

En otra ocasiones ocurrird que la variable tomara ciertos valores que se repiten,
en cuyo caso se puede realizar una distribucion, es decir, anotar cada valor que toma
la variable una sola vez y al lado la probabilidad con la que se presenta dicho valor
(frecuencia si es una muestra).

Pero si el nimero de valores que puede tomar la variable es muy elevado
(infinito), para la representacion o caracterizacién de la distribucion, se impone el
agrupar los posibles valores de la variable en clases o categorias (por muy pequefias
que estas sean), caracterizadas por los /imites de clase, por la marca de clase y por la
densidad de probabilidad (frecuencia o ndmero de individuos) de cada clase, esto es,
una funcion de probabilidad.

Funcién de probabilidad.-

Toda variable, X, tiene una funcién de densidad de la probabilidad o funcién de
probabilidad o funcion de densidad, fix), que proporciona la probabilidad que tiene dicha
variable aleatoria de tomar un valor determinado del campo de variacion, rango o
amplitud.

Adviértase que esto es analogo a la distribucién de frecuencias relativas en la

que las frecuencias relativas han sido sustituidas por probabilidades. Asi se puede
pensar que las distribuciones de probabilidad son teéricamente las distribuciones de
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frecuencias relativas llevadas al limite, es decir, cuando el nimero de observaciones
hechas es muy grande. Por esta razén se pueden ver las distribuciones de probabilidad
como distribuciones de poblaciones, y las distribuciones de frecuencias relativas son
distribuciones de muestras.

La expresioén variable aleatoria se usa para variables que poseen funciones de
densidad de probabilidad.

Funcion de distribucion.-

La funcién de distribucion, Fx) es la probabilidad que tiene una variable aleatoria
de tomar un valor igual o menor que uno determinado del campo de variacién. Es decir,
es la funcién asociada a la distribucién de probabilidad acumulada.

La funcién de distribucién varia entre 0 y 1, puesto que la probabilidad de que el

valor de la variable sea menor o igual que el Ultimo valor del rango, es la suma de
todas las frecuencias relativas, es decir, es 1.

Experimento, espacio muestral y suceso.-

En ciencia, los datos son colecciones de observaciones obtenidas estudiando el
comportamiento de un fenémeno, ya sea en estado natural o bien bajo control humano.

Un experimento es el proceso mediante el cual se obtiene una observacién del
caracter o medida de la variable.

Y un experimento aleatorio es aquél cuyos resultados no pueden predecirse
antes de su realizacién (principio de incertidumbre) por estar sujeto a multiples causas
o errores, manifestdndose como aleatorio.

El conjunto formado por todos los resultados posibles de un experimento o
posibles valores de la distribucién, recibe el nombre de espacio muestral, que se
identificara con la letra M.

Ejemplo.-

Se mide el volumen relativo de glébulos rojos con respecto al volumen total de

sangre. Cualquiera de los infinitos valores (dependiendo de la precisién de la medida)

entre cero y cien es un posible resultado del experimento. El espacio muestral es

M=(X;=0< X<100)
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Ejemplo.-

Se mide la reaccion alérgica a ciertos producto ambiental mediante inyeccién
subcutéanea. Se registra la respuesta como favorable (f) o como desfavorable (d). El
espacio muestral es

M = (f,d)

Como se observa en estos dos ejemplos, el espacio muestral puede ser
continuo o discreto

y no necesariamente tiene que estar formado por numeros; puede estar
formado por atributos o cualidades.

Un evento o suceso es un subconjunto de un espacio muestral.

Si un espacio muestral es discreto, se tienen tantos sucesos como valores
pueda tomar la variable. En el ejemplo del alergeno, los sucesos son o fo d.

En el caso del espacio muestral continuo los sucesos son infinitos, por lo que
sera conveniente dividir el espacio muestral en cierto nimero de clases que sean
exhaustivas y mutuamente excluyentes, lo que constituiran los sucesos de este
espacio muestral infinito. .

En el experimento del volumen relativo de glébulos rojos, cualquiera de los
infinitos valores entre cero y cien es un suceso, por lo que se puede hacer una particién
de este espacio muestral en, por ejemplo, tres sucesos, tal que

A=(0< X <255)
B=(25.5< X <50.5)
C=(50.5< X <75.5)

D=(75.5< X <100)

Segun el tipo de espacio muestral que se tenga, se tendra un tipo de funcién y
un tipo de variable. Estos son discretas'y continuas.

El tipo de espacio muestral indicard los dos tipos fundamentales de
distribuciones.

Distribuciones de tipo discreto.-

Es aquella en la que el espacio muestral de la variable aleatoria solo puede
tomar ciertos valores, que normalmente serdn numeros enteros o atributos, que se
asociaran a todos los posibles sucesos.

Se representa siempre con un diagrama de barras, pues los posibles valores
estan perfectamente diferenciados y aislados los unos de los otros, y el tamafio de la
barra es la probabilidad de dicho suceso. De manera que la funcion de probabilidad y
la funcién de distribucién del nimero de caras que pueden salir al lanzar una moneda
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Como se ve, la funcién de densidad de una variable discreta X es el conjunto de
pares ordenados

Xi» fix) = Fix,

donde X; es cada uno de los valores que puede tomar la variable o cada uno de los
sucesos, y (X)) es la probabilidad asociada con el valor particular X

Puesto que en el caso de una variable discreta los posibles valores de X tienen
correspondencia con elementos concretos (sucesos) del espacio muestral, es claro que
deben cumplirse las siguientes propiedades

(X)) > 0 para todo valor X;

ZifiX) = 1 donde la suma es para todo valor X; que puede tomar la
variable X.

Distribuciones continuas.-

Sin embargo para los caracteres cuantitativos se requiere un modo distinto de
descripcion.

El concepto basico es el de distribucién estadistica. Si se miden las tallas de
un gran ntimero de estudiantes varones con una precisién de 5 cm, diferiran unas de
otras, entre 155 y 190, pero caerdn muchos mas individuos en las categorias
intermedias, entre 170y 175, que en las extremas.

Representando cada clase observada por una barra, de altura proporcional al
numero de individuos de la clase, el resultado es una grafica como la (a).
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En esta grafica, el nimero de individuos contados en funcién de la clase a la
que pertenecen es un histograma de frecuencias.

Supéngase ahora que se miden cinco veces mas individuos, cada uno al
centimetro mas proximo. Las clases de la gréfica (a) se tienen que subdividirse para
producir un histograma como el b.

Si se continua este proceso, aumentando la precisiéon de la medida, pero
incrementando proporcionalmente el nimero de individuos medidos, el histograma
adoptara eventualmente la apariencia continua de la grafica ¢ que es la funcién de
distribucién de las alturas en la poblacion.
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Esta curva continua es una idealizacion, ya que no se puede tomar ninguna

medida con una precision infinita, ni se puede aumentar infinitamente el nimero de
individuos medidos.

Ademas la propia variable que se va ha medir puede ser intrinsecamente

discontinua porque consista en enumerar objetos discretos, como las facetas del ojo 0
las quetas.

Sin embargo, es conveniente desarrollar el analisis mediante este cuadro
ligeramente idealizado, como si fuera una notacién simplificada del histograma de
frecuencias reales (b) que es mas complicado.

Por lo tanto, las distribuciones continuas son aquellas en las que la variable
aleatoria puede tomar todos los valores posibles dentro del campo de variabilidad o
rango. Es decir, son aquellas en las que el campo muestral es infinito.

Si se pretende representar, la primera dificultad es que no se puede representar,

como ocurria con la anterior, con una barra para cada posible sucesos, pues se
necesitarian infinitas barras.

En lugar de barras se necesitaria un histograma, esto es, el dividir el campo
muestral en clases mutuamente excluyentes que constituird un rectangulo del
histograma tan alto como la probabilidad de que ocurra el suceso definido por dicha
clase. Si estas clases tienden a infinito, la representacion seria
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De modo que la Unica forma que se tiene de caracterizar la distribucién de
probabilidades es mediante una ecuacién y representarla graficamente como una
forma limite del histograma de frecuencias relativas.

La funcion de densidad de tipo continuo debe cumplir las siguientes
propiedades

fiX) > 0, es decir, que la curva siempre se encuentra sobre el eje de
abscisas.
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El &rea total bajo f{X) es 1.

El area delimitada por dos lineas verticales levantadas sobre los puntos a
y b(a < b) y la funcién, es la probabilidad de que X tome un valor entre a
yb.

Una diferencia fundamental entre funciones de densidad de tipo discreto y
continuo es que, en el caso de las discretas, la probabilidad total se encuentra
distribuida en un nimero finito de puntos concretos, conocidos.

Como consecuencia, si la variable puede tomar un valor k, puede asignarse un
valor a {X)=P(K), con la condicion de que la suma de probabilidades para todos los
puntos sea uno.

Si se trata de una variable continua, ésta puede tomar infinitos valores en un
intervalo dado, y si se le asignara una probabilidad, por muy pequefa que sea, a cada
uno de estos infinitos valores, la probabilidad total sumaria méas de uno.

Esto lleva a concluir que, para una variable aleatoria continua, la probabilidad asociada
con un punto cualquiera es cero. Es decir, P(k)=0 para cualquier valor que tome la
variable, consecuentemente: X)) = P(X).

A simple vista la afirmacién anterior puede parecer desconcertante, puesto que
podria interpretarse, por ejemplo, como que ninguna persona pueda tener una estatura
de 1.62 mya que P(X=1.62)=0, segun se ha afirmado en el parrafo anterior.

Esta aseveracion se debe interpretar como que, dada la precisién de nuestros
instrumentos de medicién, no se puede distinguir entre una persona que mida 1.62 o
1.624 o 1.6235 o 1.6245, pero no importa porque en lo que se esta realmente
interesado es en la probabilidad del intervalo 1.615/1.625 (como ya se ha visto
anteriormente).

Por otra parte, puesto que las probabilidades son areas bajo la curva, sélo es
posible calcular probabilidades (areas) correspondientes a intervalos dados, ya que,
por definicion, el area de una linea (que corresponderia a la probabilidad de un solo
valor, por ejemplo, que una persona mida 1.62 m) es cero.

En otras palabras, cuando se mide una persona (o cualquier otra variable
continua) y se da el valor de 1.62, no se esta seguro de ese valor, pero si se tiene que
estar seguro de que esa persona mide mas de 1.615 y menos de 1.625, que son los
limites de clase de esa medida.

Limites reales que delimitan el suceso y hace posible hallar la probabilidad o
area de dicho suceso.

Por tanto, cuando se tome la medida de una variable continua el dltimo decimal
tiene que denotar precision con objeto de poder determinar los limites de clase
afadiendo un decimal mas, y que estos sean mutuamente excluyentes.

A partir de ahora, toda variable continua que se estudie se le supondra una
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distribucién normal, si no se demuestra lo contrario.

Distribuciones como modelos para representar situaciones reales.-

Ya se ha hecho notar la relacién entre las frecuencias relativas e histogramas y
las funciones de densidad. Pudiéndose citar las primeras como distribuciones
empiricas y las segundas como distribuciones tedricas. Por regla general, en la practica
se tendra distribuciones empiricas que se asociaran a distribuciones tedricas que
sirvan de modelo para entender el fenémenos que se esta estudiando.

Una practica corriente en la Ciencia es tratar de explicar fenémenos naturales
mediante modelos. Un modelo es una representacion reducida de la realidad, es decir,
de la complejidad de la realidad se modeliza la esencia de esta, la que se quiere
explicar. Dicho de otro modo, un modelo es una interpretacién de un hecho abstracto o
inobservable expresado en términos de hechos no abstractos u observables. Por
ejemplo, se puede decir que la Tierra es como un globo (esférica) y gira sobre un eje
Norte-Sur. Que la Tierra es redonda es un hecho conjeturable y por lo tanto inferible
pero no es un hecho observable (nadie ha visto la totalidad del planeta, ni siquiera los
astronauta pueden verla en su totalidad) y para comprender ciertos hechos se utiliza un
modelo no abstracto y por lo tanto observable, esto es, que la Tierra es como el globo
que tenemos sobre la mesa. Este es un modelo verbal que permite comprender y
explicar multitud de observaciones y hechos empiricos, y permite prever resultados de
experiencias aun no realizadas, como puede ser la de navegar siempre hacia el Oeste
para volver al lugar de partida, lo que confirmara la veracidad (o falsedad) del modelo.

Modelos mas perfeccionados dependen de afirmaciones matematicas que
permiten explicar los hechos observables (los datos), por medio de hechos no
observables (parametros, efecto de un factor, etc.). El aspecto mas importante de un
modelo matematico es que posee las caracteristicas intrinsecas del problema real.

Se puede pensar que los fendmenos naturales son fundamentalmente
deterministicos y unicamente la variedad y multitud de factores causales y nuestra
torpeza para controlar éstos factores hacen que dichos fenémenos se nos manifiesten
como probabilisticos. Por medio de la estadistica se puede cuantificar esa probabilidad
y sacar a la luz la manifestacion de fenémenos que a simple vista parecen aleatorios.

Por lo que las razones para utilizar modelos probabilisticos se derivan de la idea
de que en los experimentos cientificos el resultado exacto no puede preverse de
antemano, porque la mayor parte de los fenémenos naturales son influidos por muchos
factores causales, incontrolables en su variacién y muy a menudo no identificables. Sin
embargo, el fenémeno que se esté estudiando en los experimentos, se hara a través
de la medida de una variable de la que si se prevé su espacio muestral con los
posibles resultados del experimento aleatorio como consecuencia de la funcién de
probabilidad que describe el comportamiento de esta variable.

Pongamos un ejemplo muy simple, si se tira un dado al aire no se sabe cual
numero va a salir pero si se sabe cual es el espacio muestral y que saldra un suceso
de este espacio con una probabilidad de 1/6. Si se esta realizando experimentos con
dados, se asume dicha distribucién (binomial de p=1/6; ver mas adelante) pero dicha
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probabilidad no se nos manifiesta claramente, hay que asumirla o hay que probarla de
la siguiente manera: se toma una muestra, por ejemplo, de 600 tiradas, de las infinitas
tiradas que constituye la poblacién de dicho dado. Si en estas 600 tiradas salen 600
unos concluimos, sin mas, que el dado estd mal hecho (p=1/6). Si, por el contrario,
salen 100 unos concluimos, sin mas, que el dado esta bien hecho (p=1/6). Pero la
naturaleza, como consecuencia de los errores anteriormente expuestos, nunca se
manifiesta con esa claridad. Si lanzamos 600 veces un dado, muy probablemente
nunca salga ni 100 ni 600 unos, sino que saldra un nimero intermedio, por ejemplo
120 unos. El que salga 120 unos se nos manifiesta como algo aleatorio pero puede ser
la manifestacién del 1/6 esperado. La estadistica nos ayuda a tomar una decision
sobre si es 0 no el 1/6 esperado, y por lo tanto, nos ayuda a decidir sobre si esta o no
esta bien hecho el dado.

Si antes de realizar un estudio, por ejemplo, nimero de varones y hembras en
la familia humana, se afirma que la variable que mide este carécter tiene una
variabilidad que se ajusta a una distribucién Bin(P=0.5), se esta aplicando un modelo
probabilistico que explica muchos aspectos de este caracter antes de realizarse el
estudio, lo que permite prever multitud de resultados y permite enfocar el estudio de
una manera correcta.

Variables.-

Los datos en Estadistica son observaciones o medidas tomadas sobre la mas
pequefia unidad muestral, es decir, sobre unidades experimentales que no tienen que
ser, necesariamente, individuos bioldgicos.

La caracteristica medida en las unidades experimentales se denomina cardcter
o variable y ésta determinara la distribucién o poblacién.

Se denomina variable aleatoria porque no se puede predecir el valor que tomara
antes de realizar el experimento o realizar la observacién, por lo que va implicito el
concepto de incertidumbre. El grado de incertidumbre de que una variable aleatoria
tome un determinado valor es viene determinado probabilisticamente. Y la probabilidad
puede medirse como el nimero de casos favorables dividido por el numero de casos
posibles. Por ejemplo, considérese el experimento anterior del dado perfectamente
construido, la variable es el nimero que saldra cuando se arroje el dado. Esta variable
puede tomar cualquier valor entero entre uno y seis, pero es evidente que jamas se
sabra con absoluta certeza cudl de los seis nimeros saldrd cada vez que se tire el
dado; se sabe que tiene que ser uno de los seis y se sabe sus probabilidades, es decir,
se sabe su distribucion, pero no se sabe cudl de ellos.

El conocimiento de la probabilidad de un suceso no elimina la incertidumbre que
se pueda tener respecto a su ocurrencia, sino que nos informa sobre su mayor o menor
posibilidad de ocurrencia.

Clases de variables por su escala de medida.-

Los tipos de medidas mas frecuentemente usadas son: Nominal o de clase,
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Ordinal, de Intervalo y de Proporcidn. Lo que caracteriza los diferentes tipos de
medidas es las relaciones que pueden establecerse entre sus observaciones y, como
consecuencia, las operaciones aritmeético/légicas que admiten. El tipo de medida es
importante puesto que de él dependera el espacio muestral, la funcién de distribucion y
por lo tanto el método estadistico que se pueda utilizar.

Una medida es Nominal o de clase cuando se le da un nombre al valor de la
variable. Por tanto, la unica informacién que provee una observacién es a cudl clase
pertenece de entre un cierto nimero de clases o categorias. La Unica relacién que
puede establecerse entre observaciones medidas de esta manera es la de igualdad y
desigualdad. Dos observaciones seran iguales si pertenecen a la misma clase (tienen
el mismo nombre). Se podra realizar estadistica con este tipo de variable porque se
tienen las frecuencias de cada clase. Ejemplo de este tipo de medida es la variable
sexo tiene dos medidas machos y hembra; podriamos haberlas denominado 1 y2 lo
cual no es sino otra manera de nominarlas, sin ningtin valor como ntimeros.

Se tiene una medida Ordinal, cuando los valores de este tipo de variable
pueden ordenarse de mayor a menor, y en consecuencia no sélo admiten la relacién
de igualdad. Con las observaciones ordinales se puede calcular frecuencias como con
las anteriores, pero ademés se puede calcular la mediana de una muestra puesto que
las observaciones son ordenables. Se dice, entonces, que las variables ordinales son
mas fuertes (tienen mas informacién) que las nominales o de clase. Un ejemplo de este
tipo de variable es el de la clasificacién de los sementales por su estampa morfoldgica
o la clasificacion de los deportistas en medalla de oro, plata, bronce, etc. Otros
ejemplos pueden ser; las clases sociales, que se pueden ordenar en alta, media y baja;
los accidentados o enfermos pueden clasificarse en leve, menos grave, grave y muy
grave.

Las observaciones de variables de Intervalo no sélo pueden ordenarse, sino que
ademas puede definirse una unidad de distancia (si bien arbitraria) entre ellas. Puesto
que una unidad de distancia requiere de un cero, es indispensable que exista el cero
en la escala, pero tanto el cero como la unidad de distancia son arbitrarios Y, en
particular, el cero no corresponde a una caracteristica fisica de las unidades de
medida. Un ejemplo clasico de este tipo de variable es la medida de la temperatura
donde tanto el cero (cero grados no indica ausencia de calor o de frio) como la unidad
de distancia (un grado) son arbitrarios, tanto que pueden cambiar de una convencién a
otra (Celsius o Fahrenheif) pero la diferencia con la ordinal es que en las variables de
intervalos la unidad de medida es comun y constante, asignando un nimero real a
todos los pares de medidas en un conjunto ordenado, mientras que en las variables
ordinales las distancias entre variables consecutivas no tienen sentido. En este tipo de
variables la proporcion de las diferencias entre los valores de una escala es igual a la
proporcion entre las diferencias correspondientes de la otra; por ejemplo, si estamos en
la escala de Celsius, la proporcién de las diferencias entre 30°C y 10°C, y 10°C y 0°C
es (30-10)/(10-0)=2, y los valores equivalentes en la escala Fahrenheit da la proporcién
(86-50)/(50-32)=2, mientras que 30/0+86/32 pues tanto el cero como la unidad de
medida usada son arbitrarios. Puesto que los requisitos indispensables para efectuar
sumas y productos son que existan un cero y una unidad de distancia, con este tipo de
variables pueden calcularse la media y la varianza ademas de los estadisticos de las
variables anteriores. Los datos de este tipo de variables tienen, por tanto, mas
informacién que los de la variable ordinal, y en ciertos casos se pueden realizar con
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ellos las pruebas estadisticas propias de las variables de proporcion.

Las variables de Proporcion son las variables continuas para las que se usa el
modelo normal. En estas variables las observaciones pueden ordenarse y existen un
cero y una unidad de distancia que son inherentes al sistema, es decir, que no son
arbitrarios. En estos tipos de variables, la proporcion de un punto a otro cualquiera es
independiente de la unidad de medida; por ejemplo, si pesamos dos objetos en libras y
en gramos, la proporcion de peso de estos dos objetos es la misma,
independientemente de las unidades empleadas, asi como el cero que mide falta de
peso tanto en libras como en gramos. Los datos de este tipo de variable son los que
contienen mas informacion porque son verdaderos numeros con un verdadero cero,
solamente la unidad de medida es arbitraria, por lo que es con este tipo de variables
con las que son apropiados los métodos estadisticos mas potentes.

Los datos de un tipo de medida siempre pueden transformarse a otra mas débil
teniendo en cuenta que se esta perdiendo informacién. Y lo mismo se puede decir de
las pruebas estadisticas, una prueba estadistica de un tipo de variable se puede aplicar
a otro tipo de variable con mayor informacion, pero no se puede aplicar a otra variable
de informacion inferior; es decir, una prueba estadistica propia de una variable ordinal
se puede aplicar a una variable de clase o de proporcién pero no a una variable
nominal. Aunque no son recomendables estos cambios por pérdida de precision.

Variable cuantitativa / variable cualitativa.-

Las variables nominales son cualitativas, esto es, distintos niveles o clases
difieren en cualidad no en cantidad. Las variables de intervalo y de proporcion son
cuantitativas, esto es, distintos niveles o valores son diferentes en la caracteristica de
interés.

Las variables ordinales son de dificil clasificacion en lo que concierne a lo
cualitativo o cuantitativo, y de hecho hay veces que se utilizan como nominales y, por lo
tanto, como cualitativas, y otras veces que se utilizan como cuantitativas; por ejemplo,
si los pacientes de cierta enfermedad se ordenan por su gravedad en leve, menos
grave y grave no cabe duda de que esta clasificacién es una medida de una
caracteristica inherentemente cuantitativa.

Variable discreta / variable continua.-

Las variables se pueden clasificar como continuas o discretas de acuerdo con el
nimero de diferentes valores que pueden tomar. La escala discreta tiene s6lo un
limitado ntmero de valores, mientras que la escala continua tiene, conceptualmente,
un infinito ndmero de valores. En la practica, muchas variables continuas son medidas
en una escala discreta debido a la limitacion de los instrumentos de medida.

Una variable es medida en una escala discreta si tiene un nimero limitado de
valores en su campo de variacion. Por ejemplo, el nimero de huevos puestos por una
gallina a la semana es una variable medida en escala discreta; simplemente, puede no
poner ningun huevo, lo que da el valor de cero, o poner 1, 2 0 7 huevos, lo que dara los
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valores de 1, 2 o 7, respectivamente: esta claro que una gallina no puede poner 3.5
huevos en una semana.

Una variable es medida en escala continua cuando tiene, conceptualmente, un
numero ilimitado de valores. Por ejemplo, si se mide la temperatura corporal en
humanos se puede obtener uno de los infinitos valores que existe dentro del campo de
variacion de la temperatura corporal, aunque de hecho son unos pocos lo valores que
realmente se van a medir, pero no porque no existan, sino porque no tenemos la
capacidad de medirlos o para la finalidad del estudio no es necesario MAs precision.

Las variables nominales y ordinales se miden, normalmente, en la escala
discreta, mientras que las variables de intervalos y de proporciones se miden en escala
continua pero se pueden transformar en escala discreta agrupando los individuos en un
pequefio numero de categorias; por ejemplo, se tiene altura de personas en cmy las
agrupamos en tres clases: altas, medianas y pequerias.

Datos de respuestas categéricas.-

Una variable categérica es la que representa un ndmero o frecuencia de
unidades que caen dentro de una categorias o clase de entre un conjunto de clases.
Por ejemplo, la ideologia politica puede medirse como de izquierda, centro y derecha;
el estatus de los fumadores puede medirse como nunca fuma, fuma esporddicamente
y fuma asiduamente; etc.

Estos tipos de datos son muy corrientes en Ciencias Sociales y Ciencias
Biomédicas. También se presentan con cierta frecuencia en Etologia, Ecologia,
Sanidad Publica, Ciencias de la Educacion, Marketing. Y tiene campos de aplicacion
muy interesantes en los Controles de Calidad Industrial en los que hay que evaluar
caracteristicas a menudo muy subjetivas como puede ser la caracteristica al tacto de
cierto producto, o el buen sabor de un cierto alimento, efc.

Variable de Respuestay variable Explicativa.-

Muchos andlisis estadisticos distinguen entre Variable Respuesta (o variable
dependiente) y Variable Explicativa o (variable independiente). Por ejemplo, los
modelos de regresidn describen como la distribucién de una repuesta (variable)
continua (como puede ser tiempo de supervivencia a un transplante de corazoén)
cambia de acuerdo a los valores de la variable explicatoria, como puede ser edad del
paciente o niveles de colesterol del paciente.

Exactitud y precision de los datos.-

Exactitud, es la cercania de una medida a su verdadero valor. Precision, es la
cercania entre medidas repetidas del mismo individuo.

La precision es mds importante que la exactitud. Por ejemplo, es mas
importante una balanza de precision desequilibrada que una vieja y oxidada balanza de
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mercado equilibrada, porque la primera medird siempre la misma diferencia de peso
entre dos unidades experimentales de peso préximo, aunque los pesos medidos no
sean exactos; mientras que la segunda dara diferentes diferencias de peso entre
dichas unidades experimentales, pudiendo dar como mas pesado una unidad y en otra
pesada dar como mds pesado la otra unidad, aunque su peso sea mas proximo al
exacto que el de la balanza de precisién desequilibrada.

Los valores exactos son usualmente, aunque no necesariamente, de variables
discretas y de variables cualitativas (que son derivadas de variables discretas como
son las frecuencias). Por lo tanto, el término de error, cuando se este tratando estos
tipos de variables, no se debera tanto al error de medida como al error de muestreo y
al error de experimentacion.

La mayor parte de las variables continuas, sin embargo, son aproximadas. El
valor exacto de una Unica medida es desconocido y probablemente incognoscible, pero
el dltimo digito de la medida realizada debe denotar precision, es decir, debe marcar
con precisién los limites reales sobre la escala de medidas entre los que se esta
seguro que se encuentra el valor exacto.

Ejemplo.-

Si se afirma que una observacién de cierta variable continua es 193, por su
caracter de continuo, no se esta seguro de esa medida pero si se estd seguro que su
valor es superior a 192.5 y es inferior a 193.5, si no fuera asi, no se podria dar dicho
valor a la variable. Si se estd usando un instrumento de medida mas preciso y se
afirma que mide 192.8, no se esta seguro del Ultimo 8 pero si se esta seguro de que
esa unidad mide mas de 192.75 y menos de 192.85, elc.

Si la medida exacta fuera 192.78 unidades, es obvio que la exactitud en estas
medidas va en aumento (a la vez que aumenta la precision) puesto que los limites
reales de la medida son mucho mas amplios en la primera que en la segunda y mas
amplios en la segunda que en la tercera.

Para saber el nimero de cifras significativas que se debe tomar para que los
errores de medida cometidos sean no significativos, se ordena la muestra por orden de
magnitud, desde la medida mas pequefia a la més grande, y el nimero de unidades
gue separe a ambas tiene estar comprendido entre 30 y 300.

Ejemplo.-

Medidas en mm, la mas pequefia 5 mm y la mayor 9 mm, hay 4 pasos o
unidades (9-5), por lo que se tendria que utilizar un instrumento que mida con una cifra
significativa mas de manera que la mas pequefa fuera, por ejemplo, 5.1 y la mayor 9.5,
con lo que se tendria ahora 44 pasos (95-51), que es un valor adecuado. La razén para
esto es que si se comete un error de una unidad (en el Ultimo digito), en el primer caso
se esta cometiendo un error del 25% (1/4), mientras que un error en el ultimo digito en
el segundo caso se esta cometiendo un error inferior al 2.5% (0.1/44).
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El ultimo digito de un numero ha de ser significativo, es decir, debe denotar una
distancia o separacion para la verdadera medida desde la mitad de un paso de unidad
anterior hasta la mitad de un paso de unidad posterior (limites reales de la variable).
Esto también afecta al cero a la derecha de la coma decimal

1.80m=1.795m-1.805m

POBLACION, MUESTRA, PARAMETRO Y ESTADISTICO.

Poblacion.-

Poblacion o Universo es el conjunto o grupo de elementos total que est4 bajo
investigacion atendiendo a que poseen una o unas caracteristicas comunes. Lo que
caracteriza la poblacién no es el conjunto de individuos sino la variable, es decir, el
conjunto de nimeros o medidas que valoran o miden la caracteristica que se estan
estudiando.

El concepto de poblacién, por tanto, es relativo, depende del objeto de estudio.

Muestra.-

Muestra es una parte de la poblacién que se extrae de ésta para estudiarla y
utilizar esta informacién para hacer inferencias acerca de la poblacién que no puede
ser estudiada directamente por ser infinita o por ser excesivamente caro o por requerir
un tiempo excesivo.

Una muestra tiene que ser representativa de la poblacién si se quiere que las
inferencias sean vélidas. Para que una muestra sea representativa tiene que cumplir el
principio de aleatoriedad, es decir, que todos los elementos de la poblacion tienen la
misma probabilidad de entrar en la muestra.

Parémetro de una poblacion.-

Se considera como parametro de una poblacién cualquier caracteristica que
ayude a un mejor conocimiento de dicha poblacién. Pueden ser parametros, el valor
maximo y minimo que puedan tomar la variable bajo estudio {(amplitud, rango o campo
de variacion), el nimero de individuos que pueden tomar un cierto valor
(probabilidades de las clases), el valor medio que toma la variable (media), el valor
central del rango (mediana), el valor mas abundante (moda), el grado de
homogeneidad o heterogeneidad de la poblacién (varianza, desviacion tipica,
coeficiente de variacion), el valor que delimita el 5% de la poblacion, etc. Normalmente,
los parametros suelen ser funciones mas o menos simples de los valores que forman la
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poblacién. En otras palabras, los pardmetros son nimeros que describen un aspecto
importante de la distribucién o poblacién.

Estadisticos muestrales y estimas.-

De la misma manera que se han definido los parametros se pueden definir
ahora los estadisticos aunque con la diferencia de que mientras en la poblacién los
pardmetros son numeros, en la muestra los estadisticos son variables aleatorias ya
que al ser funcion de las observaciones y ser éstas aleatorias, también lo seran las
funciones o estadisticos.

Por lo tanto, se denominard como estadistico a una medida deducida de una
muestra que define una caracteristica de dicha muestra. Tal estadistico puede
constituir un fin por si mismo, como una descripcién cuantitativa de un atributo de la
muestra, o puede proporcionar (misién de la inferencia) una estima del parametro
correspondiente de la poblacién como consecuencia de que los pardmetros de la
poblacién no sdlo son desconocidos sino que probablemente sean incognoscibles
(poblaciones numéricamente infinitas), por lo que se necesitan los estadisticos
muéstrales como indicadores o estimas de los parametros poblacionales.

Parametros de posicion o de localizacion y de dispersion.-

Se estudiaran, ahora, cudles son los parametros que mejor describen la
poblacién, es decir, la distribucidn tedrica.

El parametro que mejor permite conocer una poblacion es, desde luego, la
funcion de densidad, pero tiene el inconveniente de que no es manejable. Por lo tanto
se estudiaran los parametro mas utiles.

Los parametros de posicion o localizacion son ndmeros que nos indican en que
posicidn del eje de abscisas se encuentra localizada la distribucion. Los mas utilizados
son la media, moda 'y mediana.

Los parametros de dispersion son nimeros que nos indican el grado de
heterogeneidad de la distribucidn, es decir, indica si la distribucion en ancha o
estrecha. Los mas utilizados son la varianza, la desviacion tipica y el coeficiente de
variacion.

Media.-

La media aritmética o simplemente media o promedio es la suma de todos los
valores divido por el nimero de valores. Si las medidas se han agrupado en clases
(distribucion de frecuencias) seria cada medida o marca de clase por el nimero de
individuos que tienen dicha medida o que contiene dicha clase (factor de ponderacion)
dividido por el nimero total de individuos que componen la poblacién (suma de las
frecuencias de todas las clases)
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X,
p= 2l S Rf =5 X/ =3 Xfx) =Eqg

La ultima expresion es lo que se llama en estadistica esperanza matematica de
X (esperanza matemdtica de una distribucién teérica) que se puede definir,
intuitivamente, como el valor esperado antes de medir una variable, y se asocia, por lo
tanto, a la media de la funcion de densidad.

Sdlo existe esperanza matemdtica de variables aleatorias, porque si no es
aleatoria no hay probabilidad, por tanto no hay funcién de densidad y no se podria
definir estadisticamente la media pues al no existir incertidumbre no se espera un valor
sino que se esta seguros del valor.

Las propiedades de la esperanza matematica son, siendo ¢1 y o dos
constantes, y siendo X una variable
E(c)=c
E(cX) = cE(X)
E(c+ X)=c+E(X)
E(c, + ¢, X) = ¢, + c,E(X)

Moda.-

Es el valor de mayor frecuencia o el valor que se repite mas veces. La moda no
tiene porque ser Unica, puede haber distribuciones unimodales, bimodales, etc.

Mediana.-
Es el valor de la variable que divide a la poblacién en dos partes iguales, es
decir, el que deja la mitad de los individuos a un lado de la funcién de densidad yla

otra mitad al otro lado de dicha funcion. Si esta funcidn de densidad fuera simétrica la
mediana, moda y media aritmética coinciden.

Media geométrica.-

La media geométrica de n valores es la raiz n-ésima del producto de dichos

valores
i=n
G =0 I-I1 Xi
i=

La media arménica de n valores es la inversa de la media aritmética de la
inversa de los valores

Media armdnica.-
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Varianza.-

Supdngase que se tiene la media poblacional (u=1.62) de la estatura de las
espafiolas, por ejemplo. Ahora interesa saber como estan agrupadas las espariolas por
estaturas, es decir, si todas miden 1.62, o bien si hay individuos que miden 1.60 y
cuantos son, etc. En definitiva, se quiere saber que forma tiene la funcién de densidad
de esta poblacién que tiene de media 1.62 y que, como se constata, la media, si bien
da una informacion Util, porque localiza la distribucién, ésta informacion es muy
limitada.

En la siguiente figura se muestran algunas de la infinitas formas que puede
tomar una funcién de densidad (una poblacién) que tiene 1.62 de media

p = 1’62

Uno de los parametros que podria interesar seria la medida de la variabilidad de
esta funcién de densidad. Para calcularla se podria hallar la desviacién de cada
medida respecto a la media de la distribucion y después sumar todas estas
desviaciones; pero esta operacion va a dar como resultado el valor de cero, por la
misma definicién de media, ya que entre estas diferencias se van a compensar las de
valor positivo, porque la medida del individuo supera el valor de la media, con las
diferencias negativas porque el valor del individuos es inferior al de la media

3idi =3 X;-w)=Z%; X; - Z;u=
=2ixi—NH=2iXi‘N(ziTXi)=0

Como la suma de estas desviaciones no resuelve el problema, se va a intentar
transformarla de manera que mida la variabilidad. Lo primero seria el evitar que las
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diferencias se compensen y para ello se pueden elevar al cuadrado para que todas
queden positivas

A =(X;—p)?
Por lo que su suma seria
Tiai= (X~ n)?

Pero esto no indica si se refiere a 10, 15...., individuos, por lo que habra que
dividir por el nimero total de individuos y se tendra la férmula para el calculo tedrico de
la varianza

YiAi _ 2,’(Xi‘l’«)2 =52
N N

Se denomina varianza (c°) en estadistica al valor de la variabilidad media de los
individuos de la poblacion.

La expresion de la varianza en términos de esperanza matematica es la
siguiente

o® =E[X -E(X)]

Las propiedades de la varianza son, siendo X una variable aleatoria y Cc una
constante

a?(X)20
g?(c)= 0
a?(eX) =2 g?(X)
o?(c+ X) = g?(X)
o?(X) = E(X?)-[E(x)F

Desviacion tipica.-

Se representa por ¢ y es la raiz cuadrada de la varianza. Su utilidad proviene de
la necesidad de tener la medida de la variabilidad en las mismas unidades que la
variable considerada. Si la unidad de medida de la variable es el metro, la varianza
serfa en metros cuadrados, por lo que no seria homogéneo con la variable, en cambio
la desviacion tipica si lo es.

Coeficiente de variacion.-

Para tener una referencia de la importancia de la ¢ dentro de una poblacién, se
tendrd que comparar con algun otro parametro, pues ella por si sola no indica si su
magnitud es grande o pequefia. Si, por ejemplo, se tiene que ¢ = 16.2 no es lo mismo
en una poblacién cuya media sea 162 que en una poblacién cuya media sea 0.162,
pues en el primer caso la variabilidad es muy pequefia y en el segundo caso es

28 Estadistica Aplicada Uni y Multivariante



enormemente grande.

Para conocer la importancia o magnitud relativa de la ¢ se referencia con la
media y se multiplica por 100 para indicarlo en porcentajes. Este nuevo parametro se
denomina coeficiente de variacién

cv=2 100
7

Este pardmetro permite comparar las variabilidades de dos poblaciones con
valores paramétricos diferentes.

Consideraciones a tener en cuenta en la eleccion del andlisis apropiado y en la
eleccién de los parametros apropiados a las variables que se estan estudiando.-

Dos son las causas por las que el decidir estas cuestiones implica cierta
dificultad. La primera causa se le puede achacar a los libros de texto que no siempre
aclaran suficientemente esta cuestién.

Y la segunda causa es porque los datos que se obtienen en un estudio pueden
ser una mezcla de tipos de variables de las vistas anteriormente, o porque son
claramente de un tipo pero se han tomado con el propdsito claro de realizar un estudio
en el que no era preciso la cantidad de informacién de proveen las variables medidas,
o bien porque la escala utilizada invalida la utilizacién de dicha variable a su nivel de
informacion y hay que utilizarla como una variable de nivel de informacidn inferior.

Otras veces, un mismo conjunto de datos pueden ser analizados de diferentes
maneras dependiendo de los supuestos realizados.

Muchas personas, a la hora de realizar un andlisis estadistico, pretenden ignorar
los supuestos o cuales son los tipos de variables para, dada las facilidades de los
paquetes estadisticos, realizar multiples andlisis y elegir el que le provea los resultados
mas adecuados a las ideas previas. Esta actitud es muy diferente de quien, realizado
un andlisis teniendo en cuenta los supuestos y los tipos de variables, realiza otro sin
tener en cuenta estos supuestos para contrastar los resultados. La primera actitud es
muy peligrosa pues puede conducir a resultados errdneos si las ideas preconcebidas
son erréneas.
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Parametros adecuados para describir las variables nominales.-

En las variables nominales no tiene sentido el orden de los ntimeros utilizados.
Por ejemplo, si al sexo masculino se le denomina 1y al sexo femenino se le denomina
2, esto no implica que el dos sea mayor que el uno, la tnica relacion légica que se
puede hacer es la de igualdad y la de desigualdad, esto quiere decir que todos los
individuos denominados como 1 son todos iguales con respecto al sexo y todos ellos
son de diferente sexo que los individuos denominados como 2.

La grafica correcta para la descripcion de las variables nominales son las
gréficas de barras y los gréficos circulares. Estos gréficos los realiza, por ejemplo, el
SAS con el procedimiento Chart. Estos graficos muestran la proporcién de respuesta
que tienen los diferentes valores de la variable. Por ejemplo, si se realizan para los
sexos se puede visualizar si ambos estan en la misma proporcién, porque las barras de
los dos sexos tengan la misma longitud o los sectores circulares tengan el mismo
tamario, y en caso contrario se ven que no estan en la misma proporcién.

El parametro de localizacién adecuado para estas variable es la moda o medida
cuyo valor se repite mds veces, y el parametro de dispersién adecuado es la varianza
de la distribucién a la que se ajuste la variable, esta puede ser la distribucion binomial,
multinomial o la de Poisson. Légicamente, si esta distribucién fuera simétrica, la moda
coincidiria con la media.

Parametros adecuados para describir las variables ordinales.-

En las variables ordinales si tiene sentido y relevancia el orden de los valores,
por lo que son variables con mas informacién que las nominales. Ademas del grafico
de barras y el gréfico circular, se puede utilizar el histograma, aunque el area bajo el
histograma no tiene sentido porque los intervalos entre los sucesivos ntmero no son
iguales. Por ejemplo, el intervalo entre el primero (medalla de oro) y el segundo
(medalla de plata) en una competicion atlética no es el mismo que el intervalo entre el
segundo y el tercero o entre el cuarto y el quinto; o el intervalo entre el primero y
segundo de una oposicién no es la misma que entre el segundo y tercero o entre el
sexto y el séptimo.

El parametro de localizacién adecuado es la mediana, este es el valor de la
variable que deja a la mitad de los individuos a un lado de la distribucién y la otra mitad
al otro lado. El parametro de dispersién puede ser el rango o amplitud entre el valor
mayor y mas pequefio. Otra medida que puede ser informativa en estos tipos de
variables es la diferencia entre dos percentiles. Por ejemplo, se acostumbra restarle al
percentil 95 (Pgs) el percentil 5 (Ps). El percentil cinco es el valor de la variable que
divide el total de la distribucién de manera que el 5% de la poblacién tiene un valor
inferior y el 95% restante tiene un valor superior. Hay autores que prefieren el rango
intercuartiles, P7s-P2s, o la desviacién intercuartiles, (P7s-P2s)/2. EI SAS en el
procedimiento Univariate provee la mediana, el rango, los cuartiles Pas y Pz, y el
rango P7sPas.
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Parametros adecuados para describir las variables de intervalo.-

De las variables de intervalo, generalmente se conoce su rango (por ejemplo, la
temperatura corporal en °C). La representacion adecuada es la de los histogramas, y
en este caso si tiene sentido el area delimitada por el histograma, pues el intervalo
entre dos valores consecutivos cualesquiera se mantiene constante en todo el campo
de variacién. Los parametros de utilidad en estas variables es la media y la varianza.

Parametros adecuados para describir las variables de proporcion.-

Estas variables son las de mayor informacién y como son variable que se
ajustan a una normal, el pardmetro de localizacién adecuado es la media que coincide
con la mediana y la moda, y el parametro de dispersién adecuado es la varianza. Pero
puede haber otros parametros de utilidad, por ejemplo, si a los datos se le ha realizado
la transformacion logaritmica es de utilidad la media geométrica (G), puesto que

Ylog X

log G=
g N

Se usa cuando se quiere saber la media de un proceso en el que hay una proporcion
constante de cambio; por ejemplo, supdngase un crecimiento rapido de una ciudad que
la hecho pasar de 2500 habitantes en 1970 a 5000 habitantes en 1980, para estimar la
poblacion de 1975 se puede estimar como

2
G=_|| [T X;|=+2500x5000 = 3525

La media armdnica (H) se ha definido anteriormente como la inversa de la
media aritmética de las inversas de los numeros. Se usa para obtener una media de
proporciones cuando la cantidad en el numerador es fija. Por ejemplo, si un
investigador quiere saber la distancia por unidad de tiempo que recorren n coches en
una distancia fija, entonces debe usarse la media arménica.

El coeficiente de variacién puede usarse para comparar la variabilidad de
distribuciones que tienen diferentes medias (estan situadas en coordenadas
diferentes).

Analisis apropiado para los diferentes tipos de variables.-
Para decidir cual es el andlisis apropiado es importante tener en cuenta las

clasificaciones que se han hecho de las variables tanto por su escala de medida como
por su dependencia/independencia.
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La clasificacién de dependiente o independiente puede ser diferente de un
analisis a otro, mientras que la clasificacién por su escala de medida permanece
constante.

Los andlisis apropiados para los diferentes tipos de variables se pueden
esquematizar en la tabla de la pagina siguiente.

En esta tabla se han combinado las variables nominales y ordinales porque no
vamos a ver ningun andlisis que sea exclusivamente apropiado solo para las variables
nominales o solo para las variables ordinales.

También se ha combinado las variables de intervalo y de proporcién porque se
van a utilizar los mismo analisis para ambos tipos
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Analisis Univariantes/Multivariante.-

La investigacion aplicada, tanto en Ciencias de la Naturaleza como en otras
ramas de la Ciencia, frecuentemente se encuentra con fenémenos complejos que
requieren para su analisis de una considerable cantidad de variables medidas sobre el
mismo individuo estadistico o unidad experimental. Se entiende por andlisis
multivariante la rama de la estadistica y del andlisis de datos que estudia, interpreta y
elabora el material estadistico sobre la base de un conjunto de p > 1 variables
dependientes o interdependientes, que pueden ser de tipo cuantitativo, cualitativo o
una mezcla de ambas. La informacion en el andlisis multivariante es, por lo tanto, de
caracter multidimensional. En general, las variables se asimilan a variables aleatorias
con una cierta distribucién multivariante. Quizas la propiedad mas determinante del
analisis multivariante es que las p variables son dependientes (son funcion de), de
naturaleza similar y que ninguna de ellas tiene una importancia superior a las demas.

En cierto sentido, se puede decir que no existe una frontera clara entre los
metodos multivariantes y las deméas técnicas estadisticas. La estadistica univariante
consiste, esencialmente, en describir una sola variable mediante caracteristicas
muestrales, o realizar inferencias en base a la informacion de una muestra obtenida
bajo ciertas condiciones experimentales. El analisis multivariante cumple también con
estos dos objetivos, descriptivo e inductivo, pero trabajando simultdneamente con
varias variables en lugar de una sola. Es una metodologia estadistica operativamente
mas complicada, pero también méas potente, que utiliza extensamente los métodos
del algebra lineal, célculo numérico, geometria lineal, etc., aunque conceptualmente
sea lo mismo que los métodos univariantes.

Los métodos del andlisis multivariante permanecieron en el campo teérico mas
tiempo que los métodos estadisticos univariantes, como consecuencia de lo engorroso
y complicado de su uso practico. A partir de la década de los setenta, con la
generalizacion del uso de los ordenadores, muchas investigaciones aplicadas utilizan
metodos multivariantes que vienen justificados por la multicausalidad de los fenémenos
naturales, lo que hace que estos métodos puedan jugar un papel importante en el
andlisis de datos en las investigaciones de caracter empirico-experimental.

Tipos de andlisis.-

Como se ha visto en la tabla anterior, la cantidad y variedad de los métodos uni
y multivariantes pueden producir cierta confusion. Desde la perspectiva de la
investigacion aplicada, interesa fundamentalmente conocer a cuales problemas es
adecuado aplicar cada una de las técnicas, cémo hacerlo y cémo interpretar los
resultados. Siguiendo a Dagnelie se hard una introduccién previa a los problemas
agrupandolos, para facilitar la exposicion, en cinco categorias, sin pretender que estas
categorias sean absolutas ni excluyentes.
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Pruebas de homogeneidad.-

En estos andlisis se tienen varias poblaciones y una sola variable o un solo
grupo de variables. Las pruebas de homogeneidad de varias variables pueden ser
consideradas como simples generalizaciones de las pruebas de homogeneidad
clasicas. Asi como la prueba tde Student permite contrastar la hipétesis de igualdad de
medias de una variable medida en dos poblaciones, la prueba T de Hotelling puede
servir para verificar la hipétesis de igualdad de medias de dos poblaciones para varias
variables, simultdneamente. Si existen mas de dos poblaciones (también para dos
poblaciones) se tiene el andlisis de la varianza, con una sola variable y, con dos o
mas variables, el andlisis multivariante de la varianza, que conceptualmente es
como el andlisis de la varianza.

Lo mismo se puede decir de las pruebas de igualdad de varianzas, de igualdad
de coeficientes de correlacion, efc.

Estas pruebas se estudian en los Capitulos 4 al 10, y en el Capitulo 17 se
estudia el Analisis de Covarianza, que se utiliza para pruebas de homogeneidad pero
que hace uso de los métodos del andlisis de la varianza y del analisis de regresion.

Regresion.-

En estos analisis se tendré una poblacion y dos grupos de variables, cada grupo
de naturaleza diferente. El caso mas simple de regresion es aquel donde se considera
dos variables con el fin de prever o estimar el o los valores de una variable,
denominada dependiente o de respuesta, correspondiente a uno o varios valores
conocidos de otra variable, denominada independiente o explicativa. En este caso se
utiliza una ecuacion de regresién simple, corrientemente sera una ecuacion lineal y por
tanto representativa de una linea recta, determinada a partir de los valores observados
para las dos variables en un cierto nimero de individuos. Tal es el caso, por ejemplo, si
se observa durante n campafias cierto caracter productivo en una comarca dada y el
valor de una cierta caracteristica climatica (temperatura maxima, por ejemplo) en el
periodo de camparia, y si se desea prever el rendimiento de este caracter productivo
en el curso de la (m+1)-6sima camparia, en funcion del valor de la caracteristica
climatica observada en la (n+1)-ésima estacién en la que se desarrolla la campafia.

Este tipo de problemas no podemos clasificarlo como de anélisis multivariante,
pero dos de sus generalizaciones pueden ser consideradas como andlisis
multivariante. La primera generalizacién es la de la regresion mdltiple. La regresién de
Y en una sola variable independiente es muchas veces inadecuada. A menudo, puede
haber disponibles dos o0 mas X para proporcionar més informacién acerca de Y, por
medio de la regresion mdltiple en las X. La finalidad de la regresion mditiple, como ya
se ha apuntado, es la de estimar o prever el o los valores de una variable dependiente
en funcién no de una variable sino de varias variables independientes, lo que permite
una mejor estima/prediccion de los valores de Y. Se utiliza una ecuacién de regresion
multiple, en general lineal, y por lo tanto representativa de un plano de regresion si
tenemos dos variables independientes, un espacio de regresién si tenemos tres
variables y un hiperespacio de regresion para mas de tres variables independientes.
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Una segunda generalizacién de la regresién simple tiene como objetivo el
estudio de las relaciones existentes entre dos grupos de variables con el fin de prever
los valores de las variables de un grupo en funcién de los valores de las variables del
otro grupo. Se utiliza con este fin sistemas de ecuaciones de regresion simultaneas a
menudo llamadas modelos econométricos. En este caso, a las variables dependientes
se les denomina variables enddgenas y a las variables independientes, variables
exdgenas.

Si designamos como p el nimero de las variables medidas y como n el nimero
de individuos, tendremos np valores que en el caso de la regresion mililtiple se trata de
p variables independientes, de una variable dependiente y de n+1 individuos (n
individuos completamente conocidos y un individuo en el que se debe estimar el valor
de la variable dependiente). Y en el caso de las ecuaciones simultaneas seran p
variables independientes, g variables dependientes y n+1 individuos (n individuos
completamente conocidos y un individuo en los que se debe estimar el valor de las g
variables dependientes).

Otro uso de la regresién multiple es la de, si se tienen muchas X se puede
buscar el subconjunto de X que da la mejor ecuacién lineal. Por ejemplo, en la
prediccion del tiempo se puede usar hasta 50 variables X: una ecuacién con 50
variables X puede resultar dificil de manejar, ademas de no ser preciso el utilizarlas
todas si muchas de estas variables no contribuyen significativamente a un mejor
pronostico, por lo que se puede buscar una ecuacién con solo las tres o cuatro
variables mas predictivas.

En otros estudios semejantes al anterior, el objetivo no es el pronéstico, sino
que se tiene un nimero de variables X'y se quiere saber cudles estan relacionadas con
la Y, y, de ser posible, ordenar las variables en categorias segun su importancia en
influenciar a Y.

Estas pruebas se estudian en los Capitulos 11 al 14.

Correlacion.-

En este caso también se tendra una poblacién y dos grupos de variables, cada
grupo de naturaleza diferente. El coeficiente de correlacién simple, mide la intensidad
de relacion lineal existente entre dos variables.

El coeficiente de correlacién muiltiple, tiene un uso semejante al coeficiente de
regresion multiple. Puede usarse como medida de la calidad de la previsién obtenida
para una variable en funcién de dos o0 mas variables.

El coeficiente de correlacion parcial permite la medida de la intensidad de
variacion conjunta de dos variables haciendo abstraccién de la posible influencia de
otra u otras variables. El coeficiente de correlacién parcial puede ser utilizado en el
curso de un estudio de regresién multiple para la eleccién correcta de las variables
independientes.
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El anélisis de correlacion candnica mide la intensidad de variacién conjunta
existente entre dos grupos de variables. Es una generalizacién del coeficiente de
correlacién multiple.

En definitiva, los problemas de correlacion y regresion estan estrechamente ligados
y a menudo es dificil de disociar.

Estas pruebas se estudian en los capitulos 15y 16.

Andlisis de Componentes Principales y Analisis Factorial.-

En estos analisis hay una poblacién y un solo grupo de variables, es decir, las
observaciones proceden de una misma poblacién y las variables son de naturaleza
homogénea, esto es, no hay variables dependientes y variables independientes como
ocurre con la regresion.

El andlisis de componentes principales se usa para la interpretacion de las
relaciones existentes entre una serie de variables interdependientes. Su objetivo
principal es el de condensar la informacion que nos provee estas variables
interdependientes, observables directamente, en un nimero mas restringido de nuevas
variables no correlacionadas, por lo tanto, independientes, que no se pueden observar
directamente, denominadas componentes principales. Cada componente principal es
una combinacién lineal de las variables originales.

Si se realiza una regresién multiple utilizando como variables independientes las
componentes principales de las variables independientes originales, se tiene el andlisis
conocido como regresion ortogonal. Este andlisis es muy Util sobre todo cuando las
variables independientes estan fuertemente correlacionadas entre ellas.

El analisis factorial persigue un objetivo andlogo al del analisis de componentes,
pero siguiendo un modelo matematico algo diferente. El andlisis factorial intenta
explicar un grupo extenso de variables directamente observables mediante un nimero
reducido de variables hipotéticas llamadas factores que no son directamente
observables, pues son variables de naturaleza mds abstracta que las variables
originales. Estos factores y su nimero son conocidos previamente al anélisis.

Estas pruebas se estudian en el Capitulo 18.

Problemas de Clasificacion.-

De otra parte, cuando se consideran dos o mas poblaciones, entre las cuales
existen ciertas diferencias de medias, el problema puede ser el de situar en una u otra
poblacién a los individuos nuevos que no se conoce a priori su pertenencia. Este
problema de clasificacién puede ser resuelto en ciertas condiciones por medio de una
funcion lineal de las caracteristicas observadas, llamada funcién discriminante. Si de lo
que se trata es de analizar un conjunto de observaciones con objeto de verificar si
pertenecen a grupos diferentes, se tiene el andlisis factorial discriminante. También se
utiliza el andlisis discriminante, como ocurria con la regresién, para encontrar la
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variable o variables que mejor discriminan grupos preestablecidos. Si lo que se
pretende es buscar grupos similares de individuos o variables se tiene el andlisis o
algoritmos Cluster.

Del problema de clasificacién surge todo un completo conjunto de andlisis
multivariantes denominados genéricamente Taxonomia numérica.

Estas pruebas se estudian en el Capitulo 19.

Datos categéricos.-

Con los datos de respuesta categérica son los que representan un nimero o
frecuencia de unidades que caen dentro de una categoria o clase de entre un conjunto
de clases. Con estos datos se podran hacer pruebas de homogeneidad pruebas
semejantes a la regresién por medio de los modelos lineales categéricos y pruebas
semejantes al andlisis de Componentes Principales por medio del Andlisis de
Correspondencias.

Estas pruebas se estudian en el Capitulo 20.
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Pruebas de hipotesis






CAPITULO 3

Pruebas de hipétesis

El objetivo ultimo de la estadistica es el de ayudarnos a tomar decisiones sobre
la estructura del modelo usando los datos, es decir, inferir sobre la poblacién usando la
muestra que se tiene. Y esto se hace mediante una Prueba de Hipdtesis. Expliquemos
qué es esto.

El conocimiento cientifico consiste, en su primer paso, en la formulacién de un
problema planteado en una poblacion; un problema que se presente una sola (o pocas)
vez no es un problema cientifico, esto es, tiene que haber repetibilidad tanto en el
problema como en la solucién que se le dé. Por lo que el problema surge como
consecuencia de la observacién de unos hechos y el objetivo es el entenderlo,
interpretarlo y, por tanto, poder incidir sobre él transformando, de esta manera, la
realidad.

Si la ciencia en que se presenta el problema esta en los primeros estadios de su
desarrollo, la soluciones de los problemas suele se descriptivos, pero enseguida que
se asientan esta primeras descripciones comienzan a surgir problemas que requieren
cuantificaciones e inferencias. Pongamos cinco problemas a modo de ejemplos
representativos.

1) Un problema puede ser, por ejemplo, el planteado con el objetivo
de saber si existe presién sanguinea en las venas.

2) Otro problema puede ser el planteado a la hora de medir el area
de tres superficies de terreno, perfectamente cuadradas, adjuntas de
manera que uno de los extremos de sendos lados de las dos superficies
mas pequefias se tocan perpendicularmente, mientras que los otros
extremos de dichos lados se tocan con sendos extremos de un lado de la
superficie mayor.

3) Otro problema puede ser el que se plantea cuando se evalta los
conocimientos de la mente humana en una materia. Por ejemplo
¢Conoce un alumno concreto la materia de la asignatura Estadistica?
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4) Otro problema puede ser el de, si en cierta especie de
vertebrados, el numero de nacimientos de machos es igual al de
hembras.

5) Otro problema puede ser el de, si en cierta especie de mamifero
domestico, el tamafio de camada es 3.

6) Otro problema se plantea cuando se observa que ciertas
caracteristicas del hombre o de otras especies, vitalmente desfavorables
(por ejemplo, el albinismo), aparece en una generacion, desaparece en la
siguiente, y puede volver a aparecer en los nietos o en otra generacién
futura.

Una vez planteado un problema se le busca una solucién. La solucién puede ser
de dos tipos: solucién descriptiva o solucién por medio de una hipétesis contrastable.
Las soluciones descriptivas no hacen sino plantear inmediatamente mas problemas
que requieren para su solucion de hipdtesis contrastables.

La solucién al primer problema es descriptiva, esto es, la de realizar
observaciones y mediciones que informaran y proveerén la solucion de si existe
presion sanguinea en las venas. Esta primera fase descriptiva es comun a todas las
ciencias y es la que provee de elementos para la elaboracién de hipétesis para
resolucion de nuevos y mas complicados problemas, como puede ser, ;Porqué
cuando se aplica un determinado producto quimico aumenta la presién sanguinea?

Los demas problemas no pueden ser resueltos descriptivamente, pues las
cuestiones que plantean son inobservables (no se puede ver lo que ocurre en la mente
humana, no se puede ver todos los pasos que va desde el ADN hasta la produccién
del albinismo, no se puede ver todos los procesos citoldgico, fisiolégicos,
embrioldgicos, efc., que va desde la meiosis hasta el nacimiento del individuo, efc.). Sin
embargo, si se ven sus manifestaciones, los hechos reales, por lo que se pueden
resolver estos problemas con la elaboracion de hipdtesis. Esto es, para resolver un
problema de este tipo se emite una idea provisional de cémo se ha de interpretar los
hechos que han propiciado el problema o cual es el factor o cuales son los factores que
han dado lugar al hecho observado. Esta idea provisional, por tanto, es una hipétesis
contrastable con los hechos reales, lo que dara lugar, u orientara, a una serie de
observaciones o experimentos para la obtencién de datos relevantes al problema. Con
la hipdtesis no solo se podré explicar unos hechos, sino que se podran prever otros
hechos aun no observados y que puede ponerse de manifiesto experimentalmente.

Pero, aunque las hipétesis permiten poner de manifiesto factores inobservables,
al ser los fenémenos naturales multicausales, esta manifestacién de los hechos nunca
es determinante. Y como nunca se puede estudiar la poblacién, hay que tomar una
decision, con respecto a la falsedad o no de la hipétesis en la poblacién, en base a
hechos, observados en una muestra, no determinantes.

Expliquemos lo que quiere decir hechos no determinantes con un ejemplo
sencillo. Se puede afirmar que si se lanza un dado, la probabilidad de que salga el uno
es 1/6; la Unica manera determinante que se tendria de confirmar esta afirmacion seria
observando la poblacién de resultados del lanzamiento de un dado, esto es, lanzando
un dado infinitas veces; como esto no es posible, hay que tomar una muestra para
decidir sobre la falsedad o no de la afirmacién en la poblacién; por ejemplo, se puede
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lanzar el dado 600 veces; si las 600 veces sale el uno (o cualquier otro nimero) se
puede rechazar la hipétesis como falsa; si de las 600 veces que se lanza el dado sale
100 veces el uno, se puede aceptar que, al menos por el momento, no es falsa, pero
las manifestaciones naturales nunca son tan claras que sea suficiente el sentido comun
para tomar una decision. Probablemente saldré el uno un numero de veces entre el
100 y el 600, por lo que en base a se resultado hay que decidir sobre la falsedad o no
de la hipétesis.

Para el segundo problema se puede elaborar una hipétesis que puede ser: /a
suma de los cuadrados de los dos lados menores de un tridngulo rectangulo es igual al
cuadrado del lado mayor. Como se ha dicho anteriormente, esta hipétesis se podria
confirmar si se miden los lados de los infinitos tridngulos rectangulos y se confirma que
la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa. Como
esto no puede ser, se puede tomar una muestra de tridngulos rectangulos y ver si se
confirma esto. Sin embargo, los matematicos lo demuestran sin medir ni un solo
triangulo rectangulo, es decir, esta hipdtesis puede demostrarse analiticamente y
aceptar que es cierta para todos (la poblacién) los tridngulos rectangulos. Pero las
deducciones deductivas solo son posibles en las Matematicas y ciencias afines.

En las ciencias empiricas o factuales hay que proponer hipdtesis o teorias
concemientes a algun universo o poblacién y la tnica forma de tener una certeza
absoluta de su veracidad o falsedad es la de examinar toda la poblacién y como esto
es, no solo dificil, sino imposible, es por lo que la solucién es tomar una muestra de la
poblacién y usar las observaciones de la muestra para tomar una decision sobre la
falsedad o no de la hip6tesis.

Lo expresado hasta aqui concierne a todas las ciencias empiricas y a todas las
técnicas. Todos los conocimientos que se tienen de fisiologia, bioquimica, patologia,
elc., estan basados en estudios realizados en muestras extraidas de una poblacién, a
efectos, infinita, con el fin de confirmar o no una hipétesis planteada para la resolucion
de un problema.

Por tanto, en todas las ciencias empiricas y en todas los campos técnicos se
plantean problemas y se elaboran hipétesis que hay que contrastar. En la contratacion
de dichas hipStesis es en la que interviene los Métodos estadisticos como
herramientas que permiten realizar Pruebas de Hipdtesis, esto es, decidir sobre la
falsedad o no de una hipdtesis.

Para poder probar las hipétesis hay que realizar varios pasos previos.

1) Lo primero es decidir cual es la variable que puede cuantificar el
caracter y poner de manifiesto el factor expresado en la hipdtesis, que
solo se podra observar a partir de sus manifestaciones.

Por ejemplo, para el primer problema (o derivados de este), hay que decidir
como se mide la presién sanguinea, esto es, cudl es el aparato o instrumento de
medida que pondra de manifiesto la presién sanguinea, y cuél es la precision que se
utiliza. Se puede decidir realizar las medidas con un mandmetro de mercurio y con una
precisioén lo suficiente alta como para que haya unas 50 unidades entre el maximo y el
minimo del campo de variacion. Para el problema tercero, hay que hacer lo mismo y es
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obvio que sera una variable y unos aparatos muy diferentes a los del primer problema.
se puede decidir si un individuo tiene o no ciertos conocimientos midiendo si acierta
mas veces, de las que seria de esperar por el azar, experimentos aleatorios
independientes en los que hay dos posibles resultados mutuamente excluyentes.

2) Lo segundo es decidir cual es el modelo que explica la variabilidad
de la variable elegida, es decir, cual es la poblacion de esta variable.

Por ejemplo, en los derivados del primer problema, dado la variable que se ha
decidido que se va a utilizar para medir el caracter presién sanguinea y dado la
precision que se va a utilizar, se acepta que esta variable tiene una distribucién normal.
La variable que se ha decidido utilizar para poner de manifiesto el posible conocimiento
en una materia, del tercer problema, se asume que es una variable binomial.

3) El tercer paso es traducir la hipétesis planteada al lenguaje
estadistico, lo que implica la eleccién del estadistico de prueba (ver mas
adelante).

Este tercer paso y los siguientes, se explicaran mas adelante.

Como se ve, en su contexto mas general, una hipétesis estadistica es una
afirmacién sobre un modelo probabilistico (poblacién) que una vez asumido, la tnica o
Unicas constantes desconocidas son los pardmetros de la distribucion (poblacion)
correspondiente. Aunque es necesario destacar el hecho de que no todas las hipétesis
estadisticas se refieren necesariamente a un parametro de una distribucion concreta,
hay hipGtesis estadisticas no paramétricas, como se vera en el capitulo 20 de Datos
Categodricos.

Y una prueba de hipdtesis es un método para dictaminar sobre la probabilidad
de esa afirmacién, usando muestras como instrumento. Ya se ha utilizado el ejemplo
de la probabilidad de 1/6 para el uno, como hipétesis de lo que puede ocurrir al lanzar
un dado, y la prueba puede ser la de lanzar un dado 600 (muestra) veces; si el
resultado de dicho muestreo provee de 600 unos es facil, intuitivamente, desechar la
hipdtesis de que la probabilidad de obtener un uno es 1/6; por otra parte, si se
obtuvieran 100 unos, se aceptaria la hipétesis. Con resultados como estos, seria
suficiente con el sentido comun para aceptar o rechazar una hipétesis; pero la realidad
cotidiana de los experimentos no conduce nunca a resultados tan explicitos, de aqui la
necesidad de realizar pruebas estadisticas.

Una vez realizados los dos pasos anteriores, se tomara la muestra, esto es, se
realizara las observaciones o los experimentos que nos proveeran de la manifestacion
real de lo expresado en la hipGtesis. Si las observaciones concuerdan con las
predicciones expresadas en la hipétesis, se concluye que la prueba no rechaza, por el
momento, la hipétesis. Y se rechazara la hipétesis si las observaciones no concuerdan
con la misma.

Para que una hipdtesis pueda ser rechazada o no rechazada, esta claro que
debe ser coherente con solo algunos de los resultados u observaciones posibles. Esto
es, las predicciones derivadas de una hipétesis han de ser suficientemente exactas
como para que delimiten la regién de observaciones posibles en la que la hipétesis
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resulte compatible o no falsa. Y debe estar claro y ser exacto la region de posibles
resultados que haran rechazar la hipétesis por falsa.

Por lo que para probar una hipétesis estadistica se divide el espacio de valores
posibles del parametro, en el que se esta interesado, en dos subconjuntos; uno de
ellos es el espacio definido por la hipdtesis nula que constituira la region de aceptacion
y el otro espacio es el definido por la hipdtesis alternativa que constituira la region de
rechazo (ver mas adelante).

Una vez tomada la muestra se decide que, con ciertas probabilidades de error,
el parametro en cuestion pertenece a uno de esos dos subconjuntos. Pero no existe
certeza de que no se cometera un error.

Error Tipo |, Error Tipo Il.-

Para presentar las ideas centrales de una prueba de hipétesis utilizaremos el
ejemplo de un examen en el que se le plantea al alumno una pregunta y se le
proponen cinco respuestas de las cuales una es la correcta. Esto responde al problema
tercero de los planteados anteriormente.

Supodngase un alumno (A) que dice conoce la materia, es decir, conocera la
respuesta de la pregunta un nimero mayor de veces que el que cabria esperar por
puro azar. Esta claro que solo hay dos resultados posibles: que el alumno acierte o que
no acierte. En el caso de que acierte podria apoyar el supuesto de que el alumno
conoce la materia, mientras que si no acierta podria ir en contra de esta aseveracién.

Una manera de mejorar la capacidad de decisién es repetir el experimento
varias veces, puesto que es claro que si el alumno acierta una proporcion alta en un
gran nimero de preguntas, su aseveracion estara mejor apoyada que si acierta un sélo
intento. Supdngase, pues, que el experimento descrito se repitiera 10 veces, esto es,
un examen tipo test de 10 preguntas con cinco posibles respuestas cada una. (10 es
una muestra muy pequefia, pero se toma el valor de n = 10 para que quepa todo el
desarrollo del ejemplo en un espacio razonable de este manual). Se tendra, por lo
tanto, que la variable que se registra es el nimero de veces que el alumno acierta.

Tal como se ha planteado hasta el momento, el experimento no se presta a
conclusiones de tipo estadistico, debido que hasta el momento se esta manejando un
modelo verbal de la realidad. Por lo que el siguiente paso es traducir esta formulacién y
generar un modelo probabilistico. Esta claro que en este caso se tiene un experimento
que se ajusta a una Binomial donde, si se llama éxito a un acierto de A, el parametro
de la distribucién es p, la probabilidad de un acierto. Por lo que se tiene que decidir
sobre al magnitud de p, para ello se puede adoptar la decision mas simple, como es
que A no conoce la materia y simplemente trata de adivinar la respuesta por puro azar.
Traducido al lenguaje probabilistico, se tiene una funcién de probabilidad binomial con
p=1/5=0.2; mientras que A pretende que su p es mayor de 0.2. Se tiene, entonces, una
particion natural del espacio de posibles valores para p. Los valores de p < 0.2
corresponden a lo que se podrfa llamar nuestra hipdtesis, mientras que los valores
p>0.2 corresponden a la hipdtesis de A. Esta particion del espacio de los valores del
parametro en dos conjuntos mutuamente excluyentes es un aspecto importante de la
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prueba de hipétesis, como es que a toda hipétesis le corresponde otra complementaria
que es su negacion. A la primera hipétesis se le denomina Hipdtesis Nula (H,) que es
aquella que el cientifico ha decidido contrastar y a su complemento o negacién se le
denomina Hipdtesis Alternativa (H; o H,). Estas son

Hy:p<0.2
H;:p>0.2

La distribucion de probabilidades de X depende, por tanto, del valor de p o,
dicho de otra forma, del conocimiento que tiene A de la materia. Y s6lo se estaria
dispuesto a rechazar la H, si A acierta mas veces que las que acertaria cualquier
persona diciendo al azar un ntimero del 1 a 5.

Como se ve, ante estas dos hipétesis puede ocurrir cualquiera de las dos, ya
que un individuo sin conocimiento puede acertar un nimero suficiente de preguntas y
un individuo con conocimiento puede fallar. Por o tanto, en el momento de tomar una
decision se puede estar errando de dos maneras: decidiendo que A conoce la materia
cuando no la conoce y decidiendo que A no conoce la materia cuando si la conoce.

Estadisticamente: se puede rechazar la H, cuando es cierta y se puede no
rechazar la H, cuando es falsa.

Decision tomada

H, se acepta H, se rechaza
. , H, Error Tipo|l
SltlrJ:ac':lldn cierta No Error o
(desconocida) fal-l{ga Error[;l'l poll No Error

o= PError Tipol) = P(rechazar la H, cuando es cierta)
B = P(Error Tipo Il) = P(aceptar la H, cuando es falsa)

En el caso de A, se estara cometiendo un Error Tipo | si se decide que conoce
la materia (estd aprobado) cuando no la conoce (debiera estar suspenso) y se
cometeria un Error Tipo Il si se decide que no la conoce (esta suspenso) cuando si la
conoce (debiera estar aprobado).

Funcién de potencia de una hipétesis nula.-

Puesto que lo que se desea es cuantificar la evidencia o incertidumbre para
rechazar H,, un concepto importante en una prueba de hipétesis es la probabilidad de
rechazar una hipétesis dada. Puesto que esta probabilidad es una funcion del
parametro que se esta probando, se simboliza por &(p)

) = P(rechazar H, cuando el verdadero valor del pardmetro es p)

Por lo dicho anteriormente, se ve que para todos los valores de penlaH,
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dp) = Probabilidad de Error Tipolll
Mientras que para todos los valores de pen la H;
dp) = 1 - Probabilidad de Error Tipo ll

Puesto que &, es la probabilidad de rechazar una hipétesis dada, dependiendo
del verdadero valor del parametro, se la llama funcién de potencia de la prueba.

Estadistico de prueba y regla de decision.-

El estadistico para una prueba de hipétesis es el de la variable aleatoria cuyo
valor, en una muestra, determinara la decisién de rechazar o no la hipétesis nula. De
acuerdo con la distribucion de esta variable aleatoria se elegira una regla de decision,
que es simplemente una regla que establece cuales valores del estadistico produciran
el rechazo de H, y cuales la aceptacion.

El conjunto de valores, en el espacio muestral del estadistico, para los cuales se
rechazard H, es llamado Regién de Rechazo de la prueba. Por tanto, una regla de
decision genera una particion del espacio muestral del estadistico de prueba en dos
conjuntos mutuamente excluyentes. Uno de ellos es la Region de Rechazo de H, o
valores criticos y el otro la Regién de no Rechazo (o aceptacion) de H,.

En el ejemplo del alumno que pretende tener ciertos conocimientos, puesto que
el experimento es muy sencillo, las reglas de decisién posibles son bien faciles. La
variable aleatoria X; sélo puede tomar dos valores; se dira que X;toma el valor uno si A
acierta y toma el valor cero si A no acierta. Se tiene, entonces, que la distribucién de
probabilidades de la variable aleatoria X; depende del valor de p o, dicho de otra forma,
de la capacidad de conocimiento de A. Se tiene entonces

Px=1)=pP
Px=0)=1-p=q

Por lo que solo se estaria dispuesto a rechazar la H, si A acierta mas veces que
las que acertaria cualquier persona diciendo al azar un nimero del 1 a 5.

Para analizar el comportamiento de los Errores, de Tipo | y de Tipo Il de estas
hipétesis se analizaran estas tres posibles reglas de decisién

Prueba Regla de decisién Regién de Rechazo
1 Rechazar H, si X23 Ry=(X | X=3,4,5,6,7,8,9,10)
2 Rechazar H, si X25 Ro=(X | X=5,6,7,8,9,10)
3 Rechazar H, si X28  Ra=(X| X=8,9,10)
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Cada una de las tres reglas se caracterizaran por una regién de rechazo
diferente. El estadistico para la prueba seré el de la variable X distribuido Bin(10, p). Es
decir, que X sera el niumero de veces que A acierte de un total de 10 intentos.

Prueba 1) Rechazar H, si A acierta 3 0 mds preguntas:

3 7

14y 100 0 o

2] =22 x0.8” =0.2013

5)( ) 371 <0:2°%0.8
10y 1y a¥ 100, o

= — || 2| =-—=x0.2*x0.8° = 0.0881
P(a) [4](5 (5 = 2161 <0-2'%0.8

4y 1
(E) =— x02°%x08° = 0.0264

10 14y 100
= —||=| ==—x X =0.0055
Ps) 6 [5) 5 Bial 0.2°x0.8*
10 1Y(4Y _ 10
= — || 2| ===x0.27%0.8% = 0.0008
P 2 (5) 5 713l 0.2"x0.8
1014 _ 10!
= = || =| ===x0.25x0.8% = 0.0001
Ps) 8 (5] 5 312l x0.28x0.82

10 1V(4Y 100
= |=||2]|=-x02"%0.8" =0.0000
P [9][5) (5) oiqp <0-2"%0.8'
10 1Y°(4Y _ 100 ¢
=l =1 |=]= =0..0000
Puo) (10][5) [5) Tol00 x0.2'90.8°

Poes) = Py + Py + Pes) + Pey + Pz + Py + Pgy + Plip = 0.3222 = o
Es decir, para el valor del parametro en la hipétesis nula (p=0.20) la probabilidad
de acertar tres 0 méas veces es 0.3222. Dicho de otra manera, la probabilidad de que
acierte tres 0 mas veces una persona que dice nimeros al azar es de 0.3222. Por lo
tanto la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula siendo cierta es de a = 0.3222 que
es el nivel de significacion con el que se esté haciendo esta primera prueba.

Prueba 2) Rechazar H, si A acierta 5 o rmds veces:
1014V _100 . o o
= -] =] == X =0.0264
Ps) (5](5) [5) 515! X0.2°X0.8
10y 1Y74Y 100 ¢
= == X =0.0055
P) [6)[5) (5) slal x0.2°x0.8*
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10! 7 3 _
ﬁxo_z x0.8° =0.0008

|
O 0.28%0.82 = 0.0001

8121

10! 9 1
mxo,z x0.8' =0.0000
__10! 10 a0 —
_mxo_z 0.8" =0.0000

Ppes) = Psy + Pg) + Py + Py + Pig) + Pagy = 0.0328 = .

Es decir, para el valor del parametro en la hipétesis nula (p=0.20) la probabilidad
de acertar cinco o mas veces es 0.0328. Dicho de otra manera, la probabilidad de que
acierte cinco o mas veces una persona que dice nimeros al azar es de 0.0328. Por lo
tanto la probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo cierta es de a = 0.0328 que
es el nivel de significacién con el que se esta haciendo esta segunda prueba.

Prueba 3) Rechazar H, si A acierta 8 o mas veces:

10

y

Ps) =[
10

)

b _[10
4“0

1

5
1

(1

5

5

I
I
I

4

5

4
5

4

5

A
|

T

10!

8 2_
—8!2!xo,2 %X 0.8 =0.0001
10! 9 1_
mxo_z x0.8' =0.0000

_ 10! 10 o0 —

Pxsg) = Pigy + Pig) + Py = 0.0001 = a0

Es decir, para el valor del parametro en la hipétesis nula (p=0.20) la probabilidad
de acertar ocho o mas veces es 0.0001. Dicho de otra manera, la probabilidad de que
acierte ocho o mas veces una persona que dice nimeros al azar es de 0.0001. Por lo
tanto, la probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo cierta es de a=0.0001 que
es, por tanto, el nivel de significacion con el que se esta haciendo esta tercera prueba.

Resumiendo, se tiene que, con respecto al Error de Tipo |

Prueba Regla de decision Error Tipo||
1 Rechazar H, si X3 a =0.3222
2 Rechazar H, si X25 a=0.0328
3 Rechazar H, si X>8 a =0.0001
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El valor médximo de a es el valor de la probabilidad de obtener un resultado
dentro de la region de rechazo con el valor del pardmetro que indica la hipétesis nula.
Por esta razon, la H, incluira, necesariamente, la igualdad y el nivel de significacién (a)
se define como la probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo cierto el valor del
parametro en la H,.

Desde este punto de vista, esta claro que la prueba mas conveniente seria la
tercera, pues la probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo cierta, es muy
pequena; mientras que en la primera prueba, es muy alta la probabilidad de rechazar la
hipétesis nula siendo cierta.

En términos del problema del examen de A, si se adopta la primera regla de
decision, habra un 32% de personas que, sin tener conocimiento de la materia, se le
apruebe. Mientras que con la tercera regla, solo aprobaria uno de cada 10000
personas sin conocimiento de la materia, por lo tanto, esta claro que si una persona
responde correctamente ocho o mas preguntas, de diez, es porque muy
probablemente conozca la materia.

Mas adelante se vera que esta conclusién es errénea.

Pero el comportamiento de una prueba esta caracterizado por su funcién de
potencia. Supongase que para A, p = 0.6, es decir, que la probabilidad de que A
acierte es tres veces superior a la de una persona sin conocimientos, en ese caso se
tendria que para cada una de las pruebas la funcién de potencia correspondiente es

Prueba Funcidn de potencia
1 81(0.6=P(X=3 cuando el valor del pardmetro es p=0.6
2 02(06=P(X=5 cuando el valor del pardmetro es p=0.6

3 83,0.6)=P(X=8 cuando el valor del pardmetro es p=0.6

En las siguientes paginas se hallan estas funciones de potencia.

Prueba 1) Rechazar H, si A acierta 3 o mds veces, siendo p = 0.6

P =(1: ](gf % 7 = %xo.e"xm7 =0.0425
Py = 1; 2)4 §6=%X0.64X0,46=0.1115
Ps)= 150 g]s §5=51!—%!!X0.65><0.45=0.2006
Pe) = 1: g)ﬁ §4=;!—?:!xo.66xo.44=0.2150
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Py = (1: ) %H%T = %XO.67XO.43 =0.2150

Pe) = (1: } %T(%T = 81!—(;!!><0.68><0.42 =0.1209

Pio) =(1: (%)9[%)1 = %xo.fsgxm1 =0.0403
Puoy = (:g] %)10(30 = 110—(!)(!)!><0.61°0.4° =0.0060

P()QS) = P(a) + P(4) + P(5) + P(s) + P(7) + P(a) + P(g) + P(1o) =0.9877=a

Como ) €5

6(0.6) = P, (X=3, cuando el valor del parametro es 0.6) = 0.9877

Y por tanto 8 es
f=1-dpg =1-0.9877 = 0.0123

Esto indica que, con un valor del parametro de la Hy (p = 0.6), la probabilidad de
acertar tres 0 mas veces es de 0.9877. Esta primera prueba tiene, por tanto, una
potencia de 8(¢=0.9877, por lo que la probabilidad de Error Tipo Il es igual a 1-
0.9877=0.0123. Si la probabilidad de rechazar H, si A acierta tres 0 mas veces, siendo
p=0.6, es 0.9877; uno menos esta cantidad es la probabilidad de aceptar H, si A
acierta tres o mas veces, siendo p=0.6, es decir, la probabilidad de aceptar la hipétesis
nula (p<0.2) cuando no es cierta (p=0.6) es de p=0.0123.

Dicho con otras palabras; la probabilidad de obtener un resultado dentro de la
regién de aceptacion con el valor del pardmetro de la H;, es 0.0123.

Prueba 2) Rechazar H, si A acierta 5 o mds veces, siendo p=0.6

5 5

Por= o 2] (2] = mx0.6°x0.4°=0.2008
Pe) = 12 %6 §4=%%><0.66X0.44=0-2150
P = 1;) %7 §3=%X0.67X0.43=0-2150
Pe) = 1:: %8 §2=%xo.68xo.42=0.1209
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10 9 1 i
P(9)=[ ](g] (g) =£XO.69><0.41 = 0.0403

9l5)\5) 9
103Y°2Y 10! 20"
= 2 E] =—Ex = 0.0060
Poo (10](5) (5) Tolo1 <0604

P(xzs) = P(s) + P(s) + P(7) + P(e) + P(g) + P(1o) =0.8337 =«

Como ¢ es

6(0.6) =P (X25, cuando el valor del parametro es 0.6) = 0.8337

Y por tanto B es
B=1-8¢¢ = 1-0.8337 = 0.1663

Esto indica que, con un valor del parametro de la H; (p=0.6), la probabilidad de
acertar cinco o mds veces es de 0.8337. Esta primera prueba tiene, por tanto, una
potencia de &(6=0.8337, por lo que la probabilidad de Error Tipo Il es igual a 1-
0.8337=0.1663. Si la probabilidad de rechazar H, si A acierta cinco 0 mas veces,
siendo p=0.6, es 0.8337; uno menos esta cantidad es la probabilidad de aceptar H, si A
acierta cinco o mas veces, siendo p=0.6, es decir, la probabilidad de aceptar la
hipétesis nula (p<0.2) cuando no es cierta (p=0.6) es de p=0.1663.

Dicho con otras palabras; la probabilidad de obtener un resultado dentro de la
region de aceptacion con el valor del pardmetro de la H;, es 0.1663.

Prueba 3) Rechazar H, si A acierta 8 o més veces, siendo p=0.6

10)3Y2Y 10!
P(8)=[ ](—) (—) =ﬁ><0.68><0.42=0-1209

g l\5/|5
Pioy = 10 Eg 21—1—0!X069><041 = 0.0403
®= g l5]|5] g e '
10Y3Y°r2Y 1o 0 0
= 2l =« =0.0060
Po) (10](5) (5) Toi0 <0-6" 0.4

Poes) = Pg) + Pg) + Pioy=0.1672 = o,

Como &g es

6(0.6) = P(XZB, cuando el valor del parametro es 0.6) = 0.1672

Y por tanto B es

B=1-Bpg =1-0.1672 = 0.8328
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Esto indica que, con un valor del parametro de la H; (p=0.6), la probabilidad de
acertar ocho o mas veces es de 0.1672. Esta primera prueba tiene, por tanto, una
potencia de 8(.¢=0.1672, por lo que la probabilidad de Error Tipo Il es igual a 1-
0.1672=0.8328. Si la probabilidad de rechazar H, si A acierta ocho 0 mas veces,
siendo p=0.6, es 0.1672; uno menos esta cantidad es la probabilidad de aceptar H, si A
acierta ocho 0 mas veces, siendo p=0.6, es decir, la probabilidad de aceptar la
hipétesis nula (p<0.2) cuando no es cierta (p=0.6) es de $=0.8328.

Dicho con otras palabras; la probabilidad de obtener un resultado dentro de la
regién de aceptacion con el valor del pardmetro de la Hy, es 0.8328.

Por tanto, en el supuesto de que p=0.6, es decir, que A tiene un conocimiento
de la materia que le permite acertar el triple de veces que una persona que dice
cualquier nimero al azar en cada experimento, se tendra, con respecto al Error de Tipo
Il

Prueba  Regla de decision Error Tipolll
1 Rechazar H, si X23 a=0.0123
2 Rechazar H, si X25 a=0.1663
3 Rechazar H, si X>8 a=0.8328

Segun esto, el valor de B es el valor de la probabilidad de obtener un resultado
dentro de la regién de aceptacion con el valor del pardmetro que indica la hipétesis
alternativa. Por esta razén, B se define como la probabilidad de aceptar la hipétesis
nula siendo el autentico valor del parametro el de la H;, es decir, siendo falsa la
hipétesis nula.

Desde este punto de vista, esta claro que la prueba més conveniente seria la
primera, pues la probabilidad de aceptar la hipdtesis nula siendo falsa, es muy
pequefia; mientras que en la tercera prueba, es muy alta la probabilidad de aceptar la
hipétesis nula siendo falsa. En términos del examen de A, si se adopta la tercera regla
de decisién, habra un 83% de personas que, conociendo la materia, se les suspendan.
Mientras que con la primera regla, solo un 1% de personas con conocimientos podrian
pasar desapercibidas suspenderlos. Por lo tanto, esta claro que una persona con
conocimientos que acierta tres o mas preguntas, de diez, es porque muy
probablemente tenga conozca la materia.

Sin embargo, con respecto a B, se toma como mejor la prueba que, con
respecto a a,se tomo como la peor, y viceversa.

De modo que las pruebas con un nivel de significacién alto, tienen un menor
Error Tipo Il, mientras que las pruebas con nivel de significacion bajo tienen mayor
Error Tipo Il. Por lo que la conclusién es que no es posible minimizar simultaneamente
los dos tipos de error. La estrategia mas adecuada, dado este fenémeno, se discutira
mas adelante. La discusién anterior ha sido para el valor autentico de p=0.6 siendo el
valor de la H,, p=0.2. Pero la conclusién obtenida es similar para otros valores de p, si
se repiten los cdlculos para tal como se han hecho antes.
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Resumiendo, se tiene que en un juego de hipétesis, la hipétesis nula contendra
invariablemente la igualdad. Y la estrategia que se seguira para elegir una prueba
consistira en fijar el maximo nivel de significacién (a) que se esta dispuestos a tolerar, y
una vez fijado este nivel de significacién elegir la prueba que minimice el Error Tipo I
para todos los valores del parametro o, en otras palabras, que maximice la funcién de
potencia de la prueba para todos los valores del parametro en la hipétesis alternativa.

En el caso de la hipétesis del ejemplo, supéngase que se ha decidido tomar
como nivel de significacion de la prueba el a<0.04. Esta restriccion elimina
automaticamente a las pruebas cuyas reglas de decisién serian

RechazarH, si X > 0 (a.=1.0)

RechazarH, si X > 1 (a =0.8926)
RechazarH, si X > 2 (o =0.6242)
RechazarH, si X > 3 (a=0.3222)
RechazarH, si X > 4 (0, =0.1209)

Las pruebas que cumplen con la restriccion son aquéllas cuya regla de decisién
es

RechazarH, si X > 5 (o =0.0328)
RechazarH, si X 2 6 (o =0.0064)
RechazarH, si X > 7 (o =0.0009)
RechazarH, si X > 8 (o =0.0001)
RechazarH, si X > 9 (o =0.0000)
RechazarH, si X > 10 (o = 0.0000)

Hay que elegir, por tanto, entre una estas seis pruebas. De acuerdo con la
estrategia anteriormente estudiada, se elegira aquélia que tenga menor Error Tipo Il
para los diferentes valores de p. Si se hace un estudio como el hecho en las paginas
anteriores se llega a la conclusion que la prueba cuya regla de decision es

Rechazar Hy si X25 (= 0.0328)

es la que maximiza la funcién de poder o equivalentemente minimiza las
probabilidades de Error Tipo Il para los diferentes valores de p, entre las pruebas con
0<0.04.

Seleccionada la prueba de acuerdo con los criterios propuestos, sélo resta
realizar el experimento (tomar la muestra) y tomar la decisién que corresponda. En
este caso la prueba escogida es

Regla de decision, Rechazar HysiX >5
Nivel de significacién, a=0.0328
Regidn de rechazo, A(XX=5,6,7,8,9, 10)
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Esto quiere decir que una vez realizado el experimento se decidira rechazar H,
si A acierta cinco o mas veces y no se rechaza H, si A acierta cuatro o menos veces.

Estos conceptos se completaran con los que se estudien en el epigrafe Error de
Tipo I, Error de Tipo Il y tamafio de muestra.

Hay que sefialar, que esta manera de presentar una prueba de hipétesis es
exclusivamente con fines didacticos. En un préximo epigrafe se expondra el método de
realizacion de una prueba de hipédtesis. De todas maneras, adelantemos que, si aquf
se ha fijado una regioén de rechazo y después hallado el nivel de significacion, en la
practica se hara justo lo contrario.

El nivel de significacién adoptado para la prueba se simboliza como
P>N

siendo N un numero que indicard la probabilidad de la regién de rechazo para el valor
del parametro de la hipétesis nula.

También es tradicional indicar los niveles de significacién méas habituales (a =
0.05, a = 0.01 y a = 0.001) con un asterisco, dos asteriscos y tres asteriscos,
respectivamente.

Si se rechaza una hipétesis nula al nivel de significacién de a=0.05, se le afiade
al estadistico de prueba un asterisco (*), ver cualquier ejemplo de este manual) y se
concluye que el estadistico de prueba es significativo y por lo tanto se rechaza la
hipétesis nula.

Si se rechaza una hipdétesis nula al nivel de significacién de a=0.01, se le afiade
al estadistico de prueba dos asterisco (**) y se concluye que el estadistico de prueba
es muy significativo y por lo tanto se rechaza la hipétesis nula.

Si se rechaza una hipétesis nula al nivel de significacion de a=0.001, se le
afade al estadistico de prueba tres asterisco (***) y se concluye que el estadistico de
prueba es altamente significativoy por lo tanto se rechaza la hipétesis nula.

En el caso de que no se rechace la hipétesis nula, se le afiade al estadistico de
prueba las siglas sn que significa no significativo, y por lo tanto se acepta la hipdtesis
nula.

Esta dltima simbologia, por se la mas ampliamente extendida es la que se sigue
en este manual.

Diferentes tipos de Hipétesis.-
Generalizando la situacién estudiada en los epigrafes anteriores, si © es un

parametro cualquiera y ©, es una constante del conjunto de valores que puede tomar
el parametro, la hipétesis que se ha discutido ha sido
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Ho:©<0,
H1:G)>(")°

Una caracteristica de estas hipétesis es que la hipotesis nula contiene mas de
un punto.

Ademas, debido al hecho de que para este juego de hipétesis la regla de
decision es

Rechazar H, siel estadistico es mayor que una cierta cantidad
se dice que es una hipétesis de la cola derecha.
Otra posible hipétesis, simétrica a la anterior, puede ser

H,:©20,
H1:@<®°

En ésta, la regla de decision es
Rechazar H,, si el estadistico es menor que una cierta cantidad
se dice, en este caso, que es una hipdtesis de la cola izquierda.
Y un tercer tipo de hip6tesis son

H,:©=0,
Hi:©@#0,

Una caracteristica de estas hipdtesis es que la hipétesis nula contiene solo un
punto.

En ésta, la regla de decisién es
Rechazar > H, si el estadistico es mayor o menor que una cantidad

se dice que es una hipétesis de dos colas, lo que se estudiaré detenidamente en el
siguientes epigrafe.

Pruebas de hipotesis de dos colas.-

En la practica de trabajos cientificos y técnicos, ocurre generalmente que se
trata de poner a prueba una teoria sobre la que hay una opinién muy definida del valor
verdadero del parametro, por lo que la hipétesis nula tendra un sélo punto y cualquier
desviacion de la muestra en un sentido u otro va en contra de la teoria propuesta.
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Péngase como ejemplo el problema cuarto de los que se plantearon al
comienzo del capitulo, este era el de probar la distribucién de sexos en cierta especie
de vertebrados. Si se realiza un experimento como este, cualquier persona opinara
claramente que, conocido el proceso de la meiosis las condiciones fisiolégicas y
embriolégicas de multitud de especies con reproduccién sexual, se espera que en un
parto salga macho o hembra con la misma probabilidad. Si la evidencia experimental
no apoya esta afirmacion, la teoria sobre el comportamiento genérico de los procesos
citogenéticos, fisioldgicos y embriolégicos en dicha especie, no se podra confirmar.

Para poner a prueba esta hipétesis el experimentador puede observar diez
partos y anotar los resultados (se sabe que una muestra de diez es muy pequefia para
un experimento, se hace con diez para que el ejemplo quepa en un espacio asequible).

Traduciendo esto al lenguaje estadistico, se tiene una poblacién Binomial. Si se
le llama éxito a obtener hembra, entonces la variable X, definida como el nimero de
hembras de los diez partos, tiene una distribucion Binomial con parametro 10y p=0.5.
La hipétesis estadistica seria

Ho: p=05
Hi: p#0.5

Es una hipdtesis de dos colas pues esta claro que la hipStesis alternativa sera
apoyada por la muestra tanto si se tienen muchos éxitos como si se tienen muy pocos.
Es decir, se rechazara la hipdtesis nula tanto si salen muchas hembras como si salen
pocas hembras.

Por tanto, se tiene una region de rechazo formada por valores extremos de la
cola izquierda y de la cola derecha de la distribucion del estadistico bajo la hipétesis
nula.

De acuerdo con lo anterior, valores de X cercanos a cero o cercanos a diez
apoyaran la hipétesis alternativa y valores préximos a cinco, apoyaran la hipdtesis nula.
Para concretar lo que se entiende por valores extremos es necesario fijar el nivel de
significacion que se desea.

Supdngase que se ha decidido que el nivel de significacion de la prueba sea
0<0.04. Esto quiere decir que la probabilidad de rechazar H, siendo el autentico valor
del parametro p=0.5 debe ser menor o igual que 0.04.

Puesto que la regién de rechazo estara integrada por valores extremos en
ambas colas de la distribucién, es facil imaginarse varias maneras para elegir criterios
de rechazo repartidos entre ambas colas, cumpliendo todos ellos con la restriccion
impuesta por el nivel de significacion.

La regla que se adopte sera aquella que, elegidos dos valores, ¢y ¢, bajo H,

Pixscty + Ppecz) < 0.=0.04
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Si se hallan las probabilidades de toda esta distribucién, se tiene

103 1Y(1Y° _ 10 Oy =10
= — — =—.—X X =0.00098
Po (o](z) (2) oo 02705

9

P(1>=[1:) (%1 % =%X0.5‘xo,59=0.00977
P2 = 120 %2 %8=21!—(;xo.52xo.58=o.04394
Py = 1; %3 %7=%x0_53x0,57=0.11719
Pay= 1:) %4 %l%xo.s“xo_ss:o.zosoe
Py = 150 %5 %5=51—g—!xo_55x0_55=0.24609
Pe) = 1: %6 %4=%xo.56xo.54=0.20508
Py = 170 %7 %3=;!—%!!xo,57x0,53=0.11719
P = 1: %8 %2=%xo.saxo.52=o.o4394

10 1Y (1Y 100 o
=t [ 2][2] =22 x0.59%0.5" = 0.00977
Pre) (9](2) (2) gty *0-57X035

10 1Y/ 1Y 10 00~ 0
P(w)_(w](E) (5) _mxo_s x0.5° =0.00098

Si se adopta como regla de decisién
Rechazar Ho si X<0 o si X210
Se estd usando un nivel de significacion de
o = Pioxx210) = Poy + Pi1g) = 0.000196

Es decir, un a muy bajo (en correspondencia B sera muy alto). Pero esta regla
no cumple con la condicién que se ha impuesto al principio, esta es a<0.04.

Si se adopta como regla de decision
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Rechazar Hysi X<1 o si X229
Se esta usando un nivel de significacion de
o= P(12)Q9) = P(O) + P(1) + P(g) + P(10) =0.0215

Esta mas proximo del nivel de significacion impuesto al principio de la
experiencia, este es el de a<0.04.

Si se adopta como regla de decisién
Rechazar Hy si X<2 o siX2>8
Se esta usando un nivel de significacion de
0. = Psxes) = Pioy + Py + Pgy + Pig) + Pg) + Paoy = 0.10938

Es un nivel de significacién mucho mas elevado que el maximo que se ha
impuesto al principio de la experiencia.

Efectuadas las observaciones anteriores, es facil comprobar que una regla que
cumple con la restriccion especificada por el nivel de significacion, y que hace iguales
las probabilidades de que el estadistico tome un valor cualquiera de la region de
rechazo de ambas colas, es la determinada por la regla de decision

Rechazar Hp si X<1 0 si X>9

Es decir, que ¢1=1y ¢=9. Por lo que se define

(XIX 2¢)) = R = (X[X=0.1)
(XIX <¢,) = R, = (X[X=9.10)

R
R2

Y la regién de rechazo viene dada por R=R;+R;

Es decir, para el valor del parametro en la hipétesis nula (p=0.5) la probabilidad
de que nazcan una o0 menos hembras, o nueve o mas hembras es de 0.0215. Dicho de
otra manera, siendo la probabilidad de hembra 0.5, la probabilidad de que nazcan una
o0 menos hembras o nueve 0 mas hembras, en diez partos, es de 0.0215. Por lo tanto
la probabilidad de rechazar la hipétesis nula siendo cierta es de a = 0.0215 que es el
nivel de significacion mas préximo al maximo impuesto en esta prueba.

Hay que hacer constar, que no se ha conseguido el nivel de significacion exacto
que se impuso al principio de la experiencia por dos motivos.

1) Uno de ellos es que, al ser una distribucién discreta, toma valores
concretos (nimeros naturales) y por ello, no ha podido haber un
acercamiento mayor al nivel de significacién impuesto al principio de la
experiencia. Esto no ocurrird con distribuciones continuas, como es la
normal, que es el supuesto con el que se va ha hacer todas las pruebas
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de hipdtesis excluyendo las del Capitulo de Datos Categdricos
(Capitulo 20).

2) El otro motivo, el mas importante, por el que no se ha conseguido llegar
mas préximo a la a impuesta, es que el tamafio de muestra es muy
pequefno (n=10). Recuérdese, que se ha hecho con este tamafio de
muestra para que el ejemplo ocupara poco espacio de este manual, pero
en la realidad, un problema como este requiere un tamafio de muestra
mucho mayor, en cuyo caso se hubiera echo la prueba al nivel de
significacion exacto. Aunque si el tamafio de muestra hubiera sido mucho
mayor, la prueba de hipdtesis se hubiera hecho por aproximacion a la
normal, como se vera en el epigrafe Prueba de hipétesis sobre p de una
distribucion binomial aproximédndola a una normal.,

Sistematizacién del método para realizar una prueba de hipétesis.-

Las ideas que se han plasmado en los ejemplos anteriores pueden
generalizarse para ser aplicadas a cualquier modelo probabilistico, y sobre todo al
Normal. A continuacién se expone lo que debe ser la secuencia de pasos para probar
una hipétesis estadistica

1) De acuerdo con las suposiciones que se hagan sobre el fenémeno y con
la forma en que se han obtenido los datos, se elige un modelo probabilistico bajo el
cual se operara.

2) En el modelo probabilistico elegido, se identifica el pardmetro sobre el
cual se desea inferir basandose en la muestra.

3) Se decide cuales serdn las hipétesis que se van a contrastar. En la
practica, las hipétesis mas tiles son

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
H,:©<0, Ho:©20, H,:0=0,
H:©0>0, Hi:0<0, H;:0z0,

donde © es el parametro sobre el que se quiere inferir y ©, es una constante elegida
por el investigador entre los elementos del conjunto de valores posibles del parametro
©. Recuérdese, asi mismo, que el signo de igualdad siempre va en la H,

4) Se elige un estadistico de prueba. Forzosamente la distribucion del
estadistico depende del pardmetro ©, ya que esto es lo que permite discernir cuéles
valores del estadistico son los aceptables bajo la H, y cuéles no lo son.

5) De acuerdo con la distribucién probabilistica del estadistico de prueba, se
selecciona una regla de decisién que define una regién de rechazo o valores criticos, la
cual esta integrada por valores del estadistico que son improbables bajo la H,. El
conjunto de valores que integran la regién de rechazo esta limitado por el nivel de
significacion que se desea para la prueba. El nivel de significacion se debe elegir a
priori y en base a él se determinar la regién de rechazo.
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6) Una vez que la regla de decisién y su correspondiente region de rechazo
han sido elegidas, sélo resta calcular el valor del estadistico de prueba en la muestra
que se tiene y determinar si pertenece el subconjunto de su espacio muestral en la
regién de rechazo o a la regién de no rechazo. La decisidn que se toma entonces es
como sigue: si el valor del estadistico esta en la regién de rechazo, se dice que la
hipétesis nula se rechaza con un nivel de significacién de a. Si el valor del estadistico
en la muestra est4 en la regién de no rechazo, se dice que H, no se rechaza al nivel de
significacion de a. A veces, en este Ultimo caso se acostumbra a decir que se acepta la
H, al nivel de significacién propuesto o con una seguridad de (1-a)%, aunque esto no
es correcto. En ningun caso es correcto afirmar que la H, es falsa sin afiadir un nivel de
significacidn, y en ningin caso se puede afirmar que es cierta, sino que no existe
evidencia suficiente en la muestra tomada para rechazar la H, con el nivel de
significacion.

Prueba de hipétesis sobre la media de una distribucién normal.-

Mientras que no se haga notar lo contrario, la estadistica inferencial que se va
ha estudiar se basa en el supuesto de normalidad o de aproximacién a la normalidad
haciendo uso del Teorema Central del Limite. Por lo tanto, una vez conocidos los
principios basicos sobre las pruebas de hipétesis, es conveniente estudiar de manera
explicita la forma de probar hipotesis sobre los parametros de una normal. Se
empezara con pruebas de hipétesis sobre la media.

Se tiene una muestra aleatoria Xi, Xz,..., Xn de una variable que por sus
caracteristicas o estudios anteriores se le supone una distribucién Normal con media
y varianza o®. Esto quiere decir que cada valor de la variable aleatorias es N(u, ),y
son independientes. Se quiere inferir sobre el parametro p de la distribucion empleando
para ello la muestra que se tiene. Las hipétesis de interés practico, como se expuso en
la pagina anterior, son

Coladerecha Colaizquierda Dos colas

HO:“SUQ HOUZUO H01U=U°
Fh il > g HiiB<i,  HiH#i,

donde P, es la constante o valor paramétrico de la prueba de hipbtesis (véase
ejemplo).

En busca de un estadistico de prueba para esta hipétesis, es l6gico pensar en

X la media muestral de las observaciones, puesto que X es la estima muestral del
parametro p.

Para encontrar una regiones de rechazo razonables, recuérdese que en una
muestra de una distribucién normal con media p y varianza o

2onfud
X~Nlp—
l"I'J
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Yy, por lo tanto, los valores de X tenderan a estar concentrados, con probabilidad alta,
alrededor del valor y.

Con respecto a la hip6tesis de la cola derecha, esta claro que valores grandes
de X apoyan la H;. Dicho de otra manera, valores positivos de X —p, apoyan la H,

mientras que valores negativos de X — W, apoyan la H,. Una regla de decisién
razonable seria

RechazarH, si X2 ¢

donde ¢ es una constante que debe elegirse de manera que el nivel de significacién de
la prueba sea el deseado. Si ese nivel es a, se debe cumplir que

PXzcpu=p) =0
Por lo que la regién de rechazo es
R=(X|X=c)

de modo que esto indica que es una prueba de la cola derecha pero no indica cual es
el valor de c.

Para determinar dicho valor es necesario considerar que, si bien

oo

bajo H, se tiene que

7"' N (Mo'_%z-]

y esta es la distribucién que se requiere para fijar el nivel de significacion. Puesto que ¢
debe ser tal que

P(XeR[p=p,)=0
el valor de ¢ debe elegirse de acuerdo a

_ X-u c-
P(Xzclu=p)=pP | Zte>2"Ho|_g

Y, que la variable tipica
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(o]

X-
7,2 X "Ho

(o]

Jn
tiene una distribucion normal tipica, se trata de encontrar ctal que

Pl|Zz,2 _cu° =Q
Jn
es decir
c-u
c 2 =Za
Jn
y despejando c¢ se tiene
)
C=uo+:/7 ZO.

Por lo que la regla de decision, al nivel de significacién deseado es

Y o]
RechazarH, si X = p,o+-ﬁ Zo
O alternativamente podria ser
Rechazar H, si 7, =——1° > 7z,

siendo
Z,, el valor de Z (tabla n° 1) para el nivel de significacién elegido.
o, €l valor maximo de p que impone la H,.
n, el tamano de la muestra.

Pero para hacer uso de esta regidn de rechazo se encuentra, a menudo, con un
inconveniente, como es que se requiere que conozcamos un pardmetro como es o'y
esto va a ocurrir muy pocas veces. Lo mas comun es que se tenga el valor de la estima
de o en la muestra, es decir, la S de la muestra y se use ésta en lugar de aquella, con
lo que se tiene

X~-nu,
S

Jn
que no se ajusta a una distribucién normal y, por lo tanto, el valor Z no da el nivel de
significacion deseado. Pero se sabe que esta variable sigue una distribucion t de
Student, por tanto
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U
to= S o~ t(n—1;a)

Jn

De esta manera, la regla de decisién que garantiza el nivel de significacién
deseado es

X —
RechazarH, sit,= s” 2 2 fin-10)

n

Equivalentemente, la regla de decisién puede expresarse en funcién del
estadistico X

= S
RechazarH,si X = u_ +-—= t,_1.
o We \/;1- (n-1; at)

siendo

fn1; o), €l valor de t (tabla n° 2) para el nivel de significacién elegido y
para n-1 grados de libertad.

Ho, €l valor maximo de p que impone la H,.
S, la estima del parametro g, en la muestra.
n, el tamafo de la muestra.

La prueba estadistica resultante es la conocida como prueba t de Student,
mientras que la que se usaria si o fuese conocida se denomina prueba Z.

La diferencia entre la distribucion f y la distribucion Z es grande si se tienen
pocos grados de libertad, es decir, cuando la muestra es pequefia. Si se tienen mas de
30 grados de libertad, practicamente, las probabilidades son las mismas en ambas
distribuciones. Es por esto por lo que la prueba Z se la conoce como una prueba para
grandes muestras o poblaciones, y la prueba t es una prueba para pequefias muestras.
Aunque siempre que se tenga una muestra, la prueba estrictamente correcta es la
prueba t, sea cual sea el tamafio de la muestra; el consenso entre los diferentes
autores es que para 30 o mas grados de libertad se puede considerar como grande la
muestra y utilizar la prueba Z.

Lo dicho hasta ahora para la media es concerniente a las hipétesis de la cola
derecha, es decir

Ho W< H,
Hhii>p,
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Para las otras dos hipétesis el razonamiento es el mismo, y las reglas de
decisién serian.

Para la cola izquierda

Ho:u2p,
H1:P«<P«o

Rechazar H,si t, < —tp;a
o bien si

RechazarH, si X < p

s,
0 /—n (n-1;a)
Y para las dos colas

Ho:k=H,
il #p,

Rechazar H, sito< ~t(n.-1;0/2)

z

6
RechazarH, sit,2 t(n-1:2)

o bien

RechazarH, si X < uo—i

tn1-
-\/F (n-1,0/2)

z

(o]

RechazarH, si X > . +— t/n_1-
o Wo \/F (n-1;0/2)

Hay que tener cuidado con los signos, dado que tanto la distribucién t como la
distribucién Z son simétricas y en las tablas 1 y 2 vienen sdlo los valores de la cola
derecha, (los valores de la cola izquierda son los mismos pero con signo menos). Si la
prueba es de dos colas se puede recomendar, para evitar errores, que tanto en la f,
como en la Z, se ponga el numerador en valor absoluto (positivo) con el fin de
comparar directamente si son mayores o no que los valores criticos que nos proveen
las tablas. Si la prueba es de una sola cola no puede realizarse esta reduccién pues el
valor de t, o de Z, pueden ser, en valor absoluto, mayores que los valores tabulados
pero de signo diferente por lo que estarian (al contrario de la prueba de dos colas) en la
regién de no rechazo.
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Ejemplo.-

La propaganda de cierta marca de cereales afirma que el contenido en proteina
es de 7 g por cada 100 g. Para probar si esto es cierto se toma una muestra aleatoria
de 10 cajas de dicho producto, se analizan dando los siguientes valores de proteina

6, 6, 4.5, 7.5, 8, 5, 3, 3.5, 6.5, 6

Suponiendo que esta variable sigue una distribucién normal, la aseveracién del
fabricante traducido al lenguaje estadistico es p>7, por lo que se va a probar

Ho:n27
Hi:u<?

En la muestra se estima

X=56 y S=1.61245
por lo que la prueba es

56-7
to = “goag = 27456

Jio

En la tabla 2 se obtiene que el valor tedrico de t para una cola, gF9y a=0'05 es
de 1.8331. Puesto que la prueba es de la cola izquierda, el valor esperado con el que
hay que comparar la f, es el valor de la tabla pero con signo negativo, es decir,
lg;0.05=-1.8331.

La regién de rechazo sera pues
RechazarH, sit,<~-1.8331

Puesto que t, es menor que —1.8331, se rechaza la hipétesis nula, por lo que
nuestro experimento contradice la afirmacién de la propaganda. Graficamente se
puede ilustrar con la siguiente figura.
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Este ejemplo se resolverd con el SAS en el siguiente capitulo, en el epigrafe
Generalizacién a mds de una variable.

Prueba de hipétesis sobre la varianza de una distribucién normal.-

Otro parametro que aparece explicitamente en la funcién de distribucion Normal
es 0%, que es la variabilidad media del fenémeno representado por el modelo. Como
ejemplo, considérese dos variedades de gallinas ponedoras, las cuales tienen el mismo
rendimiento (p1=2), pero mientras una variedad tiene un rendimiento muy uniforme
(distribucion cercana a la media) la otra tiene un rendimiento muy variable (distribucién
alejada a la media). Esta claro que segln para lo que se vaya a utilizar ambas
variedades interesara mas la de mayor variabilidad o la de menor variabilidad, por lo
que es deseable disponer de técnicas estadisticas para probar hipétesis sobre la
varianza de una poblacion.

Las posibles hipétesis, al igual que con la media, son:

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
. 2 . 2 . 2
HO.OZSO'O H(,.02_>.0"7 H°.02=0'0
. 2 . 2 . 2
H1.02>(Jo H1.0‘2<0'0 H1.02¢0'o
siendo a2, I6gicamente, un nimero mayor de cero.

El estadistico natural para probar esta hipdtesis debe estar basado en la
varianza muestral §% De hecho, la variable aleatoria
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(n-18%

0_2 = X(n—1,'a)
Por lo que el estadistico que permite fijar el nivel de significacién a deseado es
=008 _021) s
Puesto que si H, es cierta
Xo ™ Xin-t:a)

Las reglas de decision para las diferentes hipéStesis planteadas son,
respectivamente

Cola derecha

Rechazar H, si xﬁ 2 X(Zn-u )

Colaizquierda
F 2.2
Rechazar H, siy; <y n-1:1-a)

Dos colas
RechazarH, six </, 1.1 oz
o

F-s 2
RechazarH, sixg 2 x(p_1. )

En estas reglas se ha usado una terminologia no usada hasta el momento,
como es el nivel de significacién 1-a o 1-a/2. La razén es que la distribucién X no es
simétrica y, al ser todos sus valores positivos, no tiene media cero. Esto ocasiona que
se tengan que buscar directamente los puntos de la distribucién en la cola izquierda.
Estos valores en la cola izquierda, 1-a y 1-a/2, son abscisas tales que el drea derecha
de esos puntos es 1-a y 1-0/2, respectivamente. Por supuesto, las areas de la
izquierda son respectivamente a y a/2.

Ejemplo.-

Se va a controlar la calidad de las mediciones del porcentaje en magnesio, de
ciertos productos, de un equipo de laboratorio. De acuerdo con las normas de calidad
vigentes, la maxima desviacién que se debe tolerar es de 0.2% . Es decir, que si el
equipo es adecuado, debe tener una 6%<0.04.
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Para establecer la variabilidad de las mediciones del equipo de laboratorio, se
realizan 12 determinaciones en una solucién que se sabe tiene un 5% de magnesio,
con los siguientes resultados

5.1, 4.8, 5.2, 5.3, 4.7, 4.8, 4.9, 5.1, 5.2, 4.9, 4.8 y 5.3

La hipétesis que hay probar es

Ho: o =0.04
Hi:o? <0.04

En la muestra, el valor de S% =0.0463. Aunque no parece razonable que con
este valor se rechace H,, hay que realizar la prueba estadistica completa. Esta es

2 (n-1)82 11x0.0463

Xo=" 2 0.04

=12.735

Usando el nivel de significacién de o = 0.05, se tiene que
2 = y2 = 4.5748
X(11; 1-0.5) X(11; 0.95) .
Y puesto que esta es una prueba de la cola izquierda, la regla de decision es
.2
Rechazar H, siy,<4.5748

Puesto que el valor observado es Xc2=12.7325, esta claro que no pertenece a la
regién de rechazo y la decisién es que, al nivel de significacion de a=0.05, no se puede
rechazar H, por lo que el equipo de laboratorio no es fiable para el trabajo propuesto.

Error Tipo |, Error Tipo Il y tamafo de muestra.-

Ya se ha insinuado en varias ocasiones la interrelacién entre ambos tipos de
errores y el tamafio de muestra. Se va a profundizar un poco mas en dichas
interrelaciones a través de la distribucién Z que sera las mas usadas, no solo porque
sea la que hay que usar por las caracteristicas de los datos, sino por las
aproximaciones a la Normal como consecuencia del Teorema Central del Limite, que
permite aplicar una prueba Z a cualquier distribucién siempre que se tenga un tamano
de muestra grande.

Si la prueba es de la cola derecha, se puede representar la prueba en la
siguiente figura
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ll-lo ‘"1

Azplo ‘ A>M,
Z o

Como se puede ver, mientras menor sea g, mayor sera el valor de Z, y, por
consiguiente, mayor la probabilidad de Error Tipo II. Por el contrario, si aumenta a el
valor de Z; disminuye y en consecuencia B disminuye. Esto ya se habia discutido
cuando se vio que si disminuia la probabilidad de Error Tipo | aumentaba la
probabilidad de Error Tipo 11, y viceversa. También se ve claramente que una vez fijado
el nivel de significacion, la probabilidad de Error Tipo 1l depende del valor de p en el
espacio de la hipétesis alternativa. Mientras mas alejado esté el valor de y del valor de
Mo, menor serd el valor de B, mientras que ésta aumenta si p estd muy cerca de .
Esto debe interpretarse de la siguiente manera: Una prueba de hipétesis que pretende
distinguir entre dos valores muy cercanos, decide erréneamente una proporciéon mayor
de veces que una que pretende distinguir entre dos valores muy alejados.

Estas mismas observaciones pueden hacerse para una prueba de la cola
izquierda, como se ve en la siguiente figura

}
H, Ho
« p
M My ‘ AzAhq
-'z“

En cuanto a una prueba de dos colas, la situacion es mas dificil de ilustrar
graficamente, pero lo dicho anteriormente sobre los errores es igualmente vdlido en
este caso.

Para mostrar la influencia que tiene el tamafio de muestra sobre los errores
recuérdese que en la prueba de la cola derecha la regla de decision es
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RechazarH, si X > p_+—

0 ﬁZa

RechazarH,siZ, > Z,

o lo que es lo mismo

Esta region de rechazo se presenta en la figura siguiente

Hq Ho
a/vF oV
s
X
Az kg ‘ P A > uy
/(,4--\7_"—2“

Puesto que la distribucion de X es

2onfud
X~N|w—
un

aumentar el tamafio de muestra tiene el efecto de disminuir la varianza de X . El efecto
de esta reduccion se manifiesta en la figura anterior de dos maneras

1) Los valores de X estaran mas concentrados alrededor del valor de y, es
decir, que la curvas estarian menos dispersas alrededor del valor medio.

2) El valor limite de la regidn de rechazo disminuye, ya que si el nuevo
tamaro de muestra n es mayor que n, entonces

(o) ()
H0+JF Za<“o+ﬁ Za

Esto es necesario para que el nivel de significacién se mantenga, dado que las
curvas son mas esbeltas. El efecto combinado de estos dos hechos es disminuir el
valor de B. La conclusién es que el valor de B disminuye para cualquier valor de p
(dado un a) si se aumenta el tamafio de la muestra. La consecuencia es que aumenta
O(u) en Hy, es decir, aumenta la capacidad de la prueba de rechazar hipétesis falsas.
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Ejemplo.-
Supdngase que se va a probar las hipétesis
Ho K<,
Hit > p,
En una situacién en la que se conoce el valor de a, y se esta dispuesto a
suponer que las condiciones necesarias para una prueba Z estan justificadas. Es decir,

se supone que la muestra

X11 X2I veey Xn
es de una variable aleatoria que se ajusta a una normal de manera que

Xi~ N(P«u 0'2)
La regla de decision para la prueba es, como ya es sabido,

(o}

RechazarH, si X >, + 7 Zo
La funcion de poder para la prueba es entonces
RV o}
8(x)= P(RechazarH, [u)=P (X2p0+—ﬁza/p.)=

< o Vn
=P (X—HZMO"H+—ﬁZa)=P[ZoZZa‘*?(uo—M)]
Segun esta Ultima expresion se puede hacer notar lo siguiente

a) Para todo valor de p en H, (u < o) se tiene que o~y = 0, por lo que

Jn

n
Za'*'_o__'llo—”zza

esto quiere decir que para todo valor de u en H,

Jn
P[ZoZZoﬁ?uo—u SP(Z,2Z,)=a
Es decir, que el nivel de significacion es a.

b) Para todo valor de p en H; (U>,) se tiene que po-u<0, por lo que
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Jn

n
Za+—6__“’o_“'<za

Esto quiere decir que para todo valor de y en H;

Jn

n
Z°ZZ“+—8—HO—H)>P(ZOZZOL)=0€

lo que implica que la probabilidad de rechazar hipétesis falsas es mayor que a. Pero
ademas implica que mientras mayor sea a, mayor sera &(u), es decir, que &(u) es una
funcién creciente de p.

c) También es evidente que mientras mayor sea «a, puesto que Z, es menor,
O() aumenta y por lo tanto el Error Tipo Il disminuye.

d) Finalmente, para a fija, y un valor de y en H; (u>Uo), aumentar n tiene el
efecto de disminuir

Jn
Za+?uo—u

y, por lo tanto, de aumentar d(u) en Hjy, reduciendo asi la probabilidad de Error Tipo II.

Ejemplo.-

Estas ideas se pueden ilustrar numéricamente con el siguiente ejemplo.
Supongamos una poblacion de una variable con distribucién normal cuyos parametros
son Pe=5 y 0°=4. Para estudiar la relacién entre las probabilidades de Error Tipo | y
Error Tipo Il, considérese 3 niveles de significacién; a=0.01, a=0.05 y a=0.10. El
tamario de muestra se fija en n=10. Puesto que

Zoor = 233
Zoos = 165
Zoao = 128
y
In _ 10 _ g
(o] 2

Las funciones de poder de las pruebas para los diferentes niveles de significacién son,
de acuerdo con la expresion que se dedujo en la pagina anterior

8001y = PlZo = 2.33+1.58(5 — )]
80.05(u) = P[Zo >1.65+1.58(5- p.)]
8010y = PlZo 21.28+1.58(5 — )]
Se pueden evaluar estas funciones de poder, para un amplio espectro de

valores de y, dandole diferentes valores a la Unica incégnita de estas ecuaciones, es
decir, a y.
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En la siguiente tabla se presentan algunos valores

n=10 v Bo.01() Bo.05(4) 8o.10(4)
4.4 0.0005 0.0048 0.0129
Valores de u en H, 47 0.0026 0.0170 0.0401

50 0.0100 0.0500 0.1000

53 0.0314 0.1210 0.2090
5.6 0.0838 0.2420 0.3707
59 0.1814 0.4129 0.5557
6.2 0.3336 0.5987 0.7324
6.5 05160 0.7673 0.8621
6.8 0.6950 0.8849 0.9406
71 0.8389 0.9525 0.9793
74 09279 0.9842 0.9940
7.7 09738 0.9956 0.9986
8.0 0.9920 0.9990 0.9997

Valores de p en H,

Sabiendo que B = 1-8(, se pueden expresar los valores anteriores en valores de

B
n=10 u Bla=0.01  Bla=0.05  Bla=0.10
4.4 0.9995 0.9952 0.9871
Valores de u en H, 47 0.9974 0.9830 0.9599
5.0 0.9900 0.9500 0.9000
5.3 0.9686 0.8790 0.7910
5.6 0.9162 0.7580 0.6293
5.9 0.8186 0.5871 0.4443
6.2 0.6664 0.4042 0.2676
6.5 0.4840 0.2327 0.1379
Valores de u en H; 68  0.4050 0.1151 0.0594
7.1 0.1611 0.0475 0.0207
7.4 0.0721 0.0158 0.0060
7.7 0.0262 0.0044 0.0014
8.0 0.0008 0.0010 0.0003

En estas dos tablas se constata, numéricamente, las conclusiones a las que se
llegd estudiando detenidamente la expresion de la funcion de poder. Las méas
importantes, a saber

La probabilidad de rechazar hipétesis falsas es mayor que a
Mientras mayor sea a, mayor sera d(p).

Mientras mayor sea a, &(u) aumenta.

Por lo tanto mientras mayor sea a, menor es B.
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Para analizar la ultima conclusién se ilustrara numéricamente el efecto del
tamafio de muestra sobre el Error Tipo Il. Con este fin se examina, con los mismos
datos del ejemplo anterior, la funcién de poder de la prueba con a=0.01, y cambiando
el tamafio de muestra a n = 50. El dato que cambia es

1 _ &0
o 2
Por lo que la funcién de poder es ahora

= 3.5355 =~ 3.54

do.o1u) = P[Zo > 2.33+3.54(56- p,)]

Dandole diferentes valores a la Unica incégnita de estas ecuaciones, es decir, a
y, tal como se hizo con las anteriores funciones de poder, se pueden evaluar ésta. En
la siguiente tabla se presenta esta misma funcién de poder para n= 10, que ya se hallo
en la tabla anterior, y la nueva funcién de poder para n = 50

a=0.01 v Bln=10 Bln=50

44 0.9995 0.9999

Valores de y en H, 4.7 0.9974 0.9997
5.0 0.9900 0.9900

5.3 0.9686 0.8980

5.6 0.9162 0.5832

5.9 0.8186 0.1949

6.2 0.6664 0.0274

6.5 0.4840 0.0014

Valores de y en Hy 6.8 0.4050 0.0001
7.1 0.1611 0.0000

7.4 0.0721 0.0000

7.7 0.0262 0.0000

8.0 0.0008 0.0000

Se ve claramente que el poder de la prueba se ha incrementado uniformemente
para todos los valores de p en Hy y, consecuentemente, el Error Tipo Il ha disminuido
su probabilidad uniformemente.

La conclusién de este ejemplo es que, dado un nivel de significacion a, la forma
de tener una mejor prueba, por lo que toca a la probabilidad de Error Tipo Il, es
aumentar el tamafio de la muestra.

Eleccion del tamafio de muestra.-
En el epigrafe anterior se ha llegado a la conclusién de que, dado un a, la mejor

manera de tener una prueba fiable con respecto al B es aumentar el tamafio de la
muestra, pero ¢ hasta qué tamafio?
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En la préctica la cuestién que se plantea es el querer saber cuél es el tamafio
minimo de muestra que se debe tomar para poder detectar una diferencia minima
verdadera

8=/X-p|
es decir, se desea que la estima de la media no se diferencie de p més de +3.
X=pts

Como la curva normal va desde menos infinito a mas infinito no se puede
garantizar, en términos absolutos, que X se encuentre dentro de los limites ud; sin

embargo, si se puede calcular la probabilidad de que X se encuentre dentro de estos
limites, y hacer, esta probabilidad, tan grande como se quiera. En la practica, esta
probabilidad es, por lo general, del 95% o del 99%.

Si dividimos ambos miembros de la primera ecuacién por el error tipico de la
media, se tiene

X-p
(o)

yn  Jn

El término de la derecha de esta ecuacién es el valor tipificado t, para gl = n-1,
por lo que se tiene

3
-

5=

\/E t(n~1:a)

G 2
n =(g) t(2n—1;a)

Como se puede ver, esta ecuacién requiere un conocimiento previo de o,
aunque la muestra no se haya obtenido atin. Este valor puede ser uno aproximado que
se obtenga de trabajos anteriores con la misma o semejantes poblaciones, o bien
tomando una pequefia muestra previa y utilizar S como estima de o. Aunqgue la
mayoria de las veces es suficiente con conocer el cociente o/.

de la que despejando n se tiene

Resumiendo, el experimentador debe decidir

Un limite méximo (8) del error que quiere tolerar en la estima.

La probabilidad deseada de que la estima se encuentre dentro de este
limite de error.

Un valor previo de o.
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En el siguiente capitulo, en el epigrafe eleccion del tamafio de muestra en
comparaciones de dos o mas muestras, se realiza un ejemplo

Prueba de hipétesis de la p de una distribucién binomial aproximandola a la
normal.-

Al comienzo del presente Capitulo se vio un par de ejemplos de prueba de
hipétesis sobre la distribucién Binomial haciendo uso de dicha distribucion. Pero
haciendo uso del teorema central del limite, esta distribucién se puede aproximar a la
Normal.

Aparte de la importancia que la distribucién Normal tiene como modelo para
interpretar muchas situaciones, su importancia se acrecienta como consecuencia del
Teorema Central del Limite. Si se va a probar una hipétesis sobre la media de
cualquier distribucion, y se va a usar como estadistico de estima la media aritmética de
la muestra, el problema fundamental, que es determinar la regioén de rechazo, puede
abordarse usando aproximacion normal, siempre que el tamafio de la muestra sea
suficientemente grande.

Las posibles hipétesis son las mismas de la normal pero para el parametro p

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
Ho:P<p, Ho:P 2P, Ho :P =P,
Hi:P>p, Hi:P<p, Hi:P#P,

La estima del parametro p es,

pX
n

por lo que este estadistico es la media de la muestra.

Ser4, por tanto, con esta estima, p, con la que se determinara la region de
rechazo.

Con respecto a la hipétesis de la cola derecha, esta claro que valores grandes
de p apoyan la H;. Dicho de otra manera, valores positivos de p - p, apoyan la Hj,

mientras que valores negativos de p-— p, apoyan la Ho. Una regla de decisién
razonable seria

RechazarH, sip=c
donde ¢ es una constante que debe elegirse de manera que el nivel de significacion de
la prueba sea el deseado. Si ese nivel es a, se debe cumplir que

Pp=clp=p,) =&
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Por lo que la regién de rechazo es

R=(p/p=c)
de modo que esto indica que es una prueba de la cola derecha pero no indica cual es
el valor de c.

Para determinar dicho valor es necesario considerar que si n es grande

- p (1-p)
o (521122

bajo H, se tiene que

n

y esta es la distribucién que se requiere para fijar el nivel de significacion. Puesto que ¢
debe ser tal que

. 1-
p,..N [po’ M

P(pe R [p=p,)=o
el valor de c debe elegirse de acuerdo a

P ﬁ_po C—po

PG =clp=p,)=pP| PP,
(b 1P =p,) \/p (1-p) = \/p (1-p)
n n

Y, que la variable tipica

P-p,

tiene una distribuciéon normal tipica, se trata de encontrar c tal que

c-p
P > & =q
Zo= T p)
n
es decir
C-Ppy _
pap 2o
n
Despejando ¢ se tiene
1—
c=p,+ p(n p) z
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Por lo que la regla de decision, al nivel de significacion deseado es

RechazarH, sip > p,+ P—“n;p) Za
O alternativamente, podria ser
, p-p
RechazarH, si 7,=—=% > z,
081 Z0="r 5y >

n
siendo
Z,, el valor de Z (tabla n° 1) para el nivel de significacion elegido.
Po, €l valor maximo de p que impone la H,.
n, el tamafo de la muestra.
Como se puede ver, esta es una prueba Z (Normal tipica) y, sin embargo, se

esta haciendo uso de la varianza muestral, S>=p(1-p)/n, y por lo tanto del error tipico
muestral

p(1-p)
R

En ese caso, el hecho de que o sea desconocida no tiene mucha importancia,
puesto que si n es muy grande, como tiene que serlo, S serd una estima muy proxima
a g, por lo que las desviacion del verdadero valor sera despreciable.

Lo dicho hasta ahora para la media es concerniente a las hipétesis de la cola
derecha. Para las otras dos hipétesis el razonamiento es el mismo, y las reglas de
decision serian.

Para la cola izquierda

Ho: P 2p,
Hi: P < P,

Rechazar H, si Zo <-Zy

o bien

RechazarH, sip < p,- pa-p) Za

n

Y para las dos colas
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H: P = p,
H: P # p,

RechazarH,si z, < -7y
o]

RechazarH,si Zz, 2 Z,»
o bien
RechazarH,sip < p,- p(—L—&) Zao/2

6

RechazarH,sip > po+1fp_(1n—_p) Zo/2

Como se hizo constar anteriormente, hay que tener cuidado con los signos,
dado que la distribucién Z es simétrica y en la tabla 1 viene solo los valores de la cola
derecha, (los valores de la cola izquierda son los mismos pero con signo menos). Si la
prueba es de dos colas se puede recomendar, para evitar errores, que ponga el
numerador en valor absoluto (positivo) con el fin de comparar directamente si son
mayores o no que los valores criticos que provee la tabla. Si la prueba es de una sola
cola no puede realizarse esta reduccién pues el valor de Z, puede ser, en valor
absoluto, mayor que los valores tabulados pero de signo diferente por lo que estaria (al
contrario de la prueba de dos colas) en la regién de no rechazo.

Ejemplo.-

De acuerdo con el censo de 1980, la proporcién de individuos menores de 40
afnos en cierta ciudad es del 70%. Para determinar si esa proporcién se ha modificado
en 2002 se toma una muestra de 800 personas, y se encuentra que de las 800
personas entrevistadas, 600 tienen menos de 40 afios ¢ Se puede afirmar, con un nivel
de significacién de a=0.01, que se ha modificado la proporcién de habitantes menores
de 40 afios?

La hipétesis que se quieren probar es

Ho: p =07
Hi: p # 0.7

La estima de p en esta muestra es

. 600
= 800 _ 475
P = B0
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Por lo que el estadistico de prueba, Z, es

Z, = 0.75-0.70 - 3266

,0.75x0.25
800

Como la regla de decisién, al a=0.01, es

RechazarH, siz, < —-2.58
6

RechazarH, si 7z, = 2.58

Se rechaza la hipétesis nula y se concluye que la proporcién de individuos menores de
40 anos se ha modificado entre 1980 y 2002, con un nivel de significacion de 0.01.

Se recomienda intentar realizar esta misma prueba por la Distribucién
Binomial.

Prueba de hipétesis de la A de una distribucion de Poisson aproximandola a la
normal.-

Ya se ha expresado anteriormente que la importancia de la distribucién Normal
no es solo como consecuencia que sirve de modelo para interpretar muchas
situaciones reales, sino que su importancia se acrecienta como consecuencia del
Teorema Central del Limite. Si se va a probar una hipdtesis sobre la media de
cualquier distribucién, y se va a usar como estadistico de estima la media aritmética de
la muestra, el problema fundamental, que es determinar la regiéon de rechazo, puede
abordarse usando aproximacion normal, siempre que el tamafio de la muestra sea
suficientemente grande.

Las posibles hipdtesis son las mismas de la normal pero para el pardmetro A

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
Ho:A <A Ho:AZA, Ho:A=2,
Hi:A> A, Hi:A<Aq  HitA#A,
La estima del parametro A es
A=np
por lo que este estadistico es la media de la muestra y, tal como se vio anteriormente,

es también la estima de la varianza.

Serda, por tanto, con esta estima, A, con la que se determinara la regién de
rechazo.

Todo lo demas es lo ya deducido en el epigrafe anterior.
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Ejemplo.-

Un editor afirma que el promedio de errores por pagina en sus libros es menor
de 0.2, es decir, que hay menos de un error por cada 5 paginas. Para probar si es
cierto lo que dice el editor, se toma una muestra de 100 paginas y se cuentan el
ndmero de errores por pagina.

La muestra consiste, por lo tanto, en cien nimeros

X1, X25 - X100
siendo X; el nimero de errores de la pagina j-ésima.

El resultado de este muestreo consiste, resumidamente, en: 90 paginas sin
errores, 7 paginas con un error, 2 paginas con dos errores y 1 pagina con tres errores.

Como se puede ver, se trata de un fenémeno que puede ser explicado por una
distribucion de Poisson. La hipétesis que se quiere probar es

Ho: A 2 0.2
Hi: A< 0.2
La variable aleatoria
X= Py
tiene como funcién de probabilidad
P 5
(9.0)] XI'
y para esta variable
E(x) =
o =)

por lo que la hipdtesis sobre A es una hipétesis sobre la media de la distribucién

Xi fi £X XF
0 90 0 0
1 7 7 7
2 2 4 8
3 1 3 9
b2 100 14 24

La media y la varianza muestrales son
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X = Xfixi _ 14

= — = 0.14
Y fi 100
2fi Xi 2
= Ly X - S _ 2% oo
n-1 99
El estadistico Z, es
0.14-0.20
Zo = T =-1.279
J100

Si se desea probar H, con un nivel de significacion de, por ejemplo, a=0.03, la
prueba de la cola izquierda tiene como regla de decision

RechazarH, si 7z, < Zyo3

De la Tabla 1 se obtiene que Z 3 = -1.88, por lo que la regla queda como

RechazarH, si—1.279 < -1.88

Como, evidentemente, no se cumple esta desigualdad, no se rechaza H, y se
concluye que no hay razén para creer que el nimero promedio de errores por pagina
sea menor de 0.2, con el nivel de significacion utilizado.

Si la prueba se hubiera hecho al a = 0.05, Zy g5 = 1.64, tampoco se cumpliria la
regla de decision, por lo que la conclusion seria la misma.
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CAPITULO 4

Una/Dos poblaciones:
t de Student y 7° de Hotelling

Primeramente se veran las técnicas de inferencia relativas a un parametro,
utilizando un muestreo aleatorio del modelo normal. Inferir sobre los parametros de un
modelo equivale a diagnosticar sobre lo que se llama la naturaleza de un fenémeno.

Los datos utilizados en estas técnicas inductivas pueden ser tanto el resultado
de experimentos dirigidos como el resultado de observaciones muestrales, es decir, el
resultado de un diserio experimental o de un disefio muestral aleatorio simple.

Habitualmente se le denomina experimento a una situacién donde la poblacién
no existe en la actualidad y el propdsito de la investigacion es establecer algo acerca
de la poblacion en el caso de que existiera. Una segunda situacion se presenta cuando
en realidad existe una poblacion y se desea determinar mediante un muestreo aleatorio
alguna caracteristica de la poblacion.

Un ejemplo de disefio muestral de una poblacién puede ser: se quiere saber
cual es el porcentaje medio de grasa en la leche de una determinada raza, para ello se
tomara una muestra aleatoria de individuos de dicha raza y se les medira el porcentaje
de grasa, e inferir cual es el porcentaje medio de grasa en la leche de esta raza. Y un
ejemplo de disefio experimental es: se quiere saber cual seria el porcentaje de grasa
en la leche de cierta raza si se le alimentara con cierto concentrado, para ello se
tomard una muestra aleatoria de individuos de dicha especie que seran alimentadas
con dicho concentrado para medirle el porcentaje de grasa en la leche, e inferir a partir
de estos resultados cual seria el porcentaje medio de grasa en la leche si existiera la
poblacidn alimentada con este concentrado.

Estas dos situaciones, conceptualmente diferentes, son operativamente iguales,

esto es, las técnicas estadisticas de inferencia son las mismas con la condicion de que
tanto los experimentos como los muestreos sean aleatorios.
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Después se veran las técnicas de inferencia de los parametros de dos
poblaciones y al igual que en el caso de una poblacién, en términos generales, se
podran tener dos poblaciones por dos motivos: porque el experimentador las ha
generado mediante el uso de dos tratamientos, esto es, un Disefio Experimental, o
porque ambas poblaciones o subpoblaciones existen en la estructura real de la
poblacién, por lo que se realiza la recogida de datos observacionales teniendo en
cuenta esta estructura, esto es, un Disefio Muestral.

Al igual que para una muestra, las inferencias para estos dos tipos de disefios
se realizan con las mismas técnicas analiticas, con la condicién de que, en el caso del
disefio experimental, los tratamientos que reciban las diferentes unidades
experimentales lo sea de una manera completamente aleatoria; o, en el caso del
disefio muestral, que el muestreo que se haga en cada una de las dos poblaciones
sea, también, de una manera completamente aleatoria.

Pero no todos los disefio muestrales o experimentales seran completamente
aleatorios (con muestras independientes). Habran también disefios con muestras
emparejadas.

En el caso de muestras emparejadas veremos que responden a un disefio
experimental o muestral que incluye una estratificacion de la poblacion que se tiene en
cuenta como consecuencia una informacion, y por lo tanto un andlisis, mas precisa que
el muestreo/disefio completamente aleatorio. Para esta estratificacién, la poblacion se
subdivide en varias partes o estratos de una manera no aleatoria, esto es, es el
cientifico el que decide cudles son los diferentes estratos con arreglo a criterios de
clasificacién o ambientales presentes en la poblacién, y dentro de cada estrato se hace
un disefio muestral o experimental completamente aleatorio.

Tanto si se trata de disefios experimentales como si se trata de disefios
muestrales es muy importante, si se quiere realizar inferencias correctas, que se sepan
ver estos estratos con objeto de introducirlos en el modelo y tenerlos en cuenta en el
andlisis.

También hay que aclarar que la exposicién del presente manual estara
enfocada méas desde la perspectiva de los disefios muestrales que desde la
perspectiva de los disefios experimentales, si bien, como se ha dicho anteriormente,
las técnicas de andlisis son las mismas para ambos tipos de disefios.

Ideas elementales sobre los Modelos.-

Una practica corriente en la Ciencia es tratar de explicar fenémenos naturales
mediante modelos. Un modelo es una representacién reducida de la realidad, es decir,
de la complejidad de la realidad se modeliza la esencia de esta, la que se quiere
explicar. Dicho de otro modo, un modelo es una interpretacion de un hecho abstracto o
inobservable expresado en términos de hechos no abstractos u observables. Por
ejemplo, se puede decir que la Tierra es como un globo (esférica) y gira sobre un eje
Norte-Sur. Que la Tierra es redonda es un hecho conjeturable y por lo tanto inferible
pero no es un hecho observable (nadie ha visto la totalidad del planeta, ni siquiera los
astronauta pueden verla en su totalidad) y para comprender ciertos hechos se utiliza un
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modelo no abstracto y por lo tanto observable, esto es, que la Tierra es como el globo
que tenemos sobre la mesa. Este es un modelo verbal que permite comprender y
explicar multitud de observaciones y hechos empiricos, y permite prever resultados de
experiencias aun no realizadas, como puede ser la de navegar siempre hacia el Oeste
para volver al lugar de partida, lo que confirmaré la veracidad (o falsedad) del modelo.

Modelos mas perfeccionados dependen de afirmaciones matematicas que
permiten explicar los hechos observables (los datos), por medio de hechos no
observables (adelantemos como hecho no observable, el término de efecto de un
factor). El aspecto mas importante de un modelo matematico es que posee las
caracteristicas intrinsecas del problema real.

El Modelo lineal aditivo.-

Cuando se ha afirmado, anteriormente, que este manual esta enfocado desde la
perspectiva de los disefios muestrales, se estd haciendo hincapié en el hecho de que
los disefios son, en principio, infinitos, y que ante un problema hay que estudiar cual es
el modelo que nos provee de la informacion mas pertinente con el minimo de esfuerzo
y dinero. La consecuencia de este modelo serd la determinacion del disefio
(experimental o muestral) que se tiene que utilizar y el andlisis adecuado para la
precision deseada.

La calidad de un andlisis estadistico esta directamente relacionado con la
adecuacién del modelo que se asume para describir los datos. Un modelo debe
representar adecuadamente la caracteristica muestral de los datos y reflejar el
problema biolégico. Hay tres niveles de modelos.

1) Modelo verdadero que describa los datos perfectamente, sin
variacién residual o no explicada. El modelo verdadero nunca es
exactamente conocido.

2) Un modelo ideal es una formulacién del experimentador tan
préximo al modelo verdadero como sea posible. EI modelo ideal tendria
que ser el modelo que se usara para el andlisis, pero a menudo no se
tiene suficiente informacion disponible como para aplicarlo en la practica.

3) Modelo operacional es una versién simplificada del modelo ideal, y
es el que el experimentador usara en el andlisis. A menudo no hay
acuerdo entre los investigadores de cual es el mejor modelo operacional
ausar.

Para elaborar un modelo operacional correcto, el experimentador debe construir
un modelo ideal. Dadas las limitaciones de los datos y los recursos bajo los cuales
debe funcionar el experimentador, el modelo operacional puede elaborarse
simplificando apropiadamente el modelo ideal. Si se realizan demasiadas
simplificaciones o se imponen demasiados supuestos, entonces puede ocurrir que el
andlisis no sea valido.
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Siguiendo esta aproximacion para construir un modelo, el experimentador debe
conocer exactamente los supuestos que debe imponer, lo que implicara la mayor o
menor calidad del modelo operacional. Esto quiere decir que es tan importante lo que
se explicita en el modelo como lo que no se incluye.

Los modelos contendrd un grupo de factores que afectan aditivamente al valor
de la variable. Pero un modelo no solo es la expresién matematica o ecuacién, sino el
conjunto de supuestos, restricciones y limitaciones implicitas.

Estos supuestos incluyen detalles que no son aparentes en la expresion
matematica; por ejemplo, informacién de los datos o de la manera en que los datos se
han tomado. ¢Fueron seleccionados aleatoriamente las unidades experimentales o
fueron tomados a partir de minimos estandar? ;Se criaron en ambientes aleatorios o
en ambientes especialmente elegidos? etc.

El disefio muestral (o experimental), el procedimiento estadistico y la estrategia
del andlisis de los datos se determinan sélo después de completado el modelo en
todos sus aspectos.

El modelo lineal aditivo, por tanto, trata de explicar una observacién como una
suma de componentes tales como la media paramétrica mas unos elementos de
variacion aleatorios que pueden ser asociados a diferentes efectos, fuentes de
variacion o factores (ver mas adelante) mas un error que incluira tanto los errores de
medida como los errores de muestreo y el error experimental.

Si tomamos cualquier libro de estadistica veremos que vienen descritos muchos
tipos de andlisis de la varianza correspondientes a otros tantos disefios o modelos.
Este manual se dedica a desarrollar los analisis de varianza como respuesta a disefios
de muestreo, en el que la labor de disefio estd en la creacién del modelo lineal
adecuado al problema planteado y a los datos o experiencia desarrollada. Es el mismo
proceso del disefio de experimentos pero con experiencias que vienen obligadas en
gran parte, como es el caso de los trabajos realizados con animales domésticos o con
humanos.

Como veremos mas adelante, cualquier modelo o disefio, por complejo que sea,
se puede catalogar como uno de estos tres tipos

1) Los que incluyen sélo efectos jerarquicos.
2) Los que incluyen sdlo efectos factoriales.
3) Y los que contengan efectos jerarquicos y factoriales.

Dandoseles el nombre de disefio o experimento Jerdrquico, disefio o experimento
Factorial y experimento Compuesto, respectivamente.

Un efecto esta jerarquico (encajado, anidado) respecto a otro cuando esta
subordinado a él; por ejemplo, se tiene tres machos a prueba, para ello se toman seis
hembras, dos para cada macho, en este caso el factor hembra esta jerarquico al factor
macho.
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Unos efectos son factoriales si tienen igual categoria entre ellos, de manera que
se consideran todas las combinaciones posibles entre las diferentes clases de cada
uno de los factores; por ejemplo, se aplican tres tratamientos a dos razas, probando
todas las razas en cada tratamiento y los tres tratamientos en cada raza, es decir, se
tendran presentes las seis combinaciones de raza y tratamiento. Aqui los efectos de
raza y tratamiento son factoriales.

Analisis de la Varianza (ANOVA).-

Supoéngase que se quiere medir la longitud de una pieza de madera y se hacen
diez mediciones por diez personas distintas. Aunque las diez personas usen el mismo
instrumento de medicién, lo mas seguro es que haya variacion entre las diez lecturas.
La precision de una lectura dependera de lo cuidadoso que sea el lector, de su
capacidad visual, de su estado fisico y animico, efc. La experiencia y el resultado son
los mismos si esa pieza de madera es medida diez veces por la misma persona pero
sin que sepa que se trata de la misma pieza, es decir, haciéndole creer que se trata de
diez piezas diferentes. La divergencia entre la autentica medida de la pieza (u) y el
valor medido u observado (X)) es el denominado error de medida (g;= p-X)).

La experiencia y resultados serian semejantes si le pedimos a diez carpinteros
que nos construyan una pieza de madera de cierta longitud, o si se le pide a un
carpintero que construya, en diez tiempos diferentes, diez piezas de una misma
longitud. Aun utilizando los mismos instrumentos de medida y de corte, lo mas
probable es que haya variacién entre la longitud de las diez piezas, no solo por los
errores de medida que se cometan al medirlas sino por los errores de muestreo que se
comenten a fabricarlas.

Expliquemos el error de muestreo con otro ejemplo semejante a la fabricacion
de diez piezas de madera de cierta longitud. Supdngase que se miden diez personas
adultas del mismo sexo y la misma poblacién. Si se toma una de estas personas y se
mide diez veces, probablemente se obtengan diez medidas diferentes, aun utilizando
medidores de ultrasonidos, esto es como consecuencia del error de medida, que
siempre ira adjunto a las medidas de variables cuantitativas continuas.

Las medidas de una misma persona tiene una distribucién normal de la que se
espera (en términos de esperanza matematica) tenga una media (u) igual a la
autentica medida de la persona, que nos es incognoscible, y de varianza o

Si ahora tomamos las medidas de las diez personas, muy probablemente
también seran diez medidas diferentes, no solo por los errores de medida, sino porque
estas diez personas serdn genéticamente diferentes (los padres de unas seran mas
altos que los padres de otras), habran tenido regimenes alimenticios diferentes, se
habran criado en climas diferentes, habran tenido enfermedades diferentes, tendran
diferentes habitos alimenticios, deportivos, etc. En definitiva, las personas miden
diferentes por muchas causas, unas causas pueden ser mas o menos aprehensibles,
mientras que otras causas son incognoscibles.
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Las medidas de personas adultas del mismo sexo y poblacién, tiene una
distribucién normal que se espera (esperanza matematica) tenga de media (u) igual a
la de la poblacion y varianza o, mayor que la varianza debida exclusivamente al error
de medida de una sola persona. La divergencia entre la medida de una persona y la
que se espera que debiera tener, por la poblacién a la que pertenece, es debido,
ademas del error de medida, al error de muestreo. El error de muestreo, por tanto, se
puede definir como las diferencias en las causas que han incidido en la expresion de
una misma variable en diferentes unidades experimentales o individuos. Esto quiere
decir que la media 0 esperanza matematica de la distribucién, p, es la altura que
tendrian todas las persona de la poblacién si todas tuvieran el mismo fondo genético,
se hubieran criado en el mismo punto geogréfico, en la misma familia, hubieran comido
y bebido lo mismo, hubieran padecido las mismas enfermedades, hubieran realizado
los mismos viajes, hubieran tenido las mismas vivencias, etc., en definitiva, si todas
fueran la misma persona. Como esto no es asi, cada una tiene una medida.

Esta es la razén por lo que se ha estado afirmando, anteriormente que en la
naturaleza existe variabilidad, es decir, que una misma variable medida en diferentes
experiencias u observaciones nos da medidas diferentes. También se sabe que
variables como éstas (la longitud de las piezas de madera o la altura de una persona)
se ajustan a una Normal en la que la longitud que se quiere medir se considera como
una constante desconocida (u). E! objetivo del experimento es concluir sobre el valor
de este pardmetro, y las medidas, que simbolizaremos como Xy, Xa, ..., X1 son las
observaciones de una variable aleatoria que, si son independientes, se tiene una
muestra aleatoria que puede usarse para inferir sobre el valor del parametro.

Cuando se realicen las medidas u observaciones, estas pueden coincidir con el
valor esperado de la longitud o discrepar de él en virtud de los errores anteriormente
estudiados. Si simbolizamos los errores como &, E2,..., E1p, €ntonces cada variable
aleatoria, X; (=1, ..., 10) puede representarse como la suma de dos cantidades: la
longitud esperada, que se ha simbolizado como U, ¥ el error correspondiente, g. Es
decir, que las variables aleatorias Xj, ..., X, pueden ser explicada por el siguiente
modelo lineal

Xi=u+g;
Como el concepto esencial de este modelo es el de presentar la variable
observable X; como la suma de un pardmetro p Yy una variable aleatoria no observable

&, dando origen a una ecuacion que pretende explicar el comportamiento de la variable
aleatoria X;, es por lo que en este modelo puede presentarse también de la forma

€ =Xi— U

Esto quiere decir que el error es la diferencia entre una observacién y el valor
verdadero del pardmetro, o lo que es lo mismo, la diferencia entre la medida realizada
y la medida esperada (esperanza matematica).

Este modelo implica varias consecuencias que es necesario considerar.
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1) Es claro que deba suponerse que las & pueden tomar tanto
valores positivos como negativos, puesto que suponer sélo valores
positivos (0 s6lo negativos) equivaldria a suponer que todas las personas
obtienen lecturas mayores (0 menores) que la verdadera.

2) Es evidente, ademas, que las g deben ser variables aleatorias,
puesto que las X;lo son, mientras que p es una constante. Por tanto, si u
es una constante y € una variable del tipo anteriormente descrito, se
tiene, utilizando las propiedades de la media y la varianza descritas en
capitulos anteriores, que

E(s,-)=0
E(X;)=E(u+e;)=p+E(eg)=n
A(X)=c?(n+g))=c6%(g;) = o2

Por lo que el modelo para las g es Normal con media cero y varianza la de la
variable medida

Xi ~ N(l’l‘: 02)
g~ N(OI 0-2)

De manera que inferir sobre p (longitud de la pieza de madera o de las
personas) equivale, como se vera en el siguiente ejemplo, a inferir sobre la media de
una distribucion N(O, ¢ usando una muestra aleatoria de tamafio n de dicha
poblacion.

Si se le suma y resta la misma cantidad a la ultima expresién del modelo, su
valor no cambia aunque cambie de aspecto, podemos, pues, sumarle y restarle la
media muestral, quedando

g=X;—p=X; - X+ X-p

Como se ve, la variable g es tal que su valor en las diferentes repeticiones del
experimento no puede registrarse, de modo que & es una variable aleatoria no
observable en virtud de que el valor de p es desconocido y, en consecuencia, la base
para la inferencia sigue siendo la variable X; a la que se le restara el valor del
parametro que se esta probando. Por lo que al hablar de & en vez de X; simplemente
se esta haciendo un cambio en el pardmetro de localizacién, mediante una traslacién

en el eje de abscisas desde el punto X al punto 0

Si introducimos paréntesis en el expresion anterior con objeto de clarificarla, se
tiene que el modelo es

X —p=(X; = X)+(X -p)
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Esta igualdad indica que el error, o desviacién total con respecto a la media
poblacional, de una observacion, est4 compuesto por la desviacion con respecto a la
media muestral, mas la desviacién entre la media muestral y la media poblacional.

Ejemplo.-

Para continuar la explicacion pongamos un ejemplo con numeros sencillos.
Supdngase que las diez medidas de la pieza de madera o las diez alturas de las
personas son

9, 10, 6, 7, 10, 11, 12, 7, 10, 8

supongase, asi mismo, que se le dijo al carpintero gue estas piezas debian tener una
longitud de 10. O supdngase que se quiere saber si estas diez personas pertenecen a
una poblacion de altura media p=10.

La media muestral de estos diez nimeros es

X = 9+10+6+7+10+1 14124741048 9
10

Esto quiere decir que el carpintero ha intentado hacer diez piezas de valor 10y
sin embargo las piezas miden una media de 9. O lo que es lo mismo, se quiere saber si
estas diez personas pertenecen a una poblacién de media 10 y sin embargo miden un
promedio de 9.

La pregunta que se plantea es si esta divergencia es aleatoria o es debido a un
proceso direccional.

Si la divergencia es aleatoria, las diez piezas de madera no miden 10 porque,
aleatoriamente, unas miden méas y otras menos de 10; y como consecuencia de
errores del muestreo de las diez piezas, al final la media muestral mide 9. Si se
hubieran hecho otras diez piezas, la media muestral daria méas, menos o igual a 10.
Por tanto, en el caso de que la divergencia fuera aleatoria, la componente mayor del
modelo anterior seria la del primer sumando, es decir, la debida a la diferencias entre la
medida y la media de la muestra.

Si la divergencia es direccional, es porque el carpintero, por cualquier motivo, ha
realizado piezas de madera de tamafio inferior a 10. O porque las personas pertenecen
a una poblacion de media inferior a 10. En este caso, la componente mayor seria la del
segundo sumando, es decir, la debida a la diferencia entre la media muestral yladela
poblacién.

Intuitivamente, se puede ver cua! es la componente mayor en los datos de las
diez medidas hallando estas componentes en las diez medidas, por ejemplo, para la
primera pieza o persona es

9-10=(9-9)+(9-10)=(0) +(-1) = -1
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es decir, la componente mayor, o la Unica en este caso, es la debida, exclusivamente,
a la diferencia entre la media de la muestra y la media de la poblacién.

Y para la tercera pieza o persona es
6-10=(6-9)+9-10)=(-3)+(-1) =—4

es decir, en esta persona, el componente mayor es la debida a la diferencia de su
medida con la media muestral.

Como se ha dicho anteriormente, la esperanza matematica de estos errores es
cero, es decir, se espera que los errores positivos se compensen con los negativos, de
manera que la media de los errores sea cero. Si hallamos los errores de esta diez
medidas restandole a cada una la medida que se espera que tenga, es decir, X-10, se
tendria

-1, 0, -4, -3, 0, 1, 2, -3, 0, -2

Cuya media muestral es X = -1 que es el valor de la segunda componente del
modelo para todas las medidas: X -u=9-10=-1.

Si observamos atentamente esta tabla de desviaciones totales se ve que hay
valores tanto positivos como negativos y la mayoria de ellos tienen un valor absoluto
igual o superior al valor absoluto de la segunda componente que vale en todas -1. Por
tanto, se puede, intuitivamente, concluir con cierta seguridad que la mayor componente
es la primera, es decir, la diferencia entre la medida y la media de la muestra, por lo
que esta divergencia es, probablemente, debida al azar.

Ejemplo.-

Por si no queda clara esta apreciacion intuitiva, contrastemos con estos otros
datos que responden exactamente al mismo problema de las piezas de madera o
altura de personas.

9, 9, 10, 10, 8, 9, 8, 9, 10, 8

La media muestral de estos diez nimeros es la misma que la del ejemplo
anterior

X = 9+9+10+10+8+9+8+9+10+8 _ 9
10

Por lo tanto tendra el mismo valor la segunda componente del modelo, es decir,
X-u=9-10=-1.
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Si hallamos los errores de esta diez medidas restdndole a cada una la medida
que se espera que tenga, es decir, X~10, se tendria

Si observamos estas desviacion se ve, que solo hay valores negativos y que la
mayoria de los valores absolutos son igual o superior al valor absoluto de la segunda
componente que vale en todas -1. Se puede, intuitivamente, concluir con cierta
seguridad que para estos datos la mayor componente es la segunda, es decir, la
diferencia entre la media de la muestra y la de la poblacién, por lo que las divergencias
son debidas, muy probablemente, a efectos direccionales.

Concluyendo, en este ejemplo se estaria mas inclinado a afirmar que esta
muestra de diez individuos, no pertenece a una poblacién de media igual a 10,
mientras que en el ejemplo anterior se estaria mas inclinado a afirmar que la muestra
tomada puede pertenecer a una poblacién de media igual a 10.

Como se ve, se ha llegado a unas conclusiones viendo cudl es la variabilidad
total de los datos, la variabilidad de las dos componentes en que se puede dividir la
variabilidad total y la relacién de importancia que tienen estas dos variabilidades. En
definitiva se ha realizado, de una manera intuitiva, un Andlisis de la Varianza.

Mas adelante se vera la prueba estadistica para esta apreciacién intuitiva y se
mostrara su relacién con la prueba t del Capitulo anterior, en el que se contrasté si una
muestra pertenece a una poblacién determinada.

Supuestos del modelo sin factores.-

Recuerdese que, antes de ver estos ejemplos del modelo X = U+€, nos
quedamos en la expresién

Xi=w=(X; = X)+(X -p)

Puesto que esta igualdad es cierta para todos y cada uno de los valores de X y
teniendo en cuenta que al sumar para i/ un término constante, lo que se hace es repetir
dicho término tantas veces como unidades indique el valor de esta letra, se puede
escribir

S Xi-p P o= SUXi-X)+(X-p)F =
X~ XF+ (X -pP+23fx;~ X)X -p) =
= 5(Xi=XP+n (X-pP+2(X-p)3,(X;- X) =
= S(Xi-XP+n (X-p)

puesto que (X; - X )=0
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Esta Ultima identidad pone de relieve el hecho importante de que la suma de
cuadrados de las desviaciones respecto a un nimero arbitrario (distinto al valor de la

media muestral) siempre es mayor (en la cantidad n( X -w)?) que la suma de los
cuadrados de las desviaciones con respecto a la media muestral.

Otra consecuencia es, si lo que se quiere probar es la hipétesis Ho: u = po €8
como hacer el contraste Ho: p-1o = 0. Es decir, si se tiene una muestra de tamafio n
que se supone aleatoria y X~N(u,0), y se quiere probar la hipétesis nula

Ho: 1x = Mo,
siempre se puede definir una nueva variable aleatoria, Y;= Xr,, tal que, si la hipotesis
nula es cierta, tiene una distribucién Y~N(0,6%), por lo que la variable Y puede utilizarse
para probar la hipétesis

Ho: MY = 0,
lo que es una prueba equivalente a la anterior, pero con la nueva variable centrada en
cero. Por lo que la expresion anterior se transforma en

2 _ v \2 V2
ZiY,' "Zi(Yi _Y) +nY
Con las dos ecuaciones anteriores se llega a la conclusién de que la suma de

cuadrados total es igual a la suma de cuadrados del error muestral mas la suma de
cuadrados debido a la media.

SCirotal = SCerror + SCmedia
Si(Xi-uf = SiXi-XP+n(X-u)?
—_— . . 2
% Y? =3(Y;i-Y) +(Z'TY')

siendo Yi= X - 1.

Puesto que estos son suma de cuadrados (numeradores de varianzas) veamos
cuales son sus grados de libertad para hallar las varianzas o Cuadrados Medios.

El valor

nV2 = (i)
n

tiene un solo grado de libertad, ya que para cualquier valor dado de n, su valor sdlo
depende de Y o de %Y.

El valor Z;Y; tiene n grados de libertad, por lo que los grados de libertad de

Y Y2-nY? = 3V, -Y¥ = 3,

son n-1.

Capitulo 4: Una/Dos Pebiaciones: t de Student y T° de Hotelling 93



Para contrastar si el cuadrado medio de la media es mayor que el cuadrado
medio del error, se dividen ambos cuadrados medios y se tiene una prueba F de
contraste de varianzas.

nY?

Fo =

puesto que

_ Xy?-ny?
s = n-1

Esta razén tendrd una distribucién Fs, n.1), por lo que la regla de decisién puede ser
rechazar H, si Fo > Fi1, n1). Como el valor esperado del CM, es mayor que el del
CMeron la cola adecuada de la distribucién sera la cola derecha.

Observando detenidamente la anterior F, se puede comprobar que es la misma
expresion que la t de Student, de manera que

nY? %
FO = = ﬁ = tg
£ &£
n
pues, recuérdese que
Y
=g
Jn

Es decir, que esta F, no es sino el cuadrado de la expresion de la t, de Student.
Y dado que el cuadrado de la distribucién t con n-1 grados de libertad es la distribucién
Fia,n-1), s concluye que se trata de la misma prueba.

Resumiendo, se tiene que el analisis completo de este modelo es

=% g sC cM F ECM
Media 1 ny?2 ny?2 ny’ o+np?
&2
- 2_ny?
Error 1 Xy?-nY? Zyi-nv” o?

Total n sY?
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Ejemplo.-

Resolvamos ahora el segundo ejemplo propuesto en el epigrafe andlisis de la
varianza (ANOVA). Se trataba, por ejemplo, de la altura de 10 individuos y se quiere

determinar si pertenecen a una poblacion de media paramétrica (u = 10)

9, 9, 10, 10, 8,

Y =

~1-140+0-2-1-2-1+0-2 _

10
SY2 = (12 + (-2 +...+(0)2 +(-2)* =16

Fv g SC CcM ECM

Media 1 10(-1)’=10 10 P+
6

Error  10-1 16-10=6 ' 0.667 o

Total 10 10

Las F de contraste son Fi1,10:005 = 4.96 ¥ F1,10;001 = 10.0.

Al ser la F, significativa, indica que esta muestra no pertenece a una poblacion
de p = 10. Por lo que se ha concluido lo que se dedujo intuitivamente en el epigrafe

andlisis de la varianza (ANOVA).

Archivo del programa SAS (C4-1.SAS).-

options 1ls=75 ps=60;

data thote;

infile ‘c4-1.dat’;

input indi altura;
haltura=altura-10;

A =1;

proc means mean stderr t prt;
var haltura;

run;

proc glm;

class A;

model haltura = A / noint;
run;

title ‘Andlisis de la varianza sin factores’;

Archivo de datos (C4-1.DAT).-

1 9
2 9
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Se han creado dos nuevas variables, HALTURA yA.

La variable haltura es la medida de la altura menos el valor paramétrico para la
que se esta probando, en este caso 10. Si el valor medio de la muestra es 10, se
espera que la media de las haltura sea cero.

La variable A=1 define una variable que se usara después para asignar todos
los valores a una misma clase o factor CLASS A.

Se ha introducido el procedimiento MEANS, que hace la prueba t de Student

para la media de una muestra igual a cero, y comparar con la salida del procedimiento
GLM.

La opcién NOINT del modelo en el procedimiento GLM indica que la prueba
debe hacerse para la media hprotein igual a cero.

En el archivo de resultados (C4-1.LST), en la salida del procedimiento means,
observamos la media, el error tipico, el valor de ty su nivel de significacién:

Mean Std Error T Prob>|T]|

1=-3.87298 que es significativo al P<0.01 y se concluye lo que ya se habia visto a
simple vista, esto es, que esta muestra no pertenece a una poblacion de media 10.

Y con respecto a la salida del procedimiento glm, observamos una salida
semejante a la tabla de la resolucién manual del ejemplo

Dependent Variable: HALTURA

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 1 10.0000000 10.0000000 15.00 0.0038
Error 9 6.0000000 0.6666667

Uncorrected Total 10 16.0000000

R-Square C.V. Root MSE HALTURA Mean

0.000000 ~81.64966 0.81650 ~1.00000
Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
1 10.0000000 10.0000000 15.00 0.0038

F=15.00, que es significativo al P<0.01 y se concluye lo que ya se habia visto a simple
vista, esto es, que esta muestra no pertenece a una poblacién de media 10.
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Se puede observar que estos dos procedimientos son redundantes, ya que
F =1? =(-3.87298)% =15.00
y, l6gicamente, ambos tienen exactamente el mismo nivel de significacion.
Ejemplo.-

Si se utiliza este mismo programa y se cambia el archivo de datos por el
siguiente

Archivo de datos (C4-1.DAT)

9.
10
6
7
10
11
12
7
10
8

QWU WNDRE

[y

que se corresponde con el primer ejemplo del epigrafe andlisis de la varianza
(ANOVA), se observa que los valores de ty de F son, respectivamente, -1.627ns y
2.65ns, con lo que se comprueba que era correcta la apreciacion intuitiva de que no
hay evidencia suficiente para concluir que esta muestra no pertenece a una poblacién
de media paramétrica 10

Generalizacion a mas de una variable.-

La generalizacién del andlisis anterior a mas de una variable no tiene
complicacién conceptual alguna si se utilizan paquetes estadisticos. Esto es asi porque
la Unica complicacién que tiene el uso de mas de una variable es metodoldgica, esto
es, se requiere de calculos mas complicados, procedentes del élgebra lineal que los
paquetes estadisticos realizan automaticamente y el usuario no aprecia la
complicacion, siendo los conceptos los mismos que se han expuesto anteriormente.

En el caso de varias variables se realizard una prueba para contrastar los
valores observados en un grupo de variables de una muestra de sujetos con los
pardmetros tedricos de la poblacion conocidos.

La prueba clasica es la Lambda de Wilks que puede probarse por medio de
una F de Snedecor. Existen otros estadisticos, el SAS provee también la traza de
Pillai, de |a traza de Hotelling-Lawley y de la mayor raiz de Roy. El valor de F de
estos cuatro estadisticos acostumbra a dar el mismo valor, por lo que las conclusiones
son siempre las mismas sea cual sea el estadistico utilizado.
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La T2 de Hotelling.-

La 7 de Hotelling puede considerarse como una generalizacion de la t de
Student para el caso de mas de una variable. Se conoce como 72 de Hotelling de una
muestra al contraste que se establece entre los valores observados en un grupo de
variables de una muestra de sujetos con unos parametros tedricos de la poblacion
conocidos

La T° se obtiene del valor Fde la lambda de Wilks mediante la transformacion
T2 =F V(N - 1)
N-v

siendo V el nimero de variables.
Ejemplo.-

La propaganda de cierta marca de cereales afirma que, por cada 100 g,
contiene 7 g de proteinas, 80.1 g de hidratos de carbono, 4.6 g de grasas, 3.4 g de
fibray 0.2 g de sodio.

Para probar si esto es cierto se toma una muestra aleatoria de 10 cajas de dicho
producto, se analizan dando los siguientes valores

Proteinas Hidratos C Grasas Fibra Sodio
6.0 70.5 3.9 3.1 0.30
6.0 69.9 45 3.2 0.40
4.5 80.9 42 4.0 0.02
7.5 85.3 3.9 2.9 0.10
8.0 79.4 5.1 3.0 0.00
5.0 78.0 4.3 3.6 0.05
3.0 80.6 4.7 3.9 0.10
3.5 80.7 5.0 2.9 0.25
6.5 78.0 41 3.0 0.30
6.0 82.0 45 3.7 0.23

100 Estadistica Aplicada Uni y Multivariante



Archivo del programa SAS (C4-2.SAS).-

title ‘Anélisis de la varianza sin factores, multivariante’;
options 1ls=75 ps=60;

data thote;

infile ‘c4-2.dat’;

input indi protei hcarbo grasa fibra sodio;
hprotei=protei-7;

hhcarbo=hcarbo-80.1;

hgrasa=grasa-4.6;

hfibra=fibra-3.4;

hsodio=sodio-0.2;

a=1;

proc means mean stderr t prt;

var hprotei hhcarbo hgrasa hfibra hsodio;

run;

proc glm;

class A;

model hprotei hhcarbo hgrasa hfibra hsodio = a / noint;
manova h = A;

run;

Archivo de datos (C4-2.DAT).-

1 6.0 70.5 3.9 3.1 0.30
2 6.0 69.9 4.5 3.2 0.40
3 4.5 80.9 4.2 4.0 0.02
4 7.5 85.3 3.9 2.9 0.10
5 8.0 79.4 5.1 3.0 0.00
6 5.0 78.0 4.3 3.6 0.05
7 3.0 80.6 4.7 3.9 0.10
8 3.5 80.7 5.0 2.9 0.25
9 6.5 78.0 4.1 3.0 0.30
10 6.0 82.0 4.5 3.7 0.23

Como en el ejemplo univariante, se han creado nuevas variables, las se
denominan como las variables originales pero precedidas por una hy la A.

La variable precedidas por una h contienen la cantidad de los compuestos
respectivos menos el valor paramétrico para el que se esta probando, 7,80.1, 4.6, 3.4y
0.2, respectivamente. Si el valor medio de la muestra se corresponden con dichos
valores paramétricos, se espera que las medias valgan cero.

La variable A=1 define una variable que se usard después para asignar todos
los valores a una misma clase o factor CLASS A.

Se ha introducido el procedimiento MEANS, que hace la prueba t de Student
para las medias de una muestra igual a cero, y comparar con la salida del
procedimiento GLM.

La opcién NOINT del modelo en el procedimiento GLM indica que la prueba
debe hacerse para las medias igual a cero.
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El estamento MANOVA indica que haga el andlisis multivariante con todas las
variables especificadas en el modelo, y la opcién H=A indica que haga la prueba para
A

En el archivo de resultados (C4-2.LST) observamos que la primera salida es la
del procedimiento MEANS donde nos da los valores de la t de Student y su
significacién para cada variable, tal como se vio en el ejemplo anterior.

Como se ve el valor de la proteina es estadisticamente diferentes del que afirma
la publicidad (este ejemplo se resolvié a mano en el capitulo anterior, en el epigrafe
Prueba de hipétesis sobre la media de una distribucion normal), mientras que los
valores de los demas compuestos si se corresponden con la publicidad.

Las siguiente salidas son las del procedimiento GLM y son los analisis de la
varianza de cada una de las variables por separado, tal como se vio en el ejemplo
anterior.

Se puede comprobar que los valores de las F de estos andlisis son igual al
cuadrado de las t de los andlisis anteriores y, por tanto, las significaciones son
exactamente las mismas.

El final de la salida del procedimiento g/m es el andlisis multivariante para las
cinco variables analizadas conjuntamente. Este andlisis se realiza por los cuatro
estadisticos citados anteriormente.

Manova Test Criteria and Exact F Statistics for
the Hypothesis of no Overall A Effect
H = Type III SS&CP Matrix for A E = Error SS&CP Matrix

S=1 M=1.5 N=1.5

Statistic Value F Num DF Den DF Pr > F
Wilks. Lambda 0.20920627 3.7800 5 5 0.0854
Pillai.s Trace 0.79079373 3.7800 5 5 0.0854
Hotelling-Lawley Trace 3.77997150 3.7800 5 5 0.0854
Roy.s Greatest Root 3.77997150 3.7800 5 5 0.0854

Como se ve, el valor de las F de los cuatro estadisticos es el mismo y esto
ocurrira casi siempre. Cuando el valor de las F sean diferentes, el valor a tomar para
calcular la T° de Hotelling sera la de la Lambda de Wilks, que siempre es un valor
exacto.

El valor de la T% de Hotelling es

_ FV(N—-1) ~3.78 5(10-1)
N-V 10-5

que tiene la misma significacion que la F, por lo que es no significativa al 0.05 (aunque

por los pelos, es la proteina la que mas se desvia), y se concluye que, en conjunto, es
cierto lo que dice la propaganda de esta marca.

T? =34.02
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Dos Poblaciones.-
En términos generales, se puede tener dos poblaciones por dos motivos

1) Porque el experimentador las ha generado mediante el uso de dos
tratamientos. Esto es, un Disefio Experimental.

2) Porque ambas poblaciones o subpoblaciones existen en la
estructura real de la poblacién, por lo que se realiza la recogida de datos
observacionales teniendo en cuenta esta estructura. Esto es, un Disefio
Muestral.

Un tratamiento puede ser una sustancia, una técnica, un proceso de fabricacion,
etc. La idea es que el experimentador aplica los tratamientos a unidades, que reciben
el nombre de unidades experimentales, en cada una de las cuales se observa un
efecto o respuesta de la variable medida al tratamiento. La aplicacion de dos
tratamientos, cada uno a un grupo de unidades experimentales, genera dos muestras
aleatorias de poblaciones (posiblemente) distintas. El investigador desea comparar
parémetros de las dos poblaciones asi generadas con el propdsito practico de
establecer la superioridad o no de un tratamiento sobre el otro.

Pero no siempre las respuestas se producen por la aplicacién directa de
tratamientos por parte del experimentador. En algunos casos, estas respuestas son
directamente observables en estado natural, o dicho de otra manera, los tratamientos
no son aplicados por el experimentador, sino que son situaciones reales que son
muestreadas u observadas aleatoriamente, esto es, un disefio muestral. Este seria el
caso de un estudio en que se quiere comparar las producciones de dos ganaderias. En
este caso, los tratamientos (dos ganaderias) estan determinados por una serie de
condiciones que no dependen del experimentador, pero que, el investigador, ha de
saber apreciar para realizar el andlisis adecuado. Otros ejemplos podrian ser: los
efectos de dos hospitales, de dos plantas de un hospital, de dos regiones, de dos
estaciones climaticas, de dos sexos, efc.

Con arreglo al tipo de muestreo o de disefio experimental, estos tipos de
estudios pueden realizarse de dos maneras: Con muestras independientes o con
muestras emparejadas.

Se tiene muestras independientes, cuando se desea comparar dos poblaciones
y se han tomado muestras de cada una de las poblaciones, aleatoria e
independientemente. Si lo que se van a comparar son dos tratamientos, estos han
tenido que ser asignados completamente al azar a cada unidad experimental (Diserio
completamente aleatorio)

Se tienen muestras emparejadas o comparaciones emparejadas cuando se
seleccionan pares de individuos o de cosas similares. Los tratamientos no se aplican
completamente al azar, sino que lo que se aleatoriza es, dentro de cada par, cual
unidad experimental recibird uno u otro tratamiento, pues previamente se ha decidido
cuales son las parejas y que un tratamiento se aplica a un miembro del par y el otro
tratamiento al segundo miembro del par. Los miembros de un par pueden ser dos
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individuos del mismo sexo y de la misma camada, dos esquejes de la misma planta,
dos costados del mismo individuo, en definitiva, dos unidades experimentales
uniformes o idénticos para la variable que se va a estudiar (Disefio de bloques
aleatorios). La aplicacién mas clara de datos apareados es el autoemparejamiento, en
el que una misma unidad experimental es medida dos veces. Por ejemplo, se podrian
tomar, al azar, n individuos y medirle la presién sanguinea antes y después de tomar
un vasodilatador.

Comparacién de las varianzas de dos poblaciones normales.-

Dado que para comparar las medias (parametro de posicién) de dos
poblaciones normales se necesita un contraste previo de varianzas (paréametro de
dispersion) que indique si las dos distribuciones tienen la misma forma, es por lo que
se empieza por esta prueba.

A continuacién se discutiran procedimientos para comparar las varianzas de
dos poblaciones Normales. Hay que subrayar el hecho de que los métodos que se
van a estudiar dependen fuertemente de la suposicién de que las poblaciones de las
que se toman las muestras son Normales. Es decir, que las inferencias no son
robustas con respecto a la suposicién de la distribucién.

La estructura de los datos necesarios para la comparacion de dos varianzas
se presenta de la siguiente manera

a) X1, Xi2, oo X1, €sunamuestra aleatoria de N(u( X)? foo)

b) X1, Xoz, e X2,,, €S una muestra aleatoria de Ny, X2)? anZ))

c¢) Las dos muestras sonindependientes
Los estimadores naturales para U?Xo y ofxz) son

il Xu=%)
S(2X1) = 1 2

2i(Xor = Xp)?
S(2X2) = = nl_1 2
2

Y ademas se sabe que

(n1 —1) s(2X1) 2

2 ~ X(m-1; a)
O(xy)
(n2 _1) s(2X2) 2
2 ~ Xinp-1; )
O(x2)

En consecuencia, dado que las dos muestras son independientes
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Olxa) F§n2—1 a)
-

1,"a)

De aqui que la distribucién F permita probar hipétesis sobre los tamafos
relativos de las dos varianzas. Las hipétesis de interés son

2
o
a) Hy: —éx‘) <1
O(xz)
2
. 9(xy)
2

O(x»)

>1

Hi

2
g

b) Ho: —2 2 1
O(xz)

2
g
H1:——(2X‘) <1

O(xz)
0,2
©) Ho: —L = 1
O(xz)
2
o
Hy : —éx‘) # 1
O(x2)

Que son equivalentes a las hipétesis

a) Ho: ofxy < Ofxy)
i 0fxy > Ofxy
b) Ho: afy, 2 aix,
Hi: 0fxy < Otxa)
©) Ho: 0{xy) = Ofxy)

.2 2
Hh: O(xy) # O(xy)
De acuerdo con esto se tiene que
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2
9(xy)

2
O(x)
y
2
E = T(xo)
o - 2
O(xy)

tienen ambas la distribucion F, la primera con g/ numerador = n;1 y gl
denominador= nz1y la segunda con g/ numerador = nz1'y gl denominador = n;-1.
Es decir, que los g/ del numerador y del denominador se intercambian. Por lo tanto,
una prueba con nivel de significacién a, en las hipétesis a) puede hacerse mediante
el estadistico F,, con la regla de decision

RechazarH, siFy > Fp_15,-1; o)
con lo que se tiene una prueba de la cola derecha.

Para el juego de hipdtesis b) podria utilizarse también el estadistico F,, dando
como resultado una prueba de la cola izquierda. Sin embargo, como ya se sabe, lo
usual es que las tablas den valores criticos de la cola derecha de la distribucioén. Por
esta razon el juego de hipétesis b) se prueba mediante el estadistico F',, con la regla
de decision de

Rechazar Hy si Fo> F(p,_1,n,1: a)

es decir, se coloca en el numerador de la F, y de la F, la varianza de mayor valor
para que la prueba sea siempre de la cola derecha.

Pero en ciertos problemas de pruebas de homogeneidad de dos varianzas,
puede no haber razon para suponer cudl varianza sera mayor, asi no hay razén para
calcular F,, en vez de F,. Este es el caso c), que al ser una prueba de dos colas,
tiene en la hipdtesis alternativa la desigualdad de varianzas. Esta es la prueba que
se tendra que realizar, previamente, en los siguientes apartados para saber qué
error tipico de diferencias de medias se tiene que usar para la prueba t.

Si la hipétesis planteada, por tanto, es la ¢), el criterio de prueba F es

S?na yor
s?nenor

Y la regla de decisidn seré, por tanto

Fo =

Rechazar H, si Fo 2 Fin, 1,n,-1; a2)

siendo m-1 los grados de libertad correspondientes a la muestra que presenta una
mayor varianza y np-1 los grados de libertad de la muestra que presenta una menor
varianza.

Como se ve, en el criterio de rechazo, los niveles de significacion con que se
mira en la tabla F (Tabla 3) se tienen que multiplicar por dos, de manera que siel F,
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es mayor que el Fa-0025, €l nivel de significacién con el que realmente se esta
trabajando es del a=0.05; si es mayor que Fg-00s), €l nivel de significacion es a=0.1,
y asi sucesivamente.

Ejemplo.-

En los siguientes epigrafes se tendrd que hacer pruebas de homogeneidad de
varianzas, por lo que se veran los ejemplos en ese momento.

Comparacion de las medias de dos poblaciones normales.-

La mayoria de las veces, la investigacion se disefa para descubrir y evaluar
diferencias entre efectos de los tratamientos, mas que para medir los efectos por si
mismos. Lo que se quiere saber, por ejemplo, es la superioridad o no, en el grado de
mejoria a cierta enfermedad, que propicia un farmaco sobre otro; o la superioridad, en
el aumento de peso, que produce una dieta sobre otra; o la mayor 0 menor presion
sanguinea de individuos consumidores o no de cierto producto alimenticio, etc.

Al aplicar (o al muestrear) los efectos de dos tratamientos sobre una misma
variable, se generan dos poblaciones, o distribuciones, normales, con la misma forma
(misma varianza) y, probablemente, situadas en puntos diferentes (diferentes medias).
Si se quiere conocer la diferencia real entre los efectos de estos dos tratamientos, se
tendria que conocer las dos poblaciones y comprobar si se solapan completamente (no
existe diferencia en los efectos) o, por el contrario, una esta desplazada a la derecha
de la otra en el eje de las abscisas (el efecto de un tratamiento es mayor que el efecto
del otro tratamiento). Como no es posible conocer las poblaciones al ser infinitas, se
tendra que tomar muestras y a partir de ellas inferir (estimar) sobre el parametro de
posicién de ambas poblaciones, es decir, sobre la diferencia de las medias.

Para comparar Wi y M2, se toma una muestra de tamafio m de la primera
poblacién y una muestra de tamafio n, de la segunda poblacion, teniendo, por tanto

X11I X‘|21 auey X1n1 ~ N(“"Il 02)
X1, X2z, s Xop, ~ N(po, a?)

Se desea saber si las medias de las dos poblaciones son iguales, es decir, si p
= p,z

Sean los dos parametros de cada poblacion, ui, M2 ¥y 0% las medias y las

varianzas de dichas poblaciones. Para comparar p y pz, hay que hacerlo a través de
sus medias muestrales o estimas respectivas, x1Y Xo-

Se puede probar si las medias de ambas poblaciones son iguales, contrastando
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Ho:py—py=0
Hitpy—p,#0

para ello se utiliza las diferencias de las estimas X1~ Xz
Esta claro que un valor de }1—}2 cercano a cero apoyara la hipétesis nula

(medias iguales), mientras que un valor alejado del cero apoyard la hipdtesis
alternativa (medias diferentes).

Recuérdese que la distribucién de la media muestral es
% i
X~N|p—=—

siendo la desviacidn tipica de dicha distribucién

e

el denominado error tipico de la media.

Basandose en los mismos principios, se desprende faciimente que la
distribucién muestral de - X €s normal con media

_ZilXii=Xo)) _ T Xy =3 Xy -

Hox-x2)= n = n
2iXii X Xai
==on _slod i
n n
y con varianza
o? o2
—_— -
non
Por lo que
2 2
iy g . g
x1—x2~N[u1 uz.—+—)
ne
siendo
|77
XX2 o4 T
m  n2

el error tipico de la diferencia de medias.
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Por tanto, los valores de }1—}2 tenderan a estar concentrados, con
probabilidad alta, alrededor del valor ps-pia.

De esta manera, la distribuciéon muestral del estadistico

7= (X1~ X2) — (Wl — 1)

0-71‘7(2

es una normal tipica, es decir, media cero y varianza uno. Por lo que una regla de
decision razonable para probar las hiptesis planteadas seria

RechazarH, si z,= X1~

siendo Z, el valor de Z (tabla 1) para el nivel de significacién elegido, habitualmente
para a=0.05, 0=0.01 y a=0.001.

Pero para hacer uso de esta prueba hay que conocer el valor del parametro &
situacion poco frecuente. Lo habitual es que se desconozca el valor de la varianza y
que, por tanto, haya que usar su estima a través del estadistico muestrai.

Cuando se tiene una muestra no hay duda, la estima de o® es % Pero cudl es
la estima de o cuando se tiene dos muestras. La respuesta es simple, la estima de o°
es la media ponderada de las dos varianzas muestrales, lo que se denomina varianza
conjunta

2, = (M-8 +(n,-1)85
(=N (np )

Como se ve, esta expresién es la adicién de la suma de cuadrados de las dos
muestras dividida por la suma de los grados de libertad de ambas muestras.

Por tanto, se usara como error tipico de la diferencia de medias la estima
siguiente

A

Quedando, ahora, la distribucién muestral del estadistico como sigue

f = (X1— Xo2)— (g~ W)
Sx-%o
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Obseérvese que una vez mas t mide la distancia de una variable aleatoria o una
media hipotética en unidades de desviacién tipica de la variable aleatoria, por lo que su
distribucién es como la tde Student.

Por lo que, es este caso, la regla de decisién razonable para probar las hipétesis
planteadas seria

RechazarH, si t, = X1~ X2
71_72

2 t(n1 ~t+n,-1;a/2)

siendo -1 + n2-1; o) €l valor de t para gl = ny-1+ns-1 y el nivel de significacion elegido,
habitualmente para o=0.05, 0:=0.01 y a=0.001.

Supuestos paramétricos y limitaciones de la prueba t.-

Hay dos supuestos o condiciones paramétricas que se han utilizado para
deducir esta Ultima expresién o estadistico de prueba ty dos limitaciones.

El primer supuesto paramétrico que se plante6 para deducir esta expresién es
Las dos poblaciones son normales

Si no se cumple este supuesto hay que utilizar alguna de las pruebas no
paramétricas. Aunque hay que hacer notar que esta prueba es robusta al supuesto de
normalidad, en especial en las cercanias de los valores criticos usualmente utilizados,
es decir, para 0<0.05.

El segundo supuesto paramétrico que se plante6 es
Las dos poblaciones tienen varianza comin, o?

Si no se cumple este supuesto o condicién, hay que aplicar otra prueba t que se
vera mas adelante, en el epigrafe Comparacion de dos medias de muestras
independientes y varianzas desiguales.

La primera limitacion es que esta prueba est4 disefiada para dos medias y, por
lo tanto, no es adecuada para generalizar a mas de dos medias, ya que no existe una
forma clara de definir el numerador de t para la generalizacion. Cabria la posibilidad, si
se desea probar la diferencia entre seis medias, de hacer una prueba t de cada par, se
tendrian, entonces, 15 pruebas t. Hay tres razones por las que este no es un buen
procedimiento. Primeramente, porque si se usa un a=0.05 para contrastar varias
medias por pares, el nivel de significaciéon sera mucho mayor del 0.05, puesto que,
aunque todas las muestras proceden de la misma poblacion, por término medio, el 5%
de los valores de t excederan el valor critico. Puede demostrarse que la probabilidad
de que uno o mas de los 15 valores independientes de t excedan a fo.05) €5 40%, por lo
que, si la hipotesis anterior de las seis medias iguales, se rechaza cuando algunos de
los 15 valores de t exceden a tops, estd claro que se esta usando el nivel de
significacion de a=0.4. La segunda razén por la que no es conveniente este tipo de
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prueba para mas de dos poblaciones, es que hay una pérdida de precision al estimar la
varianza si se usan solamente aquellas medidas de los dos grupos que se estan
comparando. Esto se mejora usando una varianza combinada, Y el tercer motivo por el
que no debe usarse esta prueba para comparar mas de dos medias, es que para ello
existe el andlisis de la varianza que se vera mas adelante.

Por lo tanto, la solucién a esta limitacién es bien simple. Si se tiene mas de dos
poblaciones normales, se pueden comparar por medio del analisis de varianza.

La segunda limitacién es que esta prueba es para dos muestra independientes
como consecuencia de que el denominador de este estadistico de prueba, la 1, es el
error tipico de la diferencia de medias que implica la estima de la varianza conjunta,
&%,,, de ambas muestras mediante la suma de las dos varianza. Por lo que es
conveniente comprobar si la varianza de una suma es igual que la suma de las
varianzas. No es muy complicado de comprobar, tal como se ve a continuacion

_ Ei[(X1i+ Xoi) = X1+ Xz)]2 _

0(2X1+X2) - n
2
_ Ei[(X1i+ X2i)__):_(xr11;x21]
n
2
_ Ei[(x1i+x2i)_§n—X1_z_nx_2] _
n
_ > 00+ Xa) = X=X
n
_ Sl =)+ O+ X _
n
_ s X+ e~ %o + 2l = X)X = XD} _
n
_ % X=X + X+ %) + 2(X11 = X)( Xzi+ Xa) _
n n n

— 2 2
= 0Ox + O x, + 2 O X1 X2

siendo la covarianza paramétrica, es decir, lo equivalente a la varianza pero
o.Xle

para dos variable. Este parametro mide el grado de variacion o el grado de asociacion
en la variacién de ambas variables. Su estima es

_ 2X1 Xo— 2X1n2X2
n-1

Cov

como se ve, si se sustituye X, por X, la covarianza darfa la varianza de Xi.
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La expresion para los estadisticos muestrales de la varianza de la suma de dos
variables es

3%(1+x2 = s§(1 + sﬁ(z + 2 Cov

Esto indica que si se trabaja con una variable compuesta de la suma de otras
dos variables, la varianza de esta nueva variable sera la suma de las varianzas de las
variables que la componen, mas un nuevo término afiadido que es funcién del grado
en que estén asociados los valores de éstas dos variables. Este valor afiadido a la
suma de las dos varianzas es el doble de la covarianza.

Por lo que el error tipico, para la prueba t vista en el epigrafe anterior, es
demasiado grande, al estar basado en la suma de las varianzas de las dos variables
sin sustraerle ninglin término debido a la covarianza.

Cuando las dos variables que se suman no estan correlacionadas (no estan
asociadas, no varian conjuntamente), este término afiadido de la covarianza sera
también cero y la varianza de la suma sera simplemente la suma de las varianzas de
las dos variables. Esta es la razén por la que se insiste en el supuesto de la
independencia entre las dos variables a fin de poder sumar sus varianzas en el
denominador del estadistico de prueba. De otro modo habria que haber tenido en
consideracién un término de covarianza que hasta ahora no se ha tenido en cuenta.
Sin embargo, si se tiene datos emparejados se espera encontrar correlacion entre las
variables, dado que cada pareja comparte una experiencia comun.

Por lo tanto, hay que tener en cuenta la informacién sobre el apareamiento con
objeto de eliminar una fuente de variacion, extrafia a la finalidad de la experiencia,
como es la variacion existente entre pares.

Ejemplo.-

Se esta estudiando la cantidad media de leche que producen cabras de dos
razas (G y M). Se quiere saber si existe diferencia en la produccion de leche entre las
dos razas. Los datos son

X1 (G): 515, 564, 647, 538, 573, 556, 528, 522
X2 (M): 657, 598, 643, 634, 595, 637, 643

m =8 n =7
X; = 555.3750 X, = 629.5714
S? = 1796.5535 S2 = 563.2857

Siendo razas diferentes, podria ocurrir que la forma de las distribuciones
también fueran diferentes, por lo que es conveniente realizar el contraste previo de
varianzas
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Ho: of = 0%
Hi: Gf # Ug
_1796.5535
° " 563.2857
F(7,6;0.05/2) =9.70

no se rechaza la hipétesis nula, por lo que, efectivamente, las dos varianzas son
iguales.

=3.189ns

Se pasa, entonces, a contrastar lo que indicara si la produccién de leche es la
misma o no en las dos razas, es decir, la prueba t

Hoiy—pp = 0
Hi:t m—mp, #0
&, - 7x1796.5535 + 6x563.2857 _ oy aes
- 13
- 1227359 1+ 1) = 18.131
371_72 = .35 —8-+—7- = .1316
, - 595.875-6205714 _ oo

18.1316
tas; 001 = 3.0123

Por tanto se rechaza la H, con un nivel de significacién de a=0.01. Por lo que se
puede afirmar que la cantidad de leche producida es diferente en estas dos razas.

Archivo del programa SAS (C4-3.SAS) .-

title ‘prueba t, muestras independientes’;
options ls=75 ps=60;
data pruebat;
infile ‘c4-3.dat’;
input raza $ leche @@;
proc ttest;
class raza;

var leche;
run;
Archivo de datos (C4-3.DAT).-
G 515 M 657
G 564 M 598
G 647 M 643
G 538 M 634
G 573 M 595
G 556 M 637
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G 528 M 643
G 522

En el archivo de resultados, C4-3.LST, la primera tabla muestra el tamafio, la
media, la desviacion tipica, el error tipico y el valor méaximo y minimo de cada muestra.

TTEST PROCEDURE

Variable: LECHE

RAZA N Mean Std Dev Std Error Minimum Maximum
G 8 555.3750000 42.38577086 14.98563300 515.0000000 647.0000000
M 7 629.5714286 23.73364098 8.97047311 595.0000000 657.0000000

La siguiente tabla muestra el valor de t, sus grados de libertad y significacién
para el caso de que las varianzas de las dos muestras sean desiguales y para el caso
en que sean iguales.

Variances T DF Prob>|T|
Unequal -4.2482 11.2 0.0013
Equal -4.0921 13.0 0.0013

Y en la dltima linea del archivo de resultados hace la prueba de hipétesis para
contrastar si son iguales o diferentes las varianzas de las dos muestras

[ For HO: Variances are equal, F. = 3.19 DF = (7,6) ProbsF. = 0.1789 ]

la F=3.19 es no significativa al o = 0.05, por lo que se pueden considerar iguales las
varianzas de las dos muestras.

El valor de t para las varianzas iguales vale-4.092 y es significativo al P<0.0013
(menor que 0.05 y 0.01), por lo que se concluye que es diferente la cantidad de leche
que producen las dos razas.

Dos poblaciones con anaélisis de varianza.-

En el caso del andlisis de varianza de un factor con sélo dos niveles se puede
demostrar que el estadistico de prueba F es igual al cuadrado del estadistico de
prueba t para el caso en que se compara dos medias de muestras con la misma
varianza.

Ejempilo.-

Si se resuelve por medio del andlisis de varianza el ejemplo anterior se tiene
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Archivo del programa SAS (C4-4.SAS).-

title ‘Andlisis de la varianza, 1 via, dos tratamientos’;
options ps=65 1s=75;
data prt_f£;
infile ‘c4-3.dat’;
input raza $ leche @@;
title .An&lisis de varianza para resolucién del mismo
problema. ;
proc anova;
class raza;
model leche = raza;

run;

El archivo de resultados muestra que el valor de la Fes de 16.75
Source DF Anova SS Mean Square F Value Pr > F
RAZA 1 20552.4107 20552.4107 16.75 0.0013

que efectivamente

t =+/16.75 = 4092

y es significativo al mismo nivel de P<0.0013, por lo que se concluye lo mismo que con

la prueba t.

Generalizacion multivariante.-

En el caso de mas de una variable, la 7° de Hotteling se puede calcular de dos

maneras

a)
T2=(N—2{l—1]
A

[ (n+ny -2)V
n+n,-V-1
siendo A la Lambda de Wilks y V el nimero de variables.

b)
T2
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Ejemplo.-

Se ha medido la longitud del térax y la longitud del élitro de dos especies de
chinche de las plantas, Halticus oleraceay Halticus carduorum. Los datos son

Halticus oleracea Halticus carduorun

torax élitros térax élitros
180 245 181 305
192 260 158 237
217 276 184 300
221 299 171 273
171 239 181 297
192 262 181 308
213 278 177 301
192 255 198 308
170 244 180 286
201 276 177 299
176 317
192 312
164 265

Archivo del programa SAS (C4-5.SAS).-

title ‘Andlisis de la varianza, 1 via, 2 tratamientos, multivariante’;
options 1ls=75 ps=60;

data pru_t;

infile ‘cd4-5.dat’;

input especie $ torax elitro;
proc ttest;

class especie;

var torax elitro;

run;

proc glm;

class especie;

model torax elitro=especie;
manova h=especie;

run;

Archivo de datos (C4-5.DAT).-

oleracea 180 245
oleracea 192 260
oleracea 217 276
oleracea 221 299
oleracea 171 239
oleracea 192 262
oleracea 213 278
oleracea 192 255
oleracea 170 244
oleracea 201 276
carduorun 181 305
carduorun 158 237
carduorun 184 300
carduorun 171 273
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carduorun 181 297
carduorun 181 308
carduorun 177 301
carduorun 198 308
carduorun 180 286
carduorun 177 299
carduorun 176 317
carduorun 192 312
carduorun 164 265

Primero se ha puesto el procedimiento TTEST que hara la prueba t de Student
para comparar las medias del térax y del élitro de las dos especies.

Las salidas del procedimiento ttesty las primeras salidas del procedimiento gim
son como las explicadas en el ejemplo anterior.

La dos primeras salidas del archivo de resultados, C4-5.LST, son las de las
pruebas t para sendas variables, en donde se observa que para la variable forax, t =
2.736" y para la variable elitro, t= 3.343**. Esto es, las dos variables son diferentes en
ambas especies.

Las siguientes salidas son las del procedimiento GLM en las que se puede
obsetvar que los valores de la F para los andlisis univariantes son el cuadrado de las t
del procedimiento TTEST para varianzas iguales.

La dltima tabla del archivo de resultados es la del andlisis multivariante, esta es

Manova Test Criteria and Exact F Statistics for
the Hypothesis of no Overall ESPECIE Effect
H = Type III SS&CP Matrix for ESPECIE E = Error SS&CP Matrix

s=1 M=0 N=9

Statistic Value F Num DF Den DF Pr > F
Wilks. Lambda 0.16458329 50.7595 2 20 0.0001
Pillai.s Trace 0.83541671 50.7595 2 20 0.0001
Hotelling-Lawley Trace 5.07595110 50.7595 2 20 0.0001
Roy.s Greatest Root 5.07595110 50.7595 2 20 0.0001

La T° de Hotelling vale

K =2w(0—1;4§-1]=1065952***

o bien

10+13-2-1
que es significativa al 0.001 por lo que se concluyen que ambas medidas,
consideradas en conjunto, son diferentes.

T2 = 50.7595( w) =1065949***
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Comparacion de medias muestrales usando observaciones emparejadas.-

Las unidades experimentales se aparean a menudo. Por ejemplo, dos raciones
alimenticias pueden compararse utilizando dos animales de cada una de 10 camadas
de cerdos, asignando al azar la racién que recibe cada animal dentro de cada una de
las diez camada; o puede compararse la cantidad de aceite en la semillas de girasol en
dos variedades cultivadas en parcelas juntas de 12 localidades diferentes; o puede
medirse la presién sanguinea en individuos antes y después de suministrado un
supuesto vasopresor. El emparejamiento se ha hecho antes de comenzar el
experimento basédndose en que las respuestas serian similares si no hubieran efectos
de los tratamientos, es decir, basandose en la uniformidad de las parejas. El
emparejamiento de las unidades experimentales, por tanto, no es aleatorio, sino que es
el criterio del experimentador el que decide cudles son las parejas con arreglo a
efectos ambientales o de clasificacién; y dentro de cada pareja si se aleatoriza el
tratamiento que le corresponde a cada unidad experimental.

Es de esperar que los miembros de las parejas tiendan a correlacionarse
positivamente, esto es, que los valores de las dos unidades experimentales de cada
par tienden a ser grandes o pequefios conjuntamente, de manera que, por ejemplo, si
un lechén pesa por encima de la media del peso de lechones, entonces su hermano
también pesara por encima de la media. En este caso puede aumentarse la precision
del experimento para detectar pequefas diferencias de la manera que se vera a
continuacion.

Si se va a probar, por ejemplo, dos dietas y para ello se realiza un experimento
en el que se toman diez hermanos de sendas camadas de lechones déndole a cada
hermano una de las dietas, al final del experimento se tendra dos muestras, una con
las diez medidas de la primera dieta (Y) y la otra muestra con las diez medidas de la
segunda dieta (X). Se podria pensar que la prueba adecuada seria hacer un contraste
de media de muestras independientes tal como la estudiada en el epigrafe anterior. En
dicha prueba, el denominador del estadistico de prueba, la t,, es el error tipico de la
diferencia de medias que implica la estima de la varianza conjunta, S, de ambas
muestras mediante la suma de las dos varianzas. Por lo que es conveniente
comprobar si la varianza de una suma es igual que la suma de las varianzas. No es
muy complicado de comprobar, como se ha visto en el pagina 111.

Como se ha visto en dicha pagina, la expresion para los estadisticos muestrales
de la varianza de la suma de dos variables es

S§(1+x2 = s§1 + s";(z + 2 Cov

Esto indica que si se trabaja con una variable compuesta de la suma de otras
dos variables, la varianza de esta nueva variable sera la suma de las varianzas de las
variables que la componen, méas un nuevo término afiadido que es funcion del grado
en que estén asociados los valores de éstas dos variables. Este valor afiadido a la
suma de las dos varianzas es el doble de la covarianza.
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Por lo que el error tipico, para la prueba t de muestras independientes, es
demasiado grande, al estar basado en la suma de las varianzas de las dos variables
sin sustraerle ningun término debido a la covarianza.

Cuando las dos variables que se suman no estan correlacionadas (no estan
asociadas, no varian conjuntamente), este término afadido de la covarianza sera
también cero y la varianza de la suma sera simplemente la suma de las varianzas de
las dos variables. Esta es la razon por la que se insiste en el supuesto de la
independencia entre las dos variables a fin de poder sumar sus varianzas en el
denominador del estadistico de prueba. De otro modo habria que haber tenido en
consideracién un término de covarianza que hasta ahora no se ha tenido en cuenta.

Sin embargo, si se tiene datos emparejados se espera encontrar correlacion
entre las variables, dado que cada pareja comparte una experiencia comun.

De esta forma, siempre que se tenga dos medidas de una variable que estén
asociadas positivamente, la varianza de sus diferencias sera considerablemente menor
que la suma de sus varianzas. Por esta razén, en casos como éste, se debe aplicar la
prueba t para comparaciones de medias de muestras emparejadas en lugar de la
prueba t para comparaciones de medias de muestras independientes.

El nimero de grados de libertad en que se basa la estimacién de la varianza de
las diferencias es el nimero de pares menos uno, mientras que los grados de libertad
de la suma de las varianzas es de dos veces el nimero de pares menos dos, 0 lo que
es lo mismo, la suma de los grados de libertad de ambas muestras (si fyeran
independientes) como se ha visto anteriormente. Por lo tanto, parece ser, se puede
perder precisién en la prueba t de medias de muestras emparejadas al perder grados
de libertad. Sin embargo no es asi, sino que, por el contrario, se incrementa la
capacidad de un experimento para detectar una diferencia real entre medias, porque la
varianza de las diferencias (6%p) es mucho menor que la varianza conjunta (c?.2) con lo
que se compensa sobradamente la pérdida de grados de libertad debido al
apareamiento.

Finalmente, qué ocurriria si existiera una correlacién negativa. Si se tiene,
siguiendo con el mismo ejemplo, parejas de animales tomados de sendas camadas
pero, en este caso, se van a enjaular emparejados de manera que comparten la
cantidad total de comida, que es constante para cada pareja (la aplicacién de los
tratamientos es manual e individualizada), podria ocurrir que si un animal come mas,
su pareja comerd menos por lo que al final de la experiencia se puede tener una
correlacién negativa en el aumento de peso. En tal caso, el error tipico de la prueba de
observaciones emparejadas serd mayor que el de la prueba de muestras
independientes, como consecuencia de que el término de la covarianza, al ser
negativa, se suma a la adicién de las dos varianzas. Por lo tanto, con una correlacion
negativa, una prueba t de observaciones emparejadas tiene menos probabilidad de
rechazar la hipétesis nula que una prueba t de muestras independientes.

El criterio de prueba t es, como el que se presentd anteriormente,
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t X1~ Xz - X1~ X2 = Xp~—Mp
? Sx%-%. Sb Sb
siendo
Sp
Sp=—F+
" n

Es decir, el error tipico de las diferencias, siendo la desviacién tipica de las diferencias

s =\/2i(x1i_X2i)2_M=‘/ziDZ - (Z'TD’)
b n-1 n-1

siendo n el nimero de diferencias de los pares de valores y, por lo tanto, g/= n-1.
Por lo que las pruebas de hipétesis con observaciones emparejadas se reducen

a probar que la media de las diferencias es un nimero dado (up). Lo mas corriente es
que se pruebe para

Ho:Mp=0 Ho:Hp<0 Hp:pp=0
Hiip#0 Hiipp>0 Hiipp<0
igualdad de efectos en la hipétesis nula.
Si se desea utilizar el intervalo de confianza, éste es
Li=Xp— tin-1;as2) SB
L°="Xp+ t{n-1;a/2) SD
Ejemplo.-
Se esta tratando de aumentar la prolificidad media en cierta raza de ovejas
neozelandesas. Para ello se han seguido dos tacticas en sendas lineas. Después de

diez afios de experimentacion se desea saber si han divergido dichas lineas para el
tamafio medio del nimero de descendencia. L.os datos son
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Afo Linea A Linea B D

1 1.70 1.38 +0.32
2 1.62 1.43 +0.19
3 1.45 1.41 +0.04
4 1.92 1.87 +0.05
5 1.96 1.84 +0.12
6 1.72 1.75 -0.03
7 1.68 1.60 +0.08
8 1.99 1.91 +0.08
9 1.87 1.80 +0.07
10 1.57 1.46 +0.11

Y Xa = 1748 Y X5 = 16.45

X4 =1.748 Xg = 1.645
sﬁ = 0.0325 S2 = 0.0447
n =10 n=10
S XaXs = 29.061 Xp = 0.103
SP = 0.3064 S2 = 0.0091
Cov = 0.03404 Sp = 0.0301
n=10 n =10

Estos son datos emparejados, pues, ademas de los tratamientos (lineas), hay
otro factor, los afios, que hace que los datos se emparejen por afios. Si pasa
desapercibido este emparejamiento y se realiza una prueba t de muestras
independientes, esta seria

Primeramente de prueba el supuesto paramétrico de la igualdad de varianzas

Ho:of =0}
Hi: 012 # GS
0.0447
0.0325
Fi99;005/2) = 4.03

= 13754ns

o}

Como la F, es no significativa, se concluye que las varianzas de ambas
muestras son estadisticamente iguales, por lo que se puede calcular la varianza
conjunta

9x0.0447 + 9x0.0325
312.2 =

= 0.0386
9 + 9
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se observa, en el denominador, que los grados de libertad de esta varianza es la suma
de los grados de libertad de las dos muestras, es decir, g/= 18.

Y el error tipico de la diferencia de medias seria

2x0.0386
S%-%, = ,/—T = 0.0879

Por lo que ahora se puede hacer la prueba de igualdad de medias

Ho * ki = 1y

Hi iy #

g, = LA8-16.45 . 1ooans
° 0.0879

tus, 0.05/2) = 2.1009

Como 1, es no significativa, se concluye que las dos medias son iguales, es
decir, que ambas lineas tienen la misma prolificidad.

Pero esta no es la prueba correcta pues, al ser datos emparejados, hay que
eliminar la variabilidad entre parejas, es decir, la debida a los afios, con la prueba t de
las diferencias que se basa en el error tipico de las diferencias.

Se calcula primero la desviacién tipica de las diferencias

0.1877 - 108
Sp = 5 = 0.0952

se observa, en el denominador, que los grados de libertad de esta desviacién tipica es
el nimero de parejas menos uno, es decir, g9.

El error tipico de las diferencias, por tanto, es

0.0952

Sp = m

Con lo que se puede realizar la prueba t de las diferencias

= 0.0301

Ho:pD=0
Hi:pp 20
0.1030

fo = 5.0301
3.2498

=3.4205**

ts; 0.01/2)
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Como t, es significativa, se concluye que las medias no son iguales, es decir,
que ambas lineas tienen diferente tamafo medio de descendencia.

La diferencia en el resultado de ambas pruebas t indican la existencia de
asociacion entre los valores de ambas estirpes, o lo que es lo mismo, que el factor afio
influye significativamente en la variacién de dichos valores, por lo que es conveniente
tener esto en cuenta con objeto de que esta variabilidad entre parejas no encubra la
variabilidad que interesa, esta es, la debida a las diferentes técnica de seleccién que se
han seguido con las dos lineas.

De acuerdo con las expresiones deducidas anteriormente, se puede calcular la
Cov despejandola de dichas ecuaciones

coy = S +32§—s% _ 0.0325+o.02447—o.0091 — 003405

Como se ve, si estos datos se hubieran analizado mediante una prueba t para
contraste de medias de muestras independientes, el resultado hubiera sido de no
significacidon concluyéndose que las dos medias son iguales y que, por tanto, la
prolificidad media seria igual en ambas lineas; cuando esto no es cierto. Lo que ha
ocurrido es que esta prueba no ha tenido la precision adecuada para detectar una
diferencia real entre medias debido a que el error tipico de esta prueba t es demasiado
grande por estar basado en la suma de las varianzas de dos variables asociadas sin
sustraerle ningln término debido a esta asociacion, por lo que se esta empleando para
el contraste dos variabilidades, la debida al factor que interesa, el de las dos lineas o
técnicas de seleccion, y la variabilidad entre afios que es accesoria y que se sabia que
tenia que existir, quedando solapada la variabilidad entre las lineas con la variabilidad
de los arios.

La prueba t para datos apareados sustrae automaticamente dicho término de
variabilidad debido al otro factor (arios), dando como resultado un error tipico menory,
en consecuencia, un mayor valor de t, dado que el numerador es el mismo. Como
consecuencia, se consigue una mayor precision y se detecta las diferencias que la otra
prueba no detectaba. Efectivamente, dicha prueba da significativa y se concluye que
las medias son diferentes, o 10 que es lo mismo, que el nimero medio de corderos
nacidos en cada parto son diferentes para ambas lineas.

Archivo del programa SAS (C4-6.SAS).-

title ‘prueba t de observaciones emparejadas’;

options 1ls=75 ps=60;

data p_t_empa;

infile ‘c4-6.dat’;

input ano lineaA lineaB;

dif = lineaA-lineaB;

proc means n mean var stderr t prt maxdec=4;
var dif;

run;
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Archivo de datos (C4-6.DAT).-

1 1.70 1.38
2 1.62 1.43
3 1.45 1.41
4 1.92 1.87
5 1.96 1.84
6 1.72 1.75
7 1.68 1.60
8 1.99 1.91
9 1.87 1.80
10 1.57 1.46

Archivo de resultados (C4-6.LST).-

N Mean Vvariance Std Error \ T Prob>|T|

El archivo de resultados muestra que el valor de tes 3.4205, que es significativo
al 0.01, por lo que concluye que han divergido ambas lineas en el tamafio medio del
ndmero de descendientes

Modelo factorial sin repeticion con un solo grado de libertad para los
tratamientos.-

Se puede demostrar que el caso de comparaciones emparejadas puede ser
considerado como un caso particular del andlisis de varianza de dos factores sin
repeticién en el que uno de los factores es la variacion entre pares. Este analisis es el
de un disefio de bloques aleatorios.

Si se calcula la t de las diferencias entre los valores de cada par y se contrasta

para una diferencia media de cero, se tiene que, en este caso, el cuadrado de la {, sera
igual a la F, del factorial sin repeticion.

Archivo del programa SAS (C4-7.SAS).-

title ‘observaciones emparejadas. Andlisis de la varianza, dos factores sin
repeticién con 1 grado de libertad’;
options 1ls=75 ps=60;
data pru_F;
infile ‘c4-7.dat’;
input ano linea $ hijos @@;
proc anova;
class ano linea;
model hijos = ano linea;
run;

Archivo de datos (C4-7.DAT).-

[[1a1.70 1 B 1.38
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2 A1.62 2 B 1.43
3 A1.45 3 B 1.41
4 A 1.92 4 B 1.87
5 A 1.96 5B 1.84
6 A1.72 6 B 1.75
7 A 1.68 7 B 1.60
8 A 1.99 8 B 1.91
9 A 1.87 9 B 1.80
10 A 1.57 10 B 1.46

Archivo de resultados (C4-7.LST).-

Dependent Variable: HIJOS

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 10 0.70665000 0.07066500 15.59 0.0002
Error 9 0.04080500 0.00453389
Corrected Total 19 0.74745500

R-Square Cc.V. Root MSE HIJOS Mean

0.945408 3.969004 0.0673342 1.6965000
Source DF Anova SS Mean Square F vValue Pr > F
ANO 9 0.65360500 0.07262278 16.02 0.0002
LINEA 1 0.05304500 0.05304500 11.70 0.0076

El archivo de resultados muestra que el valor de F para LINEA es exactamente el
cuadrado de la f anterior y que tiene exactamente la misma significacién, por lo que
son equivalentes ambos andlisis.

Confusion de modelos.-
Hay que hacer notar que si estos datos se hubieran analizado como si fueran
dos muestras independientes hubiera dado no significativa, esto es, que el tamafio

medio de descendientes es el mismo

Archivo del programa SAS (C4-8.SAS).-

title ‘Prueba t de observaciones emparejadas como si fueran muestras
independientes’ ;
options 1s=75 ps=60;
data p_t_empa;
infile ‘c4-8.dat’;
input ano linea $ hijos @@;
proc ttest;
class linea;
var hijos;
run;

title ‘Andlisis de varianza de observaciones emparejadas como una via, 2
tratamientos’;
options 1ls=75 ps=60;
proc anova;
class linea;
model hijos = linea;
run;
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Archivo de datos (C4-8.DAT).-

A 1.70 B 1.38
A 1.62 B 1.43
A 1.45 B 1.41
A 1.92 B 1.87
A 1.96 B 1.84
A 1.72 B 1.75
A 1.68 B 1.60
A 1.99 B 1.91
A 1.87 B 1.80
A 1.57 B 1.46

Archivo de resultados (C4-8.LST).-

TTEST PROCEDURE

LINEA N Mean Std Dev Std Error Minimum Maximum
A 10 1.74800000 0.18029605 0.05701462 1.45000000 1.99000000
B 10 1.64500000 0.21130547 0.06682066 1.38000000 1.91000000
Variances T DF Prob>|T|

Unequal 1.1726 17.6 0.2566

Equal 1.1726 18.0 0.2562

For HO: vVariances are equal, F. = 1.37 DF = (9,9) Prob>F. = 0.6440

Analysis of Variance Procedure

Dependent Variable: HIJOS

Sum of Mean
Source DF Squares Square F value Pr > F
Model 1 0.05304500 0.05304500 1.37 0.2562
Error 18 0.69441000 0.03857833
Corrected Total 19 0.74745500
R-Square C.V. Root MSE HIJOS Mean
0.070967 11.57758 0.1964137 1.6965000
Source DF Anova SS Mean Square F Value Pr > F
LINEA 1 0.05304500 0.05304500 1.37 0.2562

Como se ha visto anteriormente, la t es la raiz cuadrada de la F, y ambas dan el
mismo nivel de significacién porque son redundantes, estos son t = 1.173ns para g/ =
18 'y F = 1.07ns para ghumerador = 1, Glaenominador = 18; por lo que ambas medias son
iguales

Generalizacion mulitivariante.-

En el caso de mas de una variable, la 7° de Hotteling se puede calcular igual
gue se hizo cuando se tenia una sola muestra, ésta era
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T2 — FV(N_1)
N-V
siendo V el nimero de variables, y siendo N el nimero de pares de datos.

Ejemplo.-

Se quiere saber los efectos de cierto farmaco sobre el nivel de glucosa en
sangre asi como sobre la presion sanguinea, para ello se mide estas tres variables a
ocho personas, después se les inocula 2.0 mg/Kg de dicho farmaco y se les vuelve a
medir las mismas variables, dando los siguiente resultados

Antes Después
Gluco P.sist6 P.diast6 Gluco P.sist6 P. diastd
1 90 148 79 120 140 78
2 60 123 80 150 130 86
3 105 132 84 95 130 88
4 100 121 85 110 121 87
5 65 134 83 95 132 88
6 90 121 82 150 121 85
7 85 123 89 85 121 93
8 72 110 87 112 111 89

Archivo del programa SAS (C4-9.SAS).-

title ‘observaciones emparejadas. Andlisis de la varianza, dos factores sin
repeticién con 1 grado de libertad. Multivariante’;
data prut2;

options 1s=75 ps=60;

infile ‘c4-9.dat’;

input pobla $ indi glucosa psisto pdiasto;

proc glm;

class pobla indi;

model glucosa psisto pdiasto = pobla indi;

manova h=pobla indi;

run;

Archivo de datos (C4-9.DAT).-

Antes 1 90 148 79
Antes 2 60 123 80
Antes 3 105 132 84
Antes 4 100 121 85
Antes 5 65 134 83
Antes 6 90 121 82
Antes 7 85 123 89
Antes 8 72 110 87
Despues 1 120 140 78
Despues 2 150 130 86
Despues 3 95 130 88
Despues 4 110 121 87
Despues 5 95 132 88
Despues 6 150 121 85
Despues 7 85 121 93
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| Despues 8 112 111 89

Archivo de resultados (C4-9.LST).-

Las primeras salidas son las de los anova univariantes. Se puede comprobar
por los valores de las F significativos que ha habido cambios en la glucosa y en la
presién diastdlica, pero no en la presién sistélica.

La salida del andlisis multivariante para el factor poblacién es significativa, lo
que indica que existe una diferencia significativa entre la respuesta media de las tres
variables antes y después de la administracion del farmaco. Las diferencia entre los
individuos también son significativos para las tres variables consideradas en conjunto.

Manova Test Criteria and Exact F Statistics for
the Hypothesis of no Overall POBLA Effect
H = Type III SS&CP Matrix for POBLA E = Error SS&CP Matrix

s=1 M=0.5 N=1.5

Statistic Value F Num DF Den DF Pr > F
Wilks. Lambda 0.08133519 18.8247 3 5 0.0037
Pillai.s Trace 0.91866481 18.8247 3 5 0.0037
Hotelling-Lawley Trace 11.29480108 18.8247 3 5 0.0037
Roy.s Greatest Root 11.29480108 18.8247 3 5 0.0037

El valor de la 7° de Hotelling es

T? = 18.8247353&31—) =79.0637

Caso especial: un solo ejemplar comparado con una muestra.-

Este caso se puede considerar como uno especial del primer caso en el que una
de las dos muestras contiene una Unica observacién, de manera que no se puede
calcular la varianza de esta.

El estadistico de prueba adecuada en este caso seria

Que se contrastaria con la t de para g/ = n>-1
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Comparacion de dos medias de muestras independientes y varianzas
desiguales.- :

Algunas veces puede ocurrir que al aplicar, o al venir dados, los efectos de dos
tratamientos sobre una misma variable, se generan dos poblaciones o distribuciones
normales diferentes (diferentes varianzas y diferentes medias). Si se quiere conocer la
diferencia real entre los efectos de estos dos tratamientos, se tendria que conocer las
dos poblaciones y comprobar si estan situadas en el mismo punto, es decir, tienen la
misma media (no existe diferencia en los efectos) o, por el contrario, una esta
desplazada a la derecha de la otra en el eje de las abscisas (el efecto de un
tratamiento es mayor que el efecto del otro tratamiento). Como no es posible conocer
las poblaciones al ser infinitas, se tendra que hacer, como siempre, tomando muestras
y a partir de ellas inferir (estimar) sobre el parametro de posicién de ambas
poblaciones, es decir, sobre la diferencia de las medias.

Para comparar u1 y Mz, se toma una muestra de tamafio ny de la primera
poblacién y una muestra de tamafio n. de la segunda poblacién, teniendo, por tanto

X115 X125 5 Xipy ~ Ny 0%)
X215 Xozs s Xony ~ Ny, 03)

Se desea saber si las medias de las dos poblaciones son iguales, es decir, si
= Ho.

Sean los dos pardmetros de cada poblacién, w1, t2 Y 642, 622 las medias y las

varianzas de dichas poblaciones. Para comparar Wy y Uo, hay que hacerlo a través de
sus medias muestrales o estimas respectivas, X,y X,.

Se puede probar si las medias de ambas poblaciones son iguales, contrastando
Ho iy —H,=0
Hiiby—H#0
para ello se utiliza las diferencias de las estimas X1 — X o -

Esta claro que un valor de x;— x, cercano a cero apoyara la hipétesis nula

(medias iguales), mientras que un valor alejado del cero apoyara la hipétesis
alternativa (medias diferentes).

Ya se ha demostrado anteriormente, en este mismo que la media de una
diferencia es igual a la diferencia de las medias

B xy-xp) = H1~ M2
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Yy que la varianza de una diferencia es igual
- 2 _
6(2X1—X2)_0X1 + 0‘?(2 20x,x,
siendo gy, x, |a covarianza paramétrica. Si las muestras son independientes, y por lo
tanto no existe asociacion entre los valores de una y otra poblacion, este termino vale
cero, por lo que la varianza de una diferencia queda

_ 2
c?X1—X2) - 0'?(1 * O,

Por tanto, la distribucién muestral de X; — X». es

2 2
_ —_ (o] o2
X1= X2~ N|p—py,—+==
m no
siendo
2
oo - = |of o3
Xi— X
1 2 n1 n2

el error tipico de la diferencia de medias.

Como los valores de x4 — x, tenderan a estar concentrados, con probabilidad
alta, alrededor del valor p-uo, se tiene que la distribucion muestral del estadistico
7= (X1= X2)— (M~ 1)

0.)_(1"72

es una normal tipica, es decir, media cero y varianza uno. Por lo que una regla de
decision razonable para probar las hipétesis planteadas seria

RechazarH, si z,=Xt"X2 > 7

OX:-X2

siendo Z, el valor de Z para el nivel de significacién elegido, habitualmente para
0=0.05, 0=0.01 y 0=0.001.

Pero para hacer uso de esta prueba hay que conocer los valores de los
parametro o4? y o,°, situacién poco frecuente. Lo habitual es que se desconozca el
valor de las varianzas y que, por tanto, haya que usar sus estimas a través de los
estadfisticos muestrales, es decir &% y S%.

Por tanto, se usara como error tipico de la diferencia de medias la estima
siguiente
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R

S, Sz

S— = =
X1~ X2 m o

Como se tienen dos distribuciones diferentes (varianzas diferentes), ni la suma
de cuadrados ni los grados de libertad se combinan como cuando decir Sy S%eran
estimas de una varianza comin o?. Por tanto, los g/ sera un valor entre n; y n,
inclusive.

Mas adelante de veran dos aproximaciones para el calculo de los grados de
libertad de este error tipico.

La distribucién muestral del estadistico queda como sigue

(X1= X2) = (= 1)

S%-%.

t=

De nuevo, t mide la distancia de una variable aleatoria o una media hipotética en
unidades de desviacién tipica de la variable aleatoria, por lo que su distribucién es
como la tde Student.

En este caso, una regla de decisién razonable para probar las hipotesis
planteadas seria

%X
o 2oz
X1~ X2

RechazarH, si t,=

siendo f; o) €l valor de t (tabla 2) para g/igual a un valor intermedio entre m y n, y el
nivel de significacion elegido, habitualmente para 0=0.05, «=0.01 y =0.001.

Se han desarrollado varias aproximaciones para resolver la prueba t cuando las
varianzas son diferentes. Aqui se van a presentar la de Satterthwaite (Steel y Torrie,
1985) y la de Cochran y Cox (Snedecor y Cochran, 1971).

Aproximacién de Cochran y Cox.-

En la aproximacion de Cochran y Cox se vuelve a hacer una subdivisién en dos

casos.

Comparacion de medias cuando 01220, y ny=nz=n.-

En este caso, no existe duda con respecto a los g/, puesto que al ser las dos
muestras del mismo tamario, el error tipico de la diferencia de medias es
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__ _|St . s5_|si+Sh
Sx1_X2._. n + n = _r’_
Yy, por lo tanto g/= n-1.

Si se multiplica y divide por 2 el numerador de la raiz cuadrada del valor del
error tipico de la diferencias de medias, este no cambia

_ 252 ks
S%-X. = n \ n
puesto que

&, = (n-18 + (n-1)83 _ (n-0)(s5+8%) & + S

(n-H+(n-1) 2 (n-1) 2

Que no es sino el error tipico de la diferencia de medias que se calculé cuando
las muestras son independientes, del mismo tamafio y las varianzas iguales; por lo que
el calculo de t es el mismo que en ese caso, lo que cambia es el valor critico con el que
va a contrastar. En este caso se contrasta, como se ha deducido mas arriba, con T,
ap), en lugar de fep-1); a2).

Comparacién de medias cuando o1%0,% y ny # na-

En este caso se calcula la t con el error tipico de la diferencia de medias que se
ha deducido mas arriba, es decir

S, S

S_ =
X1~ Xe m o m

Como hay dos tamafios de muestra, el problema es saber con cudl t de las
tablas se contrasta la t,, si con fin-1;02)= 1 O CON i, _q:q2)=1t2, O lO que es lo

mismo, ¢,con cuantos grados de libertad se mira en las tablas?

En este caso hay que estimar una t teérica ponderada para la magnitud de las
varianzas y del tamafio de muestra. Esta t, es

[ 5] [e]

t =
P £ ., =
m n2
siendo
b = tn-1102) Y 2 = Hny-11;02)
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Aproximacion de Satterthwaite.-

En la aproximacion de Satterthwaite no hay subdivisién en dos casos, segun los
tamafios de muestra, sino que a ambos casos se le aplica la misma solucién, que
viene a ser la misma del caso 2 de la aproximacion de Cochran y Cox que se acaba de
exponer, con la Unica variacion de lo que se calcula son los g/ ponderados, también
para la magnitud de las varianzas y para los tamafios de muestra (en lugar de la t
ponderada) de la siguiente manera

2

$ 4 o8

/ m n
gp = 2 2
K s3

m n2
m-1 + ny-1

Es de esperar que estos gl no sea un numero entero por lo que hay que
redondearlo.

El criterio por intervalos de confianza es

Li = 71_72 - ltp(a/z) 87(1 T(ZJ

L= X4 Xo # tp(a/z)87(1‘7(2
O bien

Li = Xi— Xz ~ lt(glp;GIZ)ST(rT(zJ
L® X1~ X2 + [t(glp;GIZ)ST(rT(z

El paquete estadistico SAS ha adoptado ambas aproximaciones, en la opcion
COCHRAN del PROC TTEST. De todas formas hay que hacer notar que las dos
soluciones dan resultados finales semejantes.

Ejemplo.-
Se esta estudiando el porcentaje de la fraccién lipoproteica del suero en vacuno

de leche al inicio y al final de la lactacion, con objeto de conocer si éste porcentaje es el
mismo en ambos periodos del ciclo reproductivo. Los datos son
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Inicio Final

51.30 12.85
58.32 18.30
41.93 68.00
56.93 42.00
46.42 58.20
48.99 23.23
45.41 17.43
58.00 13.20
57.90 56.92
46.50 27.02

X, = 5117 X, = 33715

312 = 382153 Sg = 4328761

Al ser la variable porcentajes, puede ocurrir facilmente que se tengan dos
distribuciones diferentes, esto es, que tengan diferentes la varianza, por lo que se
comprueba, primeramente, si las varianzas son iguales o no

Ho:0f =03
Hi:of #05
Fo_ 4328761 _ oo
38.2153
Fio, 9;0012) = 6.54

se rechaza la hipdtesis nula, por lo que, efectivamente, son distintas las dos
varianzas.

Se hace, entonces, la prueba de hipétesis de la diferencias de medias en el
porcentaje de la fraccién de lipoproteina en los dos periodos

Ho:p—Hp=0
Hithy—Hp#0
38.2153 432.8761
S%-%, =\/ 5 + o~ - 6:8636
(= 5117-33.715 _ ,yais
6.8636

Aproximacion de Cochran y Cox

le: 0.0512) = 2.2622
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Aproximacién de Satterthwaite

(38.2152 + 432.8761)2
10 10 = 10.6 =11

( 38.2152 f ( 4328761 ]2
10 + 10

9 9
ta1:0.0s2) = 2.2010

La conclusién es la misma con las dos aproximaciones. Se rechaza la
hipétesis nula, por lo que se concluye que la concentracién de lipoproteinas es
diferente en los dos periodos. Efectivamente, hay una mayor concentracién de
liproteina al comienzo de la lactacién que al final.

gl, =

Archivo del programa SAS (C4-10.SAS).-

title ‘prueba t, muestras independientes, varianzas desiguales’;
options 1ls=80 ps=60;
data pruebat;
infile ‘c4-10.dat’;
input periodo $ lipo @@;
proc ttest cochran;
class periodo;
var lipo;
run;

Archivo de datos (C4-10.DAT).-

I 51.30 F 12.85
I 58.32 F 18.30
I 41.93 F 68.00
I 56.93 F 42.00
I 46.42 F 58.20
I 48.99 F 23.23
I 45.41 F 17.43
I 58.00 F 13.20
I 57.90 F 56.92
I 46.50 F 27.02

En el archivo de resultados (C4-10.LST) se observa que las varianzas son
desiguales, pues la F = 11.33 es significativa al P<0.0013.

El valor de t para varianzas desiguales es de —2.5431 que es significativo tanto

con la aproximacién de Satterthwaite (con g/ = 10.6) como con la aproximacién de
Cochran (con g/ = 9).
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PERIOCDO N Mean Std Dev Std Error Minimum Maximum
F 10 33.71500000 20.80567457 6.57933199 12.85000000 68.00000000
I 10 51.17000000 6.18185337 1.95487368 41.93000000 58.32000000
Variances T Method DF Prob>|T|
Unequal -2.5431 Satterthwaite 10.6 0.0281

Cochran 9.0 0.0315
Equal -2.5431 18.0 0.0204
For HO: Variances are equal, F. = 11.33 DF = (9,9) Prob>F. = 0.0013

Importancia de los supuestos paramétricos.-

Pudiera ocurrir que, si no se tienen en cuenta los supuestos paramétricos, las
conclusiones a las que lleguemos no sean del todo correctas

Ejemplo.-

Se esta probando un nuevo método analitico mas rapido para detectar la
concentracion de cierto compuesto quimico. Para ello se hacen ocho
determinaciones con este nuevo método, mientras que hacemos cuatro con el viejo
método, que serviran de control o testigo. Los datos son

Método viejo: 25, 24, 25, 26
Método nuevo: 23, 18, 22, 28, 17, 25, 19, 16

n1 =4 n2 = 4
X, =25 X, = 21
S = 06666 S2 = 17.7143

Al ser dos métodos diferentes, puede ocurrir facilmente que se tengan dos
distribuciones diferentes, tanto para la media como para la varianza, por lo que se
comprueba, primeramente, si las varianzas son iguales o no

Ho:o? =02
H130$¢0§
17.7143
= ——— = 26.5714*
Fo 0.666
F@, 30052 = 14.6

se rechaza la hipétesis nula, por lo que, efectivamente, son distintas las dos
varianzas.

Se hace, entonces, la prueba de hipétesis de la diferencias de medias en la
cantidad de este compuesto quimico
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Ho iy —Hp =0

Hitly—Hz#0
0.6666 17.7143
S%-%, \/___4 + ———8 = 1.5430
25 - 21
£27° = 25923*
fo 1.5430

Aproximacion de Cochran y Cox

(3.1 82506866 4 [2.3646 17-@@]

to = 08666 | 177143 = 2.4218

Aproximacion de Satterhwaite

( 06666 177143 ]2
4 8 =799
(0.6666) (17.714_SL

4 + 8

3 7

te0.052) = 2.3060

La conclusion es la misma con las dos aproximaciones. Se rechaza la

hipétesis nula, por lo que se concluye que la concentracién del producto quimico

detectado por los dos métodos es diferentes. El nuevo método subestima las
concentraciones del elemento quimico.

n
(o)

gl =

Obsérvese que si el andlisis se hubiera hecho como si las dos varianzas
fueran iguales, la conclusion seria que los dos métodos son iguales, por lo que se
podria adoptar el nuevo método cuando realmente este método mide por debajo del
valor correcto.

Archivo del programa SAS (C4-11.SAS).-

title ‘Prueba t de muestras independientes varianzas desiguales tamafio
diferente’;
option 1ls=75 ps=60;
data pruebat;
infile ‘c4-11.dat’;
input metodo $ concentr @@
proc ttest cochran;
class metodo;
var concentr;
run;
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Archivo de datos (C4-11.DAT).-

Vv 25 N 23
V 24 N 18
Vv 25 N 22
VvV 26 N 28
N 17
N 25
N 19
N 16

Archivo de resultados (C4-11.LST).-

METODO N Mean Std Dev Std Error Minimum Maximum
N 8 21.00000000 4.20883425 1.48804762 16.00000000 28.00000000
v 4 25.00000000 0.81649658 0.40824829 24.00000000 26.00000000
Variances T Method DF Prob>|T|
Unequal -2.5923 Satterthwaite 8.0 0.0320

Cochran . 0.0396
Equal ~-1.8402 10.0 0.0956
For HO: Variances are equal, F. = 26.57 DF = (7,3) Prob>F. = 0.0212

Eleccién del tamaiio de muestra en comparaciones de dos o mas muestras.-

En el Capitulo anterior se vio la eleccién del tamafio de muestra cuando lo
que se quiere es estimar una media con una diferencia § del parametro y, ahora se
va a ver el tamafio de muestra requerido para que

02|y~ |
Al disefar un experimento, ademas de establecer claramente los objetivos como
preguntas que han de ser respondidas, esto es, las hipétesis que han de probarse y los
efectos que han de estimarse, hay que determinar la precision o cantidad de
informacién que se va a obtener.

La precisién o cantidad de informacion, se mide con la inversa de la varianza de
la media. Si I representa la cantidad de informacién, entonces

=t -
07 o
A medida que o® aumenta, la cantidad de informacién disminuye, o a medida que
aumenta n (tamafio de muestra) la cantidad de informacién aumenta.

2

Si se trata de un disefio experimental, cuando un tratamiento aparece n veces
en un experimento se dice que el tratamiento esta repetido.
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Cualquiera que sea la fuente de los errores experimentales, el aumento del
tamafio de muestra disminuye constantemente el error asociado a la diferencia entre
los resultados medios de dos tratamientos, siempre y cuando se hayan tomado
algunas precauciones (tales como la aleatorizacién) para asegurar que un tratamiento
no estd mas favorecido en una repeticion que en otra, de tal forma que los errores que
afecten a cualquier tratamiento tiendan a anularse cuando los tamafo de muestras
aumentan.

Los objetivos para que se midan n individuos en cada tratamiento son:

1) Permitir una estimacion del error experimental.

2) Mejorar la precisién de un experimento mediante la reduccion de la
desviacion tipica de la media de un tratamiento.

3) Aumentar el alcance de la inferencia del experimento a través de la
seleccion y del uso apropiado de unidades experimentales mas
variables.

4) Controlar la varianza del error.

Tanto para las pruebas de significacién como para la estima de intervalos de
confianza, es necesario estimar el error experimental.

En un experimento en el cual cada tratamiento aparece sélo una vez, no es
posible estimar el error experimental. Si se observa una diferencia en este caso puede
explicarse como una diferencia entre tratamientos o una diferencia debida a la
variabilidad individual entre unidades experimentales por lo que es imposible saber con
seguridad cual explicacion es la correcta. Es decir, cuando no existe un método para
estimar el error experimental, no hay manera de determinar si las diferencias
observadas indican diferencias reales entre los tratamientos o si se deben a la
variabilidad individual teniendo como consecuencia que el experimento no es
autosuficiente.

A medida que el numero de repeticiones aumenta, las estimas de las medias
poblacionales se hacen méas precisas, esto es. Si se detecta una diferencia de cinco
unidades usando cuatro repeficiones, un experimento de aproximadamente 16
repeticiones detectara la mitad de esa diferencia, o sea, 2.5 unidades.

La magnitud basica que se usa para medir errores experimentales es la
varianza del error, es decir, la esperanza matematica del cuadrado medio del error, que
afecta a la observacion de una simple unidad experimental. La raiz cuadrada de esta
cantidad se llama error tipico por unidad. Si tenemos o? que es la varianza del error por
unidad experimental, y hay n repeticiones, la varianza del error de la diferencia entre
las medias de dos tratamientos es

20°

n
y el error tipico correspondiente es

262

n
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En ciertos tipos de experimentos, la repeticion es un medio de aumentar el
alcance de la inferencia de un experimento. La poblacién muestreada es menos
restringida en su definicién y asi se amplia la inferencia. Por ejemplo, supdngase que
deseamos determinar si existe una diferencia real en el rendimiento lechero de dos
razas de cierta especie en una region, y que hay dos tipos principales de explotacion
(intensiva, extensiva) en esta regién. Si el objetivo del experimentador es obtener
inferencias para ambos tipos de explotaciones, es obvio que ambas deben entrar en el
experimento. También es importante que el area incluida dentro de cada repeticion,
esto es, en cada par de unidades experimentales (sendas ganaderias) en las cuales se
tienen las dos razas, sea de un tipo de explotacion tan uniforme como sea posible. No
es necesario, y puede ser indeseable, tener condiciones muy uniformes entre
repeticiones, especialmente si la poblacién en cuestién es bastante amplia.

En muchas experiencias sobre el terreno, el experimento se repite en un periodo
de varios afios. La razén es obvia, ya que las condiciones varian afio a afio y es
importante conocer el efecto de los afios sobre las diferencias entre los tratamientos,
porque las recomendaciones se suelen hacer para afios futuros. De la misma manera,
se usan diferentes localidades para evaluar los tratamientos en las diferentes
condiciones ambientales presentes en la poblacién, es decir, en la regién para la cual
van a hacerse las recomendaciones. Tanto las repeticiones en tiempo (afio) como en
espacio (localidades) pueden considerarse tipos amplios de repeticiones. El propdsito
es aumentar el alcance de la inferencia. Este mismo principio se usa en experimentos
de laboratorio, o sea, que el experimento completo se repita varias veces,
posiblemente por personas diferentes, para determinar la repetibilidad de los
tratamientos en las diferentes condiciones que puedan existir en el laboratorio de
tiempo en tiempo. Esta cuestién la trataremos mas detenidamente en el siguiente
capitulo.

Finalmente, la repeticion nos permite agrupar unidades experimentales de
acuerdo con la respuesta esperada en ausencia de tratamientos. El objeto es repartir la
variacion total entre unidades experimentales de tal manera que se maximice entre los
grupos y se minimice simultaneamente dentro de ellos. Ahora bien, si se aplica un
conjunto de tratamientos dentro de cada grupo de éstos, las diferencias observadas
medirén las verdaderas diferencias de tratamientos mejor que si la agrupacién se
hubiera pasado por alto. Es claro que debe procurarse no incrementar el error
experimental con objeto de detectar diferencias reales entre tratamientos, debido a
diferencias entre grupos. En el siguiente capitulo se tratara mas detenidamente.

Por lo tanto, el nimero de repeticiones de un experimento o tamafio de muestra
de un muestreo depende de varios factores, de los cuales el mas importante es el
grado de precisién deseada. Cuanto mas pequefia sea la discrepancia con respecto a
la hipétesis nula que se desea medir o detectar, mayor sera el nimero de repeticiones
requeridas.

En un experimento o muestreo, es muy importante tener un grado correcto de
precision. No tiene objeto muestrear diez individuos para detectar una diferencia que
se puede detectar con cuatro individuos. Tampoco es de utilidad llevar a cabo un
experimento en el que el tamafio de muestra sea insuficiente para detectar diferencias
importantes.
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Para medir cualquier discrepancia con respecto a la hipdtesis nula, el error
experimental, esto es, la variacion entre observaciones experimentales tratadas de
manera andloga, debe proporcionarnos la unidad de medida para el error. A veces no
es practico hacer una observacion en la unidad experimental completa, por ejemplo, en
el caso de determinaciones quimicas, como la del contenido proteinico de un forraje,
se toman muestras de la unidad experimental. Usualmente la variacién entre unidades
experimentales es grande en comparacion con la variacién entre muestras de una sola
unidad por lo que no hay motivo para realizar un nimero grande de determinaciones
quimicas en cada unidad experimental, ya que el error experimental debe estar basado
en la variacion entre las unidades experimentales, no en la variacién entre las muestras
(unidad muestral) de esas unidades experimentales.

Ciertos materiales experimentales son méas variables que otros. Por ejemplo,
ciertas razas de cierta ganaderia son méas uniformes que otras razas, por lo que, para
conseguir una misma precision, en las razas que son mas homogéneas se necesitan
tamafos de muestra menores que en las razas mas heterogéneas.

El nimero de poblaciones (nimero de tratamientos) afecta la precisién de un
experimento y los tamafios de muestras necesarios para un grado de precision dado.
Por ejemplo, si aumentamos el nimero de poblaciones y mantenemos constante el
tamafo de muestra para cada uno, entonces aumentamos el tamario del experimento
y el numero de grados de libertad para la estima de o La varianza de la media (S%n)
sigue siendo la misma pero mejora la estima de oy, por tanto, es mayor la precision.
Por lo que en este caso, si no se requiere un aumento de precision, se puede reducir el
tamaio de muestra de cada poblacion.

Por otra parte, si mantenemos constante el tamafio del experimento, entonces
un mayor nimero de tratamientos implica menor tamafio de muestra de cada poblacién
y menos grados de libertad para estimar o?. Ahora S%n tiene un menor ny una estima
mas deficiente de o®. Como resultado se tiene menor precisién y tendria que
aumentarse los tamafios de muestra para lograr una precision fijada. Todo este
razonamiento es mas apropiado para experimentos pequefios, por ejemplo, con menos
de 20 grados de libertad para el error.

El disefio experimental también afecta la precisién de un experimento y el
ndmero de repeticiones necesarias. Cuando el nimero de tratamientos es grande y es
necesario usar unidades experimentales mas heterogéneas, entonces aumenta el error
experimental por unidad. Los disefios experimentales apropiados pueden controlar
parte de esta variacion.

Por tanto, la probabilidad de obtener un resultado significativo depende del
verdadero error tipico de la unidad experimental, o, del tamafio de muestra ny de los
grados de libertad del error.

El cédlculo exacto de esta probabilidad es algo complicado pero existen

aproximaciones bastante buena para propésitos précticos. Una de ellas puede ser la
del siguiente ejemplo.
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Ejemplo.-

Considérese la diferencia entre los efectos de un par de tratamientos, que
pueden ser un procedimiento estandar y un nuevo procedimiento que se espera sea
mejor. El error tipico verdadero por unidad es del 12% de la media, hay ocho
repeticiones y 14 grados de libertad para la estima de la varianza del error ¢Cual es la
probabilidad de obtener un resultado significativo cuando la diferencia verdadera es del
20%"7.

Sea d la diferencia observada y 5 la diferencia verdadera, entre las medias del
nuevo tratamiento y del tratamiento estandar. El error tipico verdadero de d es

2 2
\/20 _ J2(12) - 6%
n 8

En la préactica no se conoce o, y en su lugar se usa el error tipico estimado por
unidad S, obtenido del analisis de la varianza. Se supone que Sesigual a o.

La prueba de significacion de d se hace por medio de una t de Student, con
gk14. Para encontrar un valor de d que sea significativo, se multiplica el error tipico de
d, 6%, por el valor significativo de t. Si la prueba se va a hacer con 0=0.05 y se trata de
una prueba de dos colas, el valor al 10% de t4,0.1) €s de 1.7613, por tanto, si dva a ser
significativa, se debe tener

’ 2
d2 %h = 6 x 1.7613 = 10.5678

El problema esta en encontrar la probabilidad de que esto ocurra.

La cantidad

d-6 _ d-20
282 6
n
tiene una distribucion de tcon gi=14 . Pero es evidente que d= 10.5678 si, y sdlo si,

=t2

b - d—620 s 10.5628—20 g

La probabilidad que se busca, por tanto, es la de que un valor de t con g=14
sea mayor de -1.572. En la tabla t, la probabilidad de que un valor se encuentre fuera
de los limites + 1.572 es cerca de 0.14. De aqui que la probabilidad deseada sea

1—--w=0.93
2

0 sea, cerca de 93%. Por lo que es muy probable que en este experimento se
encuentre una diferencia significativa.
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Pero en la practica, la cuestiéon que se plantea es el querer saber cual es el
tamafio minimo de muestra que se debe tomar para poder detectar una diferencia
minima, 9, verdadera, con una probabilidad P al nivel de significacion a.

Con arreglo a lo visto hasta el momento, la probabilidad aproximada, P, de
obtener un resultado significativo se puede calcularla haciendo uso de la siguiente

expresion
262
O = | —(y+
\/ patikgc)

donde § = diferencia verdadera que se desea estimar.
o = error tipico verdadero por unidad
r=numero de repeticiones.
1y = valor significativo de t en la prueba de significacion (hay que tener
cuidado en distinguir entre prueba de una o de dos colas)

Como

p=1-F2
2
donde P es la probabilidad correspondiente a £ de la tabla. Los grados de libertad de
1 y L son los de la varianza del error.

De esta formula podemos despejas n con objeto de dar los tamarno de muestras
n requeridas para una probabilidad dada P de obtener un resultado significativo. En
esta forma, se tiene

2
nz 2(%) ltigtc * tigragr-myf

donde n = tamaro de muestra.
o = desviacidn tipica verdadera por unidad
d = diferencia verdadera minima que se desea detectar.
P = probabilidad de que & de significativo.

Esta inecuacion se resuelve por iteraciones, pues los grados de libertad de
ambas t dependen de n, por lo que tendremos que hacer varios tanteos antes de que
encontremos que se cumpla la desigualdad.

Los valores de 8 y de o suelen plantearse en proporciones, y aunque el
verdadero valor de ¢ habitualmente sea desconocido la mayoria de las veces, es
suficiente con conocer el cociente /6.

Notese, asi mismo que 1-P=f.
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Ejemplo.-

Por estudios anteriores se sabe que el coeficiente de variacién de las
longitudes de alas de una especie de ave es aproximadamente del 6% Se necesita
estudiar 4 poblaciones ¢;Cuantas medidas seran necesarias, de cada poblacién,
para tener la seguridad del 80% de detectar un 5% de diferencia entre dos de las
cuatro medias a un nivel de significacién del 1%?

Dado que se tiene cuatro grupos gi=4(n-1).

Aplicando la férmula anterior, se puede resolver por medio de iteraciones.
Para ello se empieza dandole un valor a n, que para comenzar puede ser, por
ejemplo, n=20 como un posible valor razonable. Entonces gi=4(20-1)=76. Dado que
CV=6%,

Se desea que la potencia de la prueba (3) sea el 5% de la media, es decir que
5%

100

Utilizando S como estima de o de tiene que

o
x|

g .10 _ 8
0o % 5
Por lo que
6V 2
20 2 2 (g] [1(76,-0.01)+t[7s,-2(1—o.80)]] =

2
2 [g) (2.64+0.847)2 =2x1.44%x12.16 = 35.0

Como es evidente que no se cumple la desigualdad (20>35), se vuelve a
resolver la inecuacion, ahora con valor, por ejemplo, n=35, con cuyo valor
g=4(35-1)=136

35 > 2 (1.444) (2.61+0.845)2 = 34.4

Ahora si se cumple la inecuacion (35>34.4), siendo muy cercanos los valores,
lo que indica que se ha iterado (repetido) con estabilidad. Por lo que el resultado
final es de n=35.
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Comparacion de dos proporciones binomiales.-

En el Capitulo anterior se vio varios ejemplos en los que, haciendo uso del
Teorema Central del Limite, se contrastaba si una proporcién determinada era igual
0 no a una proporcidén tedrica esperada por una hipétesis. Se realizaba esta
aproximacion a la distribucién normal por tener un tamafio de muestra grande. Por
ejemplo, se espera que al lanzar una moneda al aire salga cara con p=0.5, por lo
que se puede hacer la experiencia 100 veces y comprobar si efectivamente lapes
0.5. Otro ejemplo es, se puede hacer cruces de hibridos para el color del pelo y
esperar que en la descendencia haya 0.75 de una coloracién y 0.25 de la otra.

En este Capitulo se va ha a comparar dos poblaciones de las que se han
extraido muestras para medir la proporcidn de cierto fenémeno y se quiere saber si
la proporcién es la misma o no en ambas poblaciones. Por ejemplo, comparacion de
la tasa de incidencia de cierta enfermedad en dos regiones, comparacion de la
proporcién de enfermos de cancer en individuos no fumadores y en individuos
fumadores, etc. Como se ve se trata de variables cualitativas y no cuantitativas como
las que se exigen para la prueba t de contraste de medias.

Sean las dos muestra siguientes

X11J X12; wrey X1n1 ~ Bln(rhl p1)

X211 X221"-: X2n2 ~ Bin(nZJ p2)

La dos muestras son independientes y las probabilidades pi y p. se
relacionan con la ocurrencia del mismo suceso bajo dos condiciones experimentales
distintas. Para comparar las dos situaciones experimentales se usara el parametro
P1-pP2.

Los estimadores puntuales de p; y p= son

a X1, X125 oo X1n1 _ &

=
|

m m
~ _ X21J X22: reey X2n2 _ X2
P2 = =

nz ne

Puesto que ambas variables son binomiales se tiene

X1 np,
E- = E— = — =
(P1) m m p1
o _ 22X _ 1 . _ pl-p)
O, g n, 2 O(x) n,
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gXe _ NP

E “ = = = p

(P,) o o 2

> _ o2Xe _ 1 5 _ p(1-py)
O5,) o n, n2 O(x2) n,

El Teorema Central del Limite asegura que para n; y n. grandes

. 1-p,)
p1 ~N(p1, p‘(—m]
ny

. po(1- D)
pe -N o, 0
Ny
Como tanto p, como p, son medias de variables aleatorias independientes,
se tiene

A s 1-p) , p(1-po)
Pi=Py ~ N [prz’ P1=P) , e pz]
M Ny

Si se pretende probar las hipétesis
Ho:py—p,=0
Hi:py—p2#0

Hay que generar un estadistico de prueba y, tal como se hizo con la diferencia
de medias, hay que notar que bajo la H, (igualdad de proporciones) se tiene

.. P(1-P) P1-P
b—p, ~N[Q (1-P) , P )]
™ n2

en el que el Unico parametro desconocido es P o proporcién conjunta. La estima de
este parametro es la proporcion ponderada del suceso en las dos poblaciones, es
decir

po Mmb+ mpp
m+ n
Siendo, por tanto, el error tipico de la diferencia de proporciones

- s (1 1
Sp-p, = \/P(1—P) (;1 + n_z]

Y el estadistico que permitira probar la hipétesis es una prueba Ztal que

SP1‘P2
Si se quiere hacer por intervalo de confianza este es
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L = ﬁ1 - i)z = Za) Sp1—p2

LS = p1 - p2+Z(a) SP1"P2
Esta aproximacion a la distribucién Z de una distribucién binomial, se puede
realizar siempre que los tamarnos de las muestras sean grandes. En el caso de que
se tengan muestras pequedas, se puede realizar este mismo contraste por medio de
una de las pruebas para datos categéricos que se estudiaran en el Capitulo 20
dedicado a los Datos Categdricos.

Ejemplo.-

Un sociélogo de cierto pais desea comparar los porcentajes de analfabetismo
en dos comunidades, una rural y otra urbana. Su hipétesis es de que el
analfabetismo es mayor en las comunidades rurales que en las urbanas, para ello
hace una encuesta a 326 individuos de la comunidad rural y a 381 de la comunidad
urbana, encontrando 62 analfabetos en el campo 39 en la ciudad.

campo: ciudad:
m =326 pn, = 381

Ho :p1 <Py
Hi:py> Py
5, = 02 = 0.190
326
. 39
- 2 _ o102
P2 = 3g1
5 _ 326x0.19 + 381x0.102 _ ...
326 + 381
ooy = +0.1426x0.8574 [+ 1| = 0026379
Pi=Pe 326 381
z, = 2190-0102 _ 544,
0.026379
Zooy = 2.33

Se rechaza la H, con un nivel de significaciéon de a=0.01. Luego se concluye
gue la hipétesis del socidlogo es cierta

Si se hace con el intervalo de confianza

L 0.190-0.102 -2.33x0.02638 = 0.0265

L° = 0.190-0.102 + 2.33x0.02638 = 0.1495

No incluye al cero, por lo que, en este pais, el porcentaje de analfabetismo, en el
campo es mayor que en la ciudad, con un 99% de confianza.
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CAPITULO 5

Analisis de la Varianza y
Analisis Multivariante de la Varianza

Generalizacion.-

Hasta ahora se han estudiado los disefios muestrales-experimentales con unay
dos muestras. Las inferencias para estos dos tipos de disefios se realizan con las
mismas técnicas analiticas, con la condicion de que, en el caso del disefio
experimental, los tratamientos que reciban las diferentes unidades experimentales lo
sea de una manera completamente aleatoria; o, en el caso del disefio muestral, que el
muestreo que se haga en cada una de las dos poblaciones sea, también, de una
manera completamente aleatoria.

Pero, también se ha visto, que no todos los disefio muestrales o experimentales
son completamente aleatorios (con muestras independientes), sino que hay disefios
con muestras emparejadas.

Cuando se estudio el caso de muestras emparejadas se vio que respondia a un
disefio experimental o muestral que incluia una estratificacion de la poblacién que tenia
como consecuencia una informacion, y por lo tanto un andlisis, mas precisa que el
muestreo o el disefio completamente aleatorio. Para esta estratificacion, la poblacién
se subdivide en varias partes o estratos de una manera no aleatoria, esto es, es el
experimentador el que decide cudles son los diferentes estratos con arreglo a criterios
de clasificacion presentes en la poblacion, y dentro de cada estrato se hace un disefio
muestral o experimental completamente aleatorio.

Tanto si se trata de disefios experimentales como si se trata de disefios
muestrales es muy importante, si se quiere realizar inferencias correctas, que se sepan
ver estos estratos con objeto de tenerlos en cuenta en el analisis.

A partir de ahora se va ha generalizar estas inferencias en dos aspectos

1) El nimero de poblaciones seran méas de dos
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2) El nimero de clasificaciones o sistemas de estratos, también sera
uno o mas de uno.

También hay que aclarar que la presente exposicién estard enfocada mas
desde la perspectiva de los disefios muestrales que desde la perspectiva de los
disefios experimentales, si bien, como se ha dicho anteriormente, las técnicas de
anélisis son las mismas para ambos tipos de disefios

Ideas elementales sobre los Modelos.-

Una préactica corriente en la Ciencia es tratar de explicar fenémenos naturales
mediante modelos. Un modelo es una representacién reducida de la realidad, es decir,
de la complejidad de la realidad se modeliza la esencia de esta, la que se quiere
explicar. Dicho de otro modo, un modelo es una interpretacién de un hecho abstracto o
inobservable expresado en términos de hechos no abstractos u observables. Por
ejemplo, se puede decir que la Tierra es como un globo (esférica) y gira sobre un eje
Norte-Sur. Que la Tierra es redonda es un hecho conjeturable y por lo tanto inferible
pero no es un hecho observable (nadie ha visto la totalidad del planeta, ni siquiera los
astronauta pueden verla en su totalidad) y para comprender ciertos hechos se utiliza un
modelo no abstracto y por lo tanto observable, esto es, que la Tierra es como el globo
que tenemos sobre la mesa. Este es un modelo verbal que permite comprender y
explicar multitud de observaciones y hechos empiricos, y permite prever resultados de
experiencias aun no realizadas, como puede ser la de navegar siempre hacia el Oeste
para volver al lugar de partida, lo que confirmara la veracidad (o falsedad) del modelo.

Modelos mas perfeccionados dependen de afirmaciones matematicas que
permiten explicar los hechos observables (los datos), por medio de hechos no
observables (adelantemos como hecho no observable, el término de efecto de un
factor). El aspecto mas importante de un modelo matemético es que posee las
caracteristicas intrinsecas del problema real.

El Modelo lineal aditivo.-

Cuando se ha afirmado, anteriormente, que este manual esta enfocado desde la
perspectiva de los disefios muestrales, estamos haciendo hincapié en el hecho de que
los disefios son, en principio, infinitos, y que ante un problema hay que estudiar cual es
el modelo que nos provee de la informacién més pertinente con el minimo de esfuerzo
y dinero. La consecuencia de este modelo serd la determinacién del disefio
(experimental o muestral) que se tiene que utilizar y el andlisis adecuado para la
precisién deseada.

La calidad de un analisis estadistico esta directamente relacionado con la
adecuacién del modelo que se asume para describir los datos. Un modelo debe
representar adecuadamente la caracteristica muestral de los datos y reflejar el
problema bioldgico. Hay tres niveles de modelos.
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1) Modelo verdadero que describa los datos perfectamente, sin
variacion residual o no explicada. El modelo verdadero nunca es
exactamente conocido.

2) Un modelo ideal es una formulacion del experimentador tan
préximo al modelo verdadero como sea posible. El modelo ideal tendria
que ser el modelo que se usara para el andlisis, pero a menudo no se
tiene suficiente informacion disponible como para aplicarlo en la practica.

3) Modelo operacional es una versién simplificada del modelo ideal, y
es el que el experimentador usara en el andlisis. A menudo no hay
acuerdo entre los investigadores de cual es el mejor modelo operacional
a usar.

Para elaborar un modelo operacional correcto, el experimentador debe construir
un modelo ideal. Dadas las limitaciones de los datos y los recursos bajo los cuales el
experimentador debe funcionar, el modelo operacional puede elaborarse simplificando
apropiadamente el modelo ideal. Si se realizan demasiadas simplificaciones o se
imponen demasiados supuestos, entonces puede ocurrir que el andlisis no sea valido.
Siguiendo esta aproximacién para construir un modelo, el experimentador debe
conocer exactamente los supuestos que debe imponer, lo que implicara la mayor o
menor calidad del modelo operacional. Esto quiere decir que es tan importante lo que
se explicita en el modelo como o que no se incluye.

Los modelos contendra un grupo de factores que afectan aditivamente al valor
de la variable.

Los factores pueden ser discretos o continuos y las variables son asignadas a
estos porque, suponemos, pueden influir en los valores de las observaciones. Por
ejemplo, en la produccion de leche es conocida la influencia de la edad al parto, de la
estacién de parto, del potencial genético, y del nimero de dias entre partos, por citar
algunos.

Para una correcta elaboracién del modelo se requiere que sean identificados
la mayoria de los factores usuales.

Los factores discretos tienen clases o niveles tal como la edad al parto que
puede tener cuatro niveles (es decir, de 20 a 24 meses, de 25 a 28 meses, de 29 a
32 meses, y de 33 o0 mas meses). Por lo que un analisis puede proveer estimas de
diferencias en producciones de leche de vacas de varias edades. Alternativamente,
el efecto de la edad puede ser considerado como una covariable (ver Capitulo 17
dedicado al Andlisis de Covarianza) con un efecto linear y cuadratico sobre la
produccién de leche, y pueden estimarse los coeficientes de regresion relativos a
edad y edad al cuadrado para produccion de leche.

Algunos factores pueden tener un interés especial para los investigadores
mientras que otros factores hay que incluirlos en el modelo con objeto de reducir la
variabilidad residual. Por ejemplo, un investigador puede estar interesado en los
efectos de varios niveles de dosis de la hormona del crecimiento en terneras, pero el
modelo debe también incluir los efectos de la edad del animal, el sexo, la
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localizacién, dieta, y raza. El Ultimo grupo de efectos son a menudo denominados
factores ruido. Los factores ruido no pueden ser ignorados u omitidos del modelo
porque esto puede alterar drasticamente la interpretacion de los resultados del factor
principal de interés.

En un estudio estadistico tradicional también se necesita distinguir entre
factores de efectos fijos y de efectos aleatorios, pero esto se vera mas adelante.

Los modelos lineales son adecuados en la mayoria de las circunstancias
bioldgicas. Esto no implica que modelos no lineales no tengan importancia. Como
se vera mas adelante, relaciones no lineales pueden a menudo aproximarse por
modelos lineales. Pero si un modelo no lineal da mejor modelo ideal que un modelo
lineal, entonces debe ser utilizado el modelo no lineal.

Pero un modelo lineal aditivo implica no solo la expresién matematica o
ecuacion, sino el conjunto de supuestos, restricciones y limitaciones implicitas en
dicho modelo.

Estos supuestos incluyen detalles que no son aparentes en la expresién
matematica; por ejemplo, informacién de los datos o de la manera en que los datos se
han tomado. ¢Fueron seleccionados aleatoriamente las unidades experimentales o
fueron tomados a partir de minimos estandar? ;Se criaron en ambientes aleatorios o
en ambientes especialmente elegidos? etc.

Este aspecto del modelo debe recoger las diferencias entre el modelo
operacional y el modelo ideal y los posibles efectos de estas diferencias deben ser
explicadas en el andlisis. Tal comparacién es frecuentemente subvalorada o
ignorada, pero este aspecto del modelo contiene la informacién mas importante para
calibrar la calidad del andlisis.

El disefio muestral, el procedimiento estadistico y la estrategia del andlisis de los
datos se determinan sélo después de completado el modelo en todos sus aspectos.

Por ejemplo, se esta estudiando el peso en terneros entre los 190 y los 210
dias, para ello se realizaron cuatro grupos de edad de intervalos de cinco dias, y se
asumio que este factor era de efectos fijos, por lo que le modelo podria se el siguiente.

Xij=W+E;i+ej
donde

Xj es el peso de la j-ésima ternera dentro del i-ésimo grupo de edad.
u es la media general

E;es el efecto de la i-ésima edad.

gj es el efecto residual.

El segundo aspecto del modelo incluye lo siguiente:

1. Raza de los terneros es la misma.
2. Edad de la madre no influye en el peso a estos dias.
3. Todos los terneros son del mismo sexo.
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4, Todos los terneros son no parientes.
5. Todos los terneros fueron criados en el mismo ambiente y bajo el mismo
régimen alimenticio.

Cada uno de estos estamentos deben soportar varios tipos de evidencias. Por
ejemplo, seria necesario un estudio que mostrara que edad de hembras no influye en
el peso a estos dias. Si la evidencia es escasa o contradictoria entonces quizas deba
incluirse en el modelo la edad de la madre.

El modelo lineal aditivo, por tanto, trata de explicar una observaciéon como una
suma de componentes tales como la media paramétrica mas unos elementos de
variacion aleatorios que pueden ser asociados a diferentes efectos, fuentes de
variacién o factores (ver mas adelante) mas un error que incluira tanto los errores de
medida como los errores de muestreo y el error experimental.

Si tomamos cualquier libro de estadistica veremos que vienen descritos muchos
tipos de analisis de la varianza correspondientes a otros tantos disefios o modelos.
Este manual se dedica a desarrollar los andlisis de varianza como respuesta a disefios
de muestreo, en el que la labor de disefio estd en la creacion del modelo lineal
adecuado al problema planteado y a los datos o experiencia desarrollada. Es el mismo
proceso del disefio de experimentos pero con experiencias que vienen obligadas en
gran parte, como es el caso de los trabajos realizados con animales domésticos o con
humanos.

Como veremos mas adelante, cualquier modelo o disefio, por complejo que sea,
se puede catalogar como uno de estos tres tipos

1) Los que incluyen sélo efectos jerarquicos.
2) Los que incluyen sélo efectos factoriales.
3) Y los que contengan efectos jerarquicos y factoriales.

Dandoseles el nombre de disefio o experimento Jerdrquico, disefio o experimento
Factorial y experimento Compuesto, respectivamente.

Un efecto esta jerarquico (encajado, anidado) respecto a otro cuando esta
subordinado a él; por ejemplo, se tiene tres machos a prueba, para ello se toman seis
hembras, dos para cada macho, en este caso el factor hembra esta jerarquico al factor
macho.

Unos efectos son factoriales si tienen igual categoria entre ellos, de manera que
se consideran todas las combinaciones posibles entre las diferentes clases de cada
uno de los factores; por ejemplo, se aplican tres tratamientos a dos razas, probando
todas las razas en cada tratamiento y los tres tratamientos en cada raza, es decir, se
tendran presentes las seis combinaciones de raza y tratamiento. Aqui los efectos de
raza y tratamiento son factoriales.
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Factor, tratamientos y efectos.-

Aunque ya se ha hablado de factores en el epigrafe anterior, en realidad el
modelo lineal estudiado hasta el momento es, con mucho, el mas simple que se puede
presentar pues solo lleva la media paramétrica (u) y el error experimental (g;), pero su
generalizacién permitira analizar situaciones de mayor complejidad. Comencemos
estas generalizaciones.

Al principio de esta manual se hizo la afirmacién de que la estadistica sirve para
cuantificar la incertidumbre de las inferencias basadas en el estudio de una variable
aleatoria medidas en muestras. Esto es lo que se ha hecho en el epigrafe anterior.

Pero también se afirmé que la estadistica permite medir las pequefas, pero
significativas, diferencias de algunos de los factores que propicia que los fenémenos
naturales se nos presenten como variables. Esto es lo que se va ha estudiar a partir de
ahora, si bien se hizo una introduccién anteriormente en el que se hablé de los
términos tratamiento'y efecto del tratamiento.

Expliguemos lo que quiere decir el parrafo anterior. Cuando se estudié los
errores dos epigrafes atras se afirmé que el error de muestreo era el debido a las
diferentes causas que intervienen en la medida final de la variable. Se puso como
ejemplo la altura de las personas y se dijo que todas las personas adultas del mismo
sexo y misma poblacién medirian lo mismo si tuvieran el mismo fondo genético (sus
padres midieran lo mismo), se hubieran criado en el misma familia, en el mismo barrio,
la misma ciudad.,..., hubieran padecido las mismas enfermedades, hubieran comido lo
mismo, hubieran sufrido los mismos accidentes, hubieran tenido las mismas vivencias,
..., en definitiva, si fueran la misma persona. Como eso no es asi, las personas tienen
diferentes alturas. Ahora bien, ademéas de cuantificar la incertidumbre que se tiene al
inferir cual es la altura esperada de esa poblacién de personas si se toma una muestra
de diez personas, cosa que se ha hecho en el epigrafe anterior, también se podria, de
entre esa multitud de causas que intervienen en la estatura final de las personas,
detectar diferencias entre algunas de dichas causas. Por ejemplo ¢Diferencia en las
dietas propicia diferencia en la altura? se puede detectar, si las hubiera, estas
diferencias si se toman 10 nifios y se le da un tipo de dieta y otros 10 nifios y se le da
otro tipo dieta y al final del crecimiento se comprueba cual grupo tiene una mayor
estatura media. Como esta experiencia seria muy larga y, probablemente, legalmente
imposible, imaginemos el mismo ejemplo para engorde de cerdos.

Efectivamente, el andlisis de varianza se plantea como un anélisis para detectar
efectos de diferentes tratamientos o diferentes niveles de un factor. Para entender
estos términos se va a utilizar el mismo simil de Li.

Para celebrar su 84 cumpleanos, la abuela decide distribuir 84 euros entre sus
12 nietos. Siendo imparcial y queriéndolos a todos lo mismo, la abuela divide los 84
euros entre los 12 nietos por partes iguales (84=12*7). El abuelo advierte que 4 de los
nietos son licenciados universitarios, 4 estan estudiando en la Universidad y los cuatro
restantes estan todavia en el ESO. El no cree que todos deban tener la misma
cantidad de dinero para sus gastos y sugiere que los mayores reciban mas que los
jovenes. Cortésmente, cada uno de los 4 estudiantes de ESO le ceden 2 euros al
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grupo de los licenciados, y cada uno de los cuatro estudiantes universitarios le ceden 1
euro a los mayores. La cantidad total de dinero entre los 12 nietos sigue siendo 84
euros, pero ahora los licenciados tienen un total de 40 euros, poseyendo cada uno de
ellos 10 euros en lugar de los 7 euros iniciales, mientras que los estudiantes
universitarios tienen cada uno 6 euros y los estudiantes de ESO tiene cada uno 5
euros. Después de la redistribucién, deciden jugar a las cartas en tres grupos
separados, los licenciados por un lado, los estudiantes universitarios por el otro y los de
ESO en el tercer grupo. Todos aceptan la regla de que la unidad de apuesta sean
monedas de 5 centavos. Al final de la tarde, cada muchacho cuenta lo que ha ganado
o perdido en el juego y cuanto le queda de los 7 euros recibidos al principio. En la
siguiente tabla se detalla lo ocurrido a cada uno de los muchachos.

Cantidad Aporta- Comienzo Ganancia Final  Desviacion

Original  cidn Juego juego  juego total

X. T X Ej Xi XrX.
7 -2 5 +1 6 -1
7 -2 5 -3 2 -5
£SO 7 -2 5 +4 9 +2
7 -2 5 -2 3 -4
N 7 -1 6 2 4 3
Universi- 7 -1 6 +4 10 +3
tarios 7 -1 6 -2 4 -3
7 -1 6 0 6 -1
7 +3 10 -1 9 +2
Licenciados 7 +3 10 +2 12 +5
7 +3 10 -2 8 +1
7 +3 10 +1 1 +4
Total 84 0 84 0,0,0 84 0

Obsérvese que las pérdidas y ganancias del juego es cuestion de cada grupo;
légicamente, en cada grupo deben compensarse las pérdidas 0 ganancias entre los
cuatro jugadores.

Poco después de concluida la partida llega el abogado de la familia para felicitar
a la abuela por su cumplearios. Entonces se entera del obsequio de la abuela y de la
partida de cartas pero no conoce los detalles. Sabe el dinero que ahora tiene cada
muchacho: para el grupo de los jovenes, 6, 2, 9, 3; para el grupo universitario, 4, 10, 4,
6; para el grupo de licenciados, 9, 12, 8, 11, respectivamente. En otras palabras, todo
lo que conoce son los resultados del proceso registrados en la columna 5 de la tabla
anterior. Estas son sus observaciones o datos. ¢Puede el abogado, que nunca ha
estudiado estadistica, reconstruir, a partir de tan soélo sus observaciones, la serie
completa de los hechos ocurridos en este proceso, es decir, la tabla anterior? Podra si
se le revelan dos condiciones generales.

1) En cada mesa de juego, al iniciarse la partida, cada jugador
tenia la misma cantidad de dinero.
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2) Originalmente, cada muchacho recibié de la abuela la misma
cantidad.

Informado de estas condiciones, el abogado puede reconstruir faciimente toda la
serie de hechos registrados en la tabla de la pagina anterior. Puesto que la cantidad
total de dinero es 84 euros, en un principio cada muchacho debia tener 7 euros, que
es la informacién de la columna 1. Y puesto que la cantidad total del grupo de
estudiantes de ESO es 20 euros, al comienzo de la partida cada estudiante de ESO
debia tener 5 euros, informaci6n de la columna 3. El primer estudiante de £SO termina
con 6 euros; esto quiere decir que ha ganado 1 euro en la partida de cartas. Pero
antes de comenzar la partida cedi6 2 euros, de manera que el resultado neto es que
todavia le falta un délar para los 7 euros originales, y asi sucesivamente.

El investigador (estadistico) est4 en la misma situacién que el abogado de la
familia. Todo experimento o estudio cientifico se basa en una serie de observaciones
que son el resultado final de la accién de diversos factores. El trabajo estadistico es
reconstruir, a partir de las observaciones, algo semejante a lo mostrado en la tabla de
la pagina anterior y tratar de interpretar las observaciones desde ese punto de vista. Se
puede examinar nuevamente dicha tabla explicando algunas columnas en lenguaje
estadistico. Los nimeros de la columna 5, Xj, son las observaciones o datos. El
numero 7 de la columna 1 recibe el nombre de media general, X _, y los numeros de la
columna 3 son las medias de los i grupos (X ;). La relacién que existe entre estos
valores puede resumirse en la siguiente expresion

(Xij—)—(__)=(7i.‘)_(..)+(Xi/—)—(i.)

es decir, la desviacion total de un valor (lo que el individuo tiene al final con respecto a
lo que tendrfa al principio o media general) es igual a la desviacién del grupo en que
esta (media del grupo menos media general) mas la desviacién debida a la variacién
individual (lo que el individuo tiene al final con respecto a lo que tendria por le grupo al
que pertenece).

Esta relacién es facimente visualizable si se representa graficamente de la
siguiente manera

.o Xi. Xij

U]

fe Xi.-X..»]¢ Xij-Xi. o]
P i

De esta Ultima igualdad se obtiene
Xi=X.+(X;=X)+(X;-X)

Por ejemplo, para el segundo individuo: 2 = 7+(5-7)+(2-5); y para el tltimo
individuo: 11 = 7+(10-7)+(11-10).
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Se puede examinar nuevamente la tabla para explicar, ahora, las otras
columnas. Los numeros de la columna 2 son los efectos de los i-ésimos tratamientos, o
efectos de los i niveles del factor; en este caso particular, podemos llamarlos efectos de
los tres niveles del factor edad o efecto de los tratamientos ESO, universitario y
licenciado. La ganancia o pérdida de la columna 4 se llama error o variacion aleatoria
de una observacién individual o efecto del individuo. Finalmente, la ltima columna es
la desviacidn total.

En el error de la columna 4 hay que incluir los dos errores anteriormente
descritos: el de medida (que no se cuenten bien los délares que tiene cada uno al final)
y el de muestreo (que en la partida de cartas a algunos le cayeran con mas frecuencia
las cartas buenas y a otros las malas). Y ademas hay que incluir el otro tipo de error
anteriormente citado pero no descrito, este es el error experimental. El error
experimental se puede definir como la falta de uniformidad en la realizacién de un
experimento, es decir, que el experimentador involuntariamente favorezca a unas
unidades experimentales. En el ejemplo del cumpleafios de la abuela, el error
experimental seria que uno (o algunos) hicieran trampa en el juego de cartas, con lo
que las ganancias de algunos no serian aleatorias y, por tanto, no se corresponderian
con las del grupo al que pertenece.

Una vez definidos los términos, podemos fijarnos en las estrechas y I6gicas
relaciones que hay entre las seis columnas de ndmeros. Por ejemplo, el segundo
muchacho de ESO contribuyd, en un principio, con 2 euros (efecto de la edad) y
después perdi6 en el juego otros 3 euros (variabilidad individual o error); por lo tanto
pierde en total 5 euros. Asi pues, la columna 6 es igual a la columna 2 mas la columna
4. Elefectode laedad es Ti= X i-X .y el del error es g; = Xj- X i, por lo que la relacion
Ultima se puede expresar, también, de la siguiente manera

Xij =7"+ (7,_7) + (X’I _7"-)
Xj=u + 7 t g

Hablando genéricamente, cada valor observado Xj puede descomponerse en
tres partes distintas; la primera parte, u es comin a todas las observaciones; la
segunda parte 7; es comun a todos los miembros de cada grupo pero varia de un grupo
a otro; y la tercera parte, g, varia de un individuo a otro.

En estadistica, los tres grupos (en general, t tratamientos o t niveles del factor)
de observaciones se interpretan como tres muestras independientes de una poblacién
grande de distribucién normal cuya media general es p. Ademds se supone que esta
poblacién estd formada por tres subpoblaciones, con la misma distribucién (misma
forma), pero con los pardametros de posicién desplazados, siendo los valores medios
respectivos: py=(u+t1), po=(1+T2), Ma=(U+ta). Por lo tanto, las muestras se han extraido
de distintas subpoblaciones. En cada una de ellas, la desviacion de un miembro
respecto de la media de la subpoblacién es e=Xjw. En consecuencia, cualquier
miembro de la poblacién puede expresarse en forma de una suma de distintas partes

Xij = U + g =M+ 1, + g
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que es la misma expresion anteriormente expuesta.

Este es otro modelo lineal, esencialmente igual al mostrado al principio,
aumentandolo con la introduccién de los efectos de los diferentes niveles de un factor o
tratamientos.

El ejemplo del cumpleaiios de la abuela conviene recordarlo para una mejor
comprension de los modelos que se veran a partir de ahora que, si bien seran mas
complicados, en esencia se podran interpretar como este ejemplo.

Planteamiento del Anélisis de la Varianza.-

Como se ha dicho en el ejemplo del cumpleafios de la abuela, en la
investigacion cientifica o técnica nunca se va a conocer el proceso completo, sino que
la situacion del investigador es la del abogado de la familia que llega al final de la
fiesta, vamos por tanto a plantear el problema tal como se presenta y comprobar si se
puede explicar o reconstruir el proceso.

En cualquier campo de la investigacién es frecuente encontrarse con problemas
que tratan de analizar alternativas. Una dieta puede administrarse en distintas dosis
(por ejemplo, tres dietas) e interesa saber si los efectos de las diferentes dietas sobre
el rendimiento cérnico o lechero de la ganaderia son diferentes. O bien son dietas para
estudiar el crecimiento en nifios. O se estan probando tres antibidticos midiendo la
disminucion de linfocitos en sangre, etc. Estos son problemas que pueden resolverse
con el ANOVA.

Cuando se mide una variable, como puede ser las producciones de una misma
raza, el aumento de peso de nifios, la cantidad de linfocitos en sangre, etc., el primer
hecho que se pone de manifiesto es la variabilidad de dichas medidas. Centrandonos
en el ejemplo de la produccién ganadera; en el crecimiento y fisiologia de los
individuos influyen multitud de causas o efectos (factores), como pueden ser la
constitucién genética, cantidad de alimento ingerido, calidad del alimento ingerido,
manejo, tipo de explotacién, etc., actuando unos en un sentido, otros en otro sentido, y
con mayor o menor intensidad. El resultado de todas estas acciones es, como se ha
dicho, la existencia de diferencias en la produccién. En principio, la variabilidad que
aparece entre los animales sometidos a unos niveles del factor (dosis de pienso) y a
otros, podra atribuirse tanto a la dieta como a los restantes factores; por esta razén
podria parecer que el procedimiento adecuado seria el mantener constantes todos los
factores excepto el que se halla bajo estudio, analizando, entonces la respuesta a cada
dosis. Esto no es posible, no sélo por el tipo y niimero de factores que entran en juego,
sino por la existencia de causas desconocidas que pueden influir en la variabilidad. No
pudiendo plantearse de esta manera, se podrfa plantear el problema de la siguiente
manera: si la produccion presenta una variabilidad causada por multitud de factores,
tedricamente, es posible dividir esta variabilidad en dos partes, la originada por el factor
estudiado, la dieta, y la variacién producida por los restantes factores que entran en
juego, sean conocidos o no, sean controlables o no, esto es lo que se conoce como
error que engloba el error de medida, el error de muestreoy el error experimental. Una
vez medidas estas dos variaciones, se puede hacer el contraste de si la variabilidad
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debida al factor es, estadisticamente, mayor que la debida al error, lo que indicara si

los efectos de los diferentes niveles del factor, o de los diferentes tratamientos, son
iguales o no.

Todo esto no es mas que el establecimiento de un modelo simple de
comportamiento que se puede formalizar matematicamente como un modelo lineal del
tipo ya estudiado. El factor se presenta con i niveles o tratamientos y dentro de cada
nivel se miden una serie de observaciones o unidades experimentales, asi Xj es la
observacion j-ésima del i-ésimo tratamiento. Este valor es descompuesto en dos partes
Wi Y €. Wi es la parte de Xj debida al efecto del nivel i-ésimo que sera comun a todos los
elementos sometidos a ese nivel del factor; g; es la variaciéon causada por todos los
factores no estudiados, error, que variara de unas unidades a otras, dentro del mismo
tratamiento. Las acciones de estas dos fuentes de variacion se suponen lineales y
aditivas, de manera que el modelo matematico seria

Xi=W; tej

Pero, como se ha visto con el ejemplo del cumpleafios de la abuela, w se puede
descomponer en dos partes, una comun a todas las observaciones que es . y otra

privativa de cada nivel del factor o tratamiento que se ha simbolizado como 7/, siendo el
modelo lineal

Xij=Wh+r1teg;

Ejemplo.-

Para comprender la estima de los efectos se va a utilizar un ejemplo de
nimeros simples. Supdngase que se tienen 12 animales sometidos a tres tratamientos
(4 animales por tratamiento) cuyas producciones totales, caracter medido con una
determinada variable, y sus medias son las siguientes

Ty T2 T3
Xi11=5 Xo1= 6 X31=1
Xi2= 1 Xoo= 2 X22=3
Xia= 4 Xog=7 Xas3=0
Xuy= 2 Xoa= 1 Xu=4
X;.=12 Xo.=16 Xa.=8 X.=36
X1_=3 X2_=4 X3.=2 X=3
71=0 T2= 1 T3 =-1

En la produccién de estos animales, actdan una serie de causas que se pueden
dividir en tres
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1) Un efecto comun a todos debido a la produccién media propia de la
poblacidn (u) que se estimara mediante X _ (lo que la abuela le regala a
cada nieto).

2) El efecto debido al tratamiento () aplicado a cada i-€simo grupo y que es
un efecto controlado por el experimentador (el nuevo reparto de dinero
que impone el abuelo con arreglo al factor edad de los nietos).

3) El efecto debido a la individualidad del animal y su situacién (g;) (las
partidas de cartas de los nietos), es decir, al resto de las infinitas causas
que actian sobre su produccién y que se manifiestan como una causa
Unica aleatoria. De estos factores, unos son conocidos y otros no; dentro
de los conocidos podria haber unos que pueden ser medidos o
controlados y otros que, pudiéndose medir, no se miden por alguna
razén, fundamentalmente econémica. Este efecto también incluye todo lo
que no se controla como son los errores de medida, errores de
experimentacion y errores de muestreo, y su conjunto constituira el
llamado error o varianza residual.

Por lo tanto, el modelo es
Xij=h+r1teg;

Los valores de u, T Y ¢, en la practica, son estimados a partir de las Xj, que son
los numeros de los que se disponen. Sus valores reales son incognoscibles o
inobservables, tan sélo se podran obtener una estima de ellos mediante muestras.

La estima de la media generales: p= x_ =3.

Con arreglo al modelo, puesto que i = u+7; la estima de los efectos de los
tratamientos se hace restando a la media de cada tratamiento la media general, de
manera que, por ejemplo, para el tercer tratamiento & = 2-3 = -1, es decir, ha
disminuido en una unidad la media general, o lo que es lo mismo, ha disminuido |a
produccién. El primer tratamiento ni aumenta ni disminuye la produccion; t=3-3=0.Y
el segundo tratamiento tiene como efecto aumentar la produccién .= 4-3 = 1. Como se
observa, la suma de los efectos es igual a cero.

Estos valores de t;, £, y f3 son completamente relativos pues bastaria cambiar
uno de los tratamientos para que variaran los valores de t. Por lo que el valor de un
efecto no sélo depende del valor intrinseco, sino que también depende de los otros
tratamientos con que se compara.

Puesto Xj = wi+ey, para la estima de los efectos de los errores el procedimiento
es semejante al empleado para la estima de los efectos de los tratamientos, es decir,
se hace restando a cada valor la media del grupo de tratamiento al que pertenece. Por
ejemplo, el animal Xy debiera haber producido 3 por pertenecer al tratamiento 75, pero
por causas desconocidas, este 3 se ha convertido en 5, por lo que las influencias de
los factores no controlados han aumentado la produccién en ey; = 5-3-0 = 2 unidades,
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mientras que para el individuo Xi4, por ejemplo, estas causas desconocidas han
actuado desfavorablemente, con lo que la estima de ej4=2-3-0 =-1.

Estos valores que se obtienen para la estima de &, igual que las estimas de t,
son también relativos, es decir, si los tres animales que acompanan a uno determinado
fueran otros, su valor e; seria diferente. Si los nuevos son muchos peores que los
anteriores, esa e; subird, y si son peores bajara. Pero su suma siempre sera, al igual
que los efectos, cero.

Como las unidades experimentales utilizadas en una experiencia es una
muestra aleatoria de las infinitas unidades que constituye la poblacién, el error, tal
como se dedujo en el modelo mas simple, se distribuye como una normal de media
cero y varianza la de la poblacién, es decir

gj~N(0, 6°)

Como se ve, esta descomposicion es la misma que tuvo que hacer el abogado
de la familia en el cumpleafios de la abuela. La descomposicién de los efectos de los
doce individuos es la siguiente

~
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Esta tabla se ha elaborado a partir de los datos y es equivalente a la tabla del
cumpleafios de la abuela vista anteriormente. Esta descomposicién no se realiza
normalmente, su exposicion es sélo para aclarar el concepto de efecto como
componente de la variable medida.

Comparacion de Tratamientos.-

De la simple observacion de los datos y de las medias del ejemplo anterior, y sin
profundizar en su estudio, se podria deducir que el mejor tratamiento es el Tz pues es
el que tiene efecto +1 vy, por lo tanto, ha propiciado una mayor produccion, mientras
que el peor tratamiento es el T3 pues el que tiene efecto —1 y , por lo tanto, ha
propiciado una menor produccion.

Capitulo 5: Andlisis de la Varianza y Andlisis Multivariante de la Varianza 161



Sin embargo, en el grupo del segundo tratamiento hay individuos con un valor
igual o inferior al del peor tratamiento (el tres). Y observando la variacién que se existe
entre individuos de un mismo tratamiento se comprueba que esta variabilidad es mayor
que la que se observa entre tratamientos; por ejemplo, la diferencia entre el mayor y el
menor de cada tratamiento es de 4, 5 y 3, respectivamente, mientras que la diferencia
entre tratamientos es de sélo 2.

Por lo que, a simple vista, no se puede concluir que el segundo tratamiento es
significativamente mejor que el tercer tratamiento.

Ejemplo.-

Para que sirva como elemento de discusién, supdngase otro ejemplo en el que
las medias de los tratamientos, y por tanto los efectos, son las mismas que las del
ejemplo anterior, pero las producciones de cada animal son diferentes. Estos datos son

T T2 T3
Xi1= 3 Xo1= 4 X3 =2
X12=3 X22=3 X32=2
Xiz= 3 Xo3=5 Xaz=1
Xi4=3 Xos= 4 Xuy=3
X;. =12 Xo.= 16 X;.=8 X.=36
X1.=3 X2=4 X3=2 X.=3
T1=0 To= 1 ’L'3=-1

Puesto que las medias de los tres tratamientos son iguales a los del primer
ejemplo, se podria también afirmar que el Tz es el mejor pues su efecto es de +1, y el
Ts el peor. Pero ¢(En cual de los dos ejemplos se estaria mas seguros de la
superioridad del T, o de la inferioridad del T5? Parece evidente que se tendra mas
seguridad en este (ltimo ejemplo, pues los cuatro individuos del mejor tratamiento (7)
tienen una medida mayor que los cuatro individuos del peor tratamientos (73) v,
también, tienen una medida mayor que los cuatro individuos del tratamiento intermedio
(T1), excepto del valor tres que es igual. Mientras que en el ejemplo anterior, las
medidas de los individuos del tratamiento con un efecto mayor (T2) se solapan con las
medidas de los individuos de los tratamientos con efectos inferiores, de manera que
solo dos individuos tienen medidas mayores que los individuos del tratamiento uno y
tres, y los otros dos individuos podrian pertenecer al tratamiento uno o tres. Es decir,
en el ejemplo anterior hay diferencias de cinco entre dos individuos de un mismo
tratamiento, mientras que en el presente ejemplo el maximo de diferencia entre dos
individuos del mismo tratamiento es de dos. Dicho de otra manera, en el ejemplo
anterior, la variabilidad dentro de tratamiento (error) es muy superior a la variabilidad
debida a los tratamientos, mientras que en el presente ejemplo ocurre todo lo contrario,
por lo que en el primer ejemplo no se podria afirmar con seguridad que existe
diferencia entre efectos de los tres tratamientos, mientras que en el presente ejemplo,
siendo los efectos los mismos, si se puede afirmar con mas seguridad que estas

162 Estadistica Aplicada Uni y Multivariante



diferencias son significativas. Mas adelante se haré la prueba estadistica de estos
ejemplo, en las que se confirmaran estas apreciaciones intuitivas. Aunque en el
epigrafe Comparacién de las medias de dos muestras aleatorias independientes y
siguientes se ha hecho la prueba estadistica para un ejemplo como este pero con solo
dos tratamientos.

Este modelo implica varias consecuencias que es necesario considerar.

1) La variable Xj es una variable aleatoria normal con media u y varianza

o

2) Es claro que deba suponerse que las g; pueden tomar tanto valores
positivos como negativos, puesto que suponer sélo valores positivos (o
s6lo negativos) equivaldria a suponer que en todas las medidas de la
variable se obtienen lecturas mayores (0 menores) que la verdadera. Por
lo que es evidente, ademas, que g; debe ser una variable aleatoria del
tipo estudiado en el modelo mas simple, por lo que el modelo para las g;
es Normal con media cero y varianza la de la variable.

gy ~ N(O, 6°)
3) Las t muestras son muestras aleatorias e independientes con medias w y
varianza la de la variable.

Xi~N(w;, o)

4) Los efectos de los tratamientos son una muestra de una distribucién
normal de media cero y varianza o%.

Simbolizando estos supuestos, se tiene

E(eij) =0, 0'2(8ij) =o°
E(1)=0; 6®(1)=0%
E(X;) =E(u; +¢;) =1; + E(ey) = ;
Gz(Xi.)=0'2(Hi+8:7)=0'2(8ij)=0'2
E(Xj) =E(u+1;+ej) =p+E(r;) + E(gy) =n
02(Xij)=o‘2(l‘«+'ci+sij)=02(’ci)+62(8ij)=0$-+02
Hay que aclarar que el cuarto supuesto no siempre es asi. Este es para el caso
que el factor sea de efectos aleatorios, es decir, para el caso en el que los diferentes
niveles del factor o los diferentes tratamientos sean una muestra aleatoria de los
muchos niveles del factor que existen y nos interesan. Para el caso de que sea un

factor de efectos fijos no existe tal varianza pues los niveles son los linicos que existen,
si se repite el experimento, siempre seran los mismos niveles. Mientras que si se repite
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un experimento de efectos aleatorios, los niveles, al ser aleatorios, muy
probablemente, seran otros. Por ejemplo, si se esta probando tres antibiéticos es un
factor de efectos fijos con tres niveles, cada vez que se repita el experimento sera con
los mismos antibiéticos, por lo tanto no habra varianza. Por contra, si se esta
estudiando la influencia de la familia en la aparicién de ciertas enfermedades, las
familias seran los niveles de un factor de efectos aleatorios, si se tiene que repetir el
experimento muy probablemente los sera con otras familias.

El que, en este modelo, un factor sea de efectos fijos o de efectos aleatorios, no
tiene mas repercusién que a la hora de estimar pardmetros, esta claro que no tiene
sentido estimar la varianza de un factor de efectos fijos, pues esta no existe. Sin
embargo, en modelos con mas factores tiene otras repercusiones mas dificiles de
apreciar, por lo que estos dos tipos de efectos se estudiara més detenidamente unas
paginas mas adelante. Ademas de volverlo a estudiar mas adelante.

Andlisis de varianza de una Via o del Disefio Completamente Aleatorio.-

Esto se corresponde con el andlisis de varianza de una via o de clasificacion
Unica o de una sola fuente de variacién o de un tnico factor, es decir, el analisis de
varianza que se usa cuando las diferentes unidades experimentales o individuos
estadisticos se han clasificado teniendo en cuenta un unico criterio o se le ha aplicado
los diferentes niveles de un Unico factor o tratamientos de una manera completamente
aleatoria, tal como lo estudiado en el epigrafe anterior titulado Planteamiento del
andlisis de la varianza.

Modelo del analisis de Varianza de una Via.-

Este serd el caso mas sencillo de analisis de la Varianza y respondera al
siguiente modelo lineal

Xij=Kh+Ti+ej
donde u es la media general, T; es el efecto del tratamiento j-ésimo y g; es el efecto del
individuo j del tratamiento /.
Descomposicion de la Varianza en un Modelo de una Via.-

La desviacion de una observacion cualquiera, respecto de la media general, con
arreglo al modelo presentado, es el resultado de dos componentes

Xi=X.=(X;—X)+ (X=X

Siendo (x;—'X_) la desviacién debida al efecto del tratamiento y ( Xi—X;) la
desviacion debida a la variabilidad individual o error.

Elevando al cuadrado tendremos
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— - _= —,\]2
(X=X =[x, -%)+(x;- X))
—_— f— —— 2 —— f— ——
= (X~ X2+ (X=X +2 (X=X (X = X))
Si esto es cierto para una Xj lo sera para todas y cada una de las Xj. Y también,
teniendo en cuenta que al sumar para jun término en el que no existe jlo que hacemos

es repetir dicho término tantas veces como unidades indique el valor de esta letra
subindice. La expresion de la suma de todas las diferencias para i, j seria

S (X=X P =2y (X=X )2+ Zp(X= X))+ 225 (X - X (X5 = X))
El Gltimo sumando tenemos que es igual a
(X = X)X = X) =ZiX - X)Z (X =X) = Zi(Xi. - X N2 Xy —Z; Xi) =
=% (X:—Xx) (Zj Xi—2j X)) =0

Luego el doble producto es cero.

Con lo que se llega a la conclusién ya conocida

i (Xj -X.)f= i (Xi—X. )+ ZilXy— X )2
SCiotat = SCrratamientos + SCeror

Estas son las férmulas teéricas, las formulas practicas de los diferentes términos
de esta ecuacion son las siguientes

S — \2 X2 X2
SCraa Yj(X;-X.) = XT*°-TC = 3 —"-=
ni N
< \2 2 X2
SCemr  ZTy(Xj= X = ZTX2-XT? = Z;X5-%i~t
i
v 2 = 2 _ > X2

Siendo N=Xin=nt

En la composicion de estas expresiones se ve que hay una légica, cada
sumando elevado al cuadrado esta dividido por el nimero de elementos que han
formado esta suma, por ejemplo, si han intervenido n; nimeros se dividird por n; si la
suma fuera de N individuos, habria que dividir por N, etc. Es importante comprender
esta légica, porque en la préctica es la que nos va ayudar a realizar cualquier analisis
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de varianza, puesto que la descomposicion algebraica no se efectia normalmente,
suponiéndose conocida, aplicando directamente las férmulas anteriores.

Descomposicién de los grados de libertad en un Modelo de una Via.-

Los grados de libertad se rigen bajo el mismo esquema que las sumas de
cuadrados de la férmula anterior.

En la componente debida a tratamientos se observa que el primer término es un
sumatorio que estd compuesto por t sumas y el segundo es una sola expresion,
entonces sus g/son t-1.

Respecto al término del error y siguiendo el mismo criterio, el primer sumatorio
esta compuesto por N sumas y el segundo tiene t sumandos, por lo que sus g/=N-t. De
una forma andloga se realizan los g/ del total.

Expreséndolo todo en un cuadro se tiene

Fv gl sc
2 2
Tratamientos 1 Y, ﬁ _Xe
n;i N
X2
Error Nt 3 XI?]. -y~
ni
> X2
Total N-1 Y X2~ —Kl—

Parametros estimados en el Modelo de una via.-

Para ver qué pardmetros son estimados por estas expresiones, se pueden
calcular estas sumas a partir del modelo lineal

Xi=W+T;+ej
sumando para j
Xi=niu+niTi+e;, X, =u+Ti+6;
y sumando para i
X.=Nu+%nTite; X.=u+8e

ya que
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>iniTi =0
Por lo que, los cuadrados de las desviaciones debidas a los tratamientos es
— —— p— p— 2 —_— —
(Xi— X..)2 = (U +T;+ -p-€) = [r;+ (&, - e__)]2
Y los cuadrados de las desviaciones debidas al error es

?=(g;-8)°

(Xj=X. ) = p+Ti+ e-p-T, -8 ) =(¢ -

Sustituyendo estas expresiones en las férmula definicion de la suma de
cuadrados, y operando algebraicamente se llega a

ESCTrafamientos =(N-1) O'%- +(t-1) 0.2
ESCeror =(N-1) o
Al dividir estas SC por los gl tendremos los CM esperados

_ 2 2
ECMTrafamienlos =Nn;cr +0o
ECMg,, =o?

Si el modelo fuera desequilibrado, serfa

N> -%n o, »
ECMr atamientos = 7 v

ECMgor =o°

En el caso de que el factor sea de efectos fijos no se puede hablar que varianza
de dicho factor, pues los niveles del factor o tratamientos elegidos son los Unicos que
hay. Si se tiene que repetir la experiencia se volveran a coger los mismos niveles o
tratamientos, por lo tanto no hay varianza, lo que hay es sumatorio de los efectos al
cuadrado dividido por el nimero de efectos, es decir

(¥, - % ) T2
0_% = n,‘ ZI(XI_ X) - ni ZITI
t-1 t-1

De todas las maneras, en este manual se seguira utilizando la notacién de la
varianza, aunque el factor sea de efectos fijos, por simplicidad de anotacion y, por lo
tanto, mejor visualizacién de las estimas de los cuadrados medios; siendo conscientes
de que si el factor es de efectos fijos la o° se refiere a los sumatorios de los efectos al
cuadrado dividido por el nimero de efectos.
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Prueba de Hipétesis en el modelo de una via.-

Como ya se ha discutido anteriormente, lo que se quiere probar es si los
tratamientos no producen efectos diferenciales o, si por el contrario, los efectos de los
tratamientos son significativos.

En el caso de que los efectos de los tratamientos fueran nulos tendriamos que

la varianza debida a dichos tratamientos seria cero, es decir, o’r = 0. Y en el caso
contrario 6t > 0. Por tanto, las hipétesis a probar son

Hoic-?-so
Hi:0%>0

Como se observa, al ser hipétesis de varianzas (cuadrados) las hipétesis
siempre seran de la cola derecha, pues nunca habran valores negativos.

En el caso de que se cumpla la H, se tendra que la estima del cuadrado medio
del tratamiento sera

2 2 2 2 2
ECMt atamiento = nor +06° =n;0° + 0° =6° =ECMg,,,

Es decir, que el cuadrado medio de los tratamientos estimara lo mismo que el
cuadrado medio del error.

Y en el caso de que se cumpla la H,; se tendra
ECM =n,02 +6% >0 =ECM
Tratamiento — 'jOT - Error

Es decir, que el cuadrado medio de los tratamientos estimara una cantidad mayor que
la del cuadrado medio del error.

Por lo que el cuadrado medio de los tratamientos sera mucho mayor que el
cuadrado medio del error cuanto mayor sean los efectos de los tratamientos.

Por tanto, conociendo la distribucién F, el estadistico de prueba puede ser

F,= CMTratamiento
o= —— D
CcM Error

que se distribuye como Fy.1, Ny
Esta prueba confirma lo discutido en paginas anteriores, en las que se afirmoé
que si la variabilidad individual (error) es elevada seria mas dificil detectar diferencias

entre los tratamientos que en el caso en que la variabilidad individual fuera baja
(recuérdese lo discutido en el epigrafe Comparacién de Tratamientos).
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Compruébese, asi mismo, que el valor esperado de la F, para la hipétesis nula
(01°=0), es la unidad; y para la hipétesis alternativa es un valor superior a uno. El
termino del numerador, siempre, serd igual o superior al del denominador, pues
siempre va ha estimar algun término mas. Si alguna vez sale una F, inferior a uno, es
como consecuencia del error de muestreo, y probablemente se trate de una F real
igual a uno.

Por lo que el andlisis completo es

Fv. 4 sC cM ECM Fo
Trata t1 Zi—);—;?- —XW? % o+ i 2 %A%
Error Nt 35 X5-3% 2:; % o2

Total N1 3 x,?j - XWZ

Hay que hacer notar que la hipétesis nula, o’r = 0, equivale a la hipétesis de que
las medias de los tratamientos son iguales, es decir

Ho 'y =My = .. = Iy

Y la hipétesis alternativa, or® > 0, equivale a decir que, al menos, dos
tratamientos son diferentes

Hit g # Wy,

Por lo que la prueba F del andlisis de varianza es una extension natural de la
prueba t del contraste de dos medias, como ya se ha visto anteriormente, para mas de
dos medias pero por medio del andlisis de la varianza, de ahi su nombre.

Ejemplo.-
Resolvamos a continuacién el ejemplo que se propuso en el epigrafe

Planteamiento del andlisis de la varianza. Se trataba, por ejemplo, de doce vacas
sometidas a tres tratamientos cuyas producciones fueron

T Tz T3

5 6 1

1 2 3

4 7 0

2 1 4
12 16 8 36
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1 1
IT? = — 5 X2 = (122 + 162 + 8%) = 116
n 4
2 2
TC = X = 36 _ 408
N 3x4
IX? = ZX5 = 82+ +..+ 42 =162
Fv gl sc cM Fo ECM
Trata 31  116-108=8 g=4 g% = 0783ns  P+4q2
46
Error 12-3  162-116=46 ?=5.11 o

total  12-1  162-108=54

La F de contraste es Fzg;0.05) = 4.26
Al ser la F, no significativa, indica que los efectos de los tratamientos no son

efectivos. Por lo que se ha concluido lo que se dedujo intuitivamente en el epigrafe
Comparacién de Tratamientos.

Archivo del programa SAS (C5-1.SAS).-

title 'Andlisis de la varianza, una via';
options 1s=75 ps=60;
data vacas;
infile 'c5-1.dat';
input trata $ prod @@;
proc ANOVA;
class trata;
model prod=trata;
run;
*Si se quiere saber la estima de los cuadrados medios se puede realizar el
siguiente programa;
proc GLM;
class trata;
model prod=trata;
random trata;
run;

Archivo de datos (C5-1.DAT).-

TL 5 T2 6 T3 1
Tl 1 T2 2 T3 3
Tl 4 T2 7 T3 0
Tl 2 T2 1 T3 4
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Archivo de resultados (C5-1.LST).-

Dependent Variable: PROD
Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 2 8.00000000 4,00000000 0.78 0.4860
Error 9 46.00000000 5.11111111
Corrected Total 11 54.00000000

R-Square Cc.V. Root MSE PROD Mean

0.148148 75.35922 2.26078 3.00000
Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
TRATA 2 8.00000000 4.00000000 0.78 0.4860
Source Type III Expected Mean Square
TRATA Var {Error) + 4 Var (TRATA)

En el archivo de salida (C5-1.Ist) se observa que el valor de la F es 0.78
significativa al 0.486, esto es, no significativa, por lo que se concluye que los efectos de
los tratamiento no son efectivos.

El coeficiente de determinacion R? (R-Square), mide la cantidad de variacién de
la variable analizada que es debida al modelo planteado. Su rango de es 0 a 1 y viene
determinado por la razén entre la SC debida la modelo y la SC total. Cuanto mayor sea
R? mejor es explicada la variabilidad de la variable por el modelo. Como se ve, en este
ejemplo, el coeficiente de determinacién tiene un valor bajo, 0.148148.

Obsérvese que, en las estimas de las varianzas, da negativa la varianza de los
tratamientos,

4-51111
o2 = LA’— =-0.278
esto es como consecuencia de lo discutido anteriormente, esto es, que la variabilidad
individual es muy elevada comparada con la variabilidad debida a los tratamientos,
dando ésta negativa, esto es, o°r = 0.

Ejemplo.-
Recuérdese que en el epigrafe Comparacién de Tratamientos, se propuso otro

ejemplo con los mismos efectos para contrastar con el anterior. Resuélvase también
este ejemplo para contrastar que eran ciertas las conclusiones intuitivas.

T T2 T3

3 4 2

3 3 2

3 5 1

3 4 3

12 16 8 36
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1 1
IT% = ~5ixf = 4 (122 +16° + &) = 116

2 2
Tc= X o 36

= 108
N 3x4

IX? = ;x5 = 32+3 +...+32 =120
Fv g SC cM Fo ECM
Trata 2 8 4 9.000* o +4q2
Error 9 4 0.44 o
total 11 12

La Fde contraste es Fo9. 005 = 4.26

Al ser la F, significativa, indica que los efectos de los tratamientos son efectivos;
al menos dos de ellos son diferentes. Por lo que se ha concluido lo que se dedujo
intuitivamente en el epigrafe Comparacion de Tratamientos.

Para saber cuales son los tratamientos que son diferentes, véase mas adelante
el epigrafe contraste mdiltiple de medias.

Archivo del programa SAS (C5-2.SAS).-

title 'Andlisis de la varianza, una via, ejemplo 2';
options 1s=75 ps=60;
data vacas;
infile 'c5-2.dat';
input trata $ prod @@;
proc ANOVA;
class trata;
model prod=trata;
run;
*Si se quiere saber la estima de los cuadrados medios se puede realizar el
siguiente programa;
proc GLM;
class trata;
model prod=trata;
random trata;

run;
Archivo de datos (C5-2.DAT).-
T 3 T2 4 T3 2
T 3 T2 3 T3 2
TL 3 T2 5 T3 1
TL 3 T2 4 T3 3
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Archivo de resultados (C5-2.LST).-

Dependent Variable: PROD
Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 2 8.00000000 4.00000000 9.00 0.0071
Error 9 4.00000000 0.44444444
Corrected Total 11 12.00000000

R-Square C.V. Root MSE PROD Mean

0.666667 22.22222 0.66667 3.00000
Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
TRATA 2 8.00000000 4.00000000 9.00 0.0071
Source Type III Expected Mean Square
TRATA Var (Error) + 4 Var (TRATA)

En el archivo de salida (c5-2.Ist) se observa que el valor de la F es 9.00
significativa al 0.0071, esto es, significativa al 0.01 (dos asteriscos), por lo que se
concluye que los efectos de los tratamiento son distintos.

También se observa que el coeficiente de determinacién (R-Square = 0.66667)
es cuatro veces superior que el del ejemplo anterior.

Obsérvese que, en las estimas de las varianzas, la varianza de los tratamientos
vale,

o2 = L:A‘M =0.889

y la prueba Findica que es significativamente diferente de cero, esto es, o1 > 0.

Generalizacion del ANOVA de una via a mas de una variable.-

Como ocurria con el ANOVA sin factores, la generalizacién para mas de una
variable no tiene ninguna complicacién conceptual.

Ejemplo.-

Supdngase que el mismo ejemplo anterior en el que a cada unidad se le
hubiera medido cinco variables, de manera que la tabla de datos seria

Tratamiento 1 Tratamiento 2 Tratamiento 3

V2 V3 V4 V5 V2 V3 V4 V5 V2 V3 V4 V4
3 10 110 50 82 15 120 60 86 18 130 71 91
4 13 112 49 81 14 122 62 88 16 132 72 90
2
3

\

—

12 111 51 83 16 121 63 84 17 131 73 95
9 114 52 80 13 119 59 89 19 133 74 98

sowa|S
wrn =S
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Archivo del programa SAS (C5-3.SAS).-

title 'Andlisis de la varianza, una via, multivariante';
options 1s=75 ps=60;
data vacas;

infile 'C5-3.dat’';

input trata $ vli-v5 ;
proc glm;

class trata;

model vl-v5 = trata;

manova h=trata;

run;

Si no se desean las salidas univariantes, se pone en el modelo la opcién

NOUNI, (model v1-v5 = trata /nouni;).

Archivo de datos (C5-3.DAT).-

Tl 3 10 110 50 82
Tl 4 13 112 49 81
T1 2 12 111 51 83
Tl 3 9 114 52 80
T2 4 15 120 60 86
T2 3 14 122 62 88
T2 5 16 121 63 84
T2 4 13 119 59 89
T3 1 18 130 71 91
T3 2 16 132 72 90
T3 2 17 131 73 95
T3 3 19 133 74 93

Archivo de resultados (C5-3.LST).-

Se observa que en las salidas univariantes, los tratamiento son significativos

para las cinco variables.

Manova Test Criteria and F Approximations for
the Hypothesis of no Overall TRATA Effect
H = Type III SS&CP Matrix for TRATA E = Error SS&CP Matrix

85=2 M=1 N=1.5

Statistic Value F Num DF Den DF
Wilks' Lambda 0.00507939 13.0312 10 10
Pillai's Trace 1.55554931 4.1999 10 12
Hotelling-Lawley Trace 85.50071503 34.2003 10 8
Roy's Greatest Root 84.18971010 101.0277 5 6

NOTE: F Statistic for Roy's Greatest Root is an upper bound.
NOTE: F Statistic for Wilks' Lambda is exact.

Pr > F

0.0002
0.0109
0.0001
0.0001

En la salida multivariante las pruebas F de los cuatro estadisticos son diferentes
(el SAS advierte que la F de la lambda de Wiks es exacta) pero todas ellas
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significativas, por 1o que se concluye que los efectos de los tratamientos propicia
diferentes reacciones en las cinco variables en conjunto.

Es suficiente considerar un solo factor.-

Recordando los ejemplos anteriores se deduce que si se pudieran eliminar los
efectos individuales, todas las producciones dentro de un mismo tratamiento serian
iguales y las diferencias obtenidas, por pequefas que fueran, serian debidas a estos
tratamientos y, por tanto, serian facilmente apreciables. Por eso lo importante es
controlar al maximo las causas que pueden aumentar dichos efectos individuales; por
ejemplo, eligiendo animales genéticamente parecidos en cuanto a productividad y
controlando lo mejor posible el medio ambiente de manera que todas las unidades
experimentales se encuentren en las mismas condiciones en todo lo que no conciernan
a los tratamientos y sobre todo, hay que asegurarse de una aleatorizacion correcta.

Si existiera cualquier otra causa que aumentara la variabilidad individual hay que
tenerla en cuenta como factor o fuente de variacién, aunque no interese al problema
que se esta estudiando, con objeto de que la variabilidad individual se mantenga en
niveles que permita detectar, si las hubiera, diferencias entre los tratamientos, por muy
pequefias que estas sean. Si ese otro factor no es considerado en el modelo, puede
ocurrir que los tratamientos sean efectivamente diferentes, pero su variabilidad quede
oculta en la variabilidad individual, una de cuyas componentes importantes sea el
factor no considerado.

Cuando se mide una variable, como puede ser las producciones ganaderas en
funcién de tres dietas; el aumento de peso de nifios, también, en funcién de tres dietas;
la cantidad de linfocitos en sangre en funcién de la aplicacion de tres antibidticos, etc,
ocurrird, como ya se ha dicho, que estan interviniendo otros factores en la variabilidad
de dicha variable, muchos de esos factores no son controlables, pero otros factores si
lo son. La variabilidad de estos otros factores sin interés para el problema puede
interferir en la manifestacion estadistica de los efectos de los tratamientos, por lo que
hay que tenerlos en cuenta. Por ejemplo, puede ocurrir que la experiencia con los tres
antibiéticos se este realizando en tres plantas del hospital, 0 en tres hospitales o en
tres ganaderias, si se trata de animales domésticos, efc. En la experiencia con el
crecimiento de nifios puede ocurrir que ésta se este haciendo con nifios que viven en
barrios diferentes (diferentes poderes adquisitivos de las familias), o con nifios que
tienen diferentes antecedentes clinicos, etc.

Ejemplo.-

Por lo expuesto en el parrafo anterior por lo que se va a considerar otro ejemplo
en el que se tuvieran los mismos datos del ejemplo primero (pagina 159), pero en el
gue se nos hubiera informado que los animales utilizados pertenecian a cuatro lineas
distintas, o a cuatro origenes distintos, 0 que la experiencia se realizé repartiendo los
animales en cuatro corrales, efc. Supongamos que son animales de cuatro lineas o
razas, y que las producciones obtenidas se podian agrupar asi

Capitulo 5: Andlisis de la Varianza y Andlisis Multivariante de la Varianza 175



Ty T2 T3

Ry X11=5 Xo1=7 Xz1=4 X1=16 X 1=5.3 p1=2.3
Rz | Xi=1 Xoo=1 Xa2=0 Xo=2 X »=0.7 P2=-2.3
R3 X13= 4 X23= 6 )(33=3 X3=1 3 X 3=4.3 P3= 1.3

Rs| Xuu=2 Xos=2 Xas=1 X4=5 X 4=1.7 p4;-1 3

X1=12 Xo=16 Xa=8 X =36
X 1=8 X 2=4 X 3=2 X .=

T71=0 To= 1 ‘L‘3=-1

En este caso, el que una unidad experimental pertenezca a una raza o a otra no
es aleatorio, sino que es el experimentador el que lo determina con arreglo a criterios
ajenos al problema; normalmente esta segunda fuente de variacién es debida a
factores ambientales o a criterios de clasificacién. Pero dentro de cada uno de los
niveles de este segundo factor los tratamientos se aplican aleatoriamente. En este
ejemplo concreto, se han tenido que elegir aleatoriamente tres animales en cada raza
para aplicarle aleatoriamente uno de los tratamientos a cada uno. Por lo tanto, el que
un animal pertenezca a una u otra raza no es aleatorio, mientras que los tratamientos
han sido aplicados aleatoriamente a cada animal dentro de cada raza.

Recuérdese que cuando se vieron estos mismos datos en un modelo
completamente aleatorio, se llegé a la conclusién de que no se podia determinar si
habia un tratamiento mejor porque la diferencia de los valores dentro de cada
tratamiento era muy superior a la diferencia de los valores medios entre tratamientos:;
sin embargo ahora si se observa que dentro de cada raza siempre es el tratamiento
segundo el mejor, por lo que al haber introducido , en el modelo, el factor que cuya
variabilidad nos impedia llegar a una conclusién, se visualiza perfectamente las
diferencias entre tratamientos. Al ANOVA le ocurre lo mismo.

Tal como se ha hecho con los ejemplos anteriores, la relacién existe entre estos
valores puede expresarse por medio de desviaciones, de manera que la desviacién
total de una unidad experimental (valor de dicha unidad menos la media general) es
igual a la desviacion del grupo en que esta dicho individuo (media del grupo menos
media general) mas la desviacién debida a la variacién individual (lo que el individuo
tiene al final con respecto a lo que tendria por el grupo al que pertenece). Pero en este
caso cada individuo pertenece a dos grupos, uno con respecto a Ty otro con respecto
a A, por lo que la desviacion total sera igual a la i-6sima desviacion del grupo T;mas la
J-ésima desviacion de grupo A; mas la desviacién individual, es decir

(Xj=X.) =(Xi= X))+ (X=X )+ (X~ X))

Al haber una sola medida dentro de cada casilla, el Ultimo sumando de esta
expresion es cero, pues la media de un nimero es el mismo nimero, por lo que no se
puede medir la desviacién individual o debida al error. Pero si no existe relacién entre
los dos factores, es decir, los efectos de un factor son independientes de los del otro
factor (ver méas adelante el epigrafe Interaccion, se puede estimar esta desviacién
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individual considerando que ésta es igual que la desviacion de la unidad experimental
en cuestién con respecto a la media general menos las desviaciones de los dos grupos
a los que pertenece.

Esto se puede expresar asi

e;=(Xj~X)-(X;—-X)-(X;-X)=
=Xi— Xi— X;+ X.
es decir, la desviacién individual de una unidad experimental es el valor de dicha

unidad menos las medias de los dos grupos a los que pertenece mas la media general.
Por lo que la desviacién total queda de la siguiente manera

(Xi=X)=(X= X)+(X;= X )+ (X=X = X+ X)

Pasando la media general del termino de la derecha al de la izquierda, se
obtiene

Xp= X+ (X=X )+ (X;= X))+ (X=X~ X;+ X))

Lo que quiere decir que la medida de una unidad experimental es igual a la
suma de cuatro sumandos (en el anterior modelo habia solo tres sumandos), el
primero es la estima de la media general, u, el segundo es la estima del efecto del
tratamiento, T, el tercero es la estima del efecto de la raza, p;, y el cuarto es la estima
del error experimental, €;. Por o que en este caso, el modelo lineal ya no es el mismo
del ejemplo anterior, ya que hay que afadirle el nuevo factor, el nuevo modelo sera

Xy =X+ (K= X)+ (X, = %)+ (X4~ X=X+ X)
Xj=n + T; + Ry + Ej
Ahora, en cada individuo o unidad experimental (dato) influye, ademas de la
media general y el efecto de los tratamientos, un efecto raza que antes estaba inflando
el efecto correspondiente a los efectos incontrolados (e). Es decir, si denominados e'al
error de este modelo y e al error del primer modelo,
Xj=KW+T;+ej
Xj=W+Ti+Rj+€y
se tiene que
ei=ej— Ry
por lo que el nuevo error serd mas pequefio cuanto mas grande sea la variabilidad

debida a la segunda fuente de variacion introducida en el modelo y por tanto, se tendra
mayor precision de medida.

Efectivamente, después de introducir este nuevo factor se observa que, dentro
de cada raza, el T, es mejor que el Tq y este es mejor que el T3 en dos razas, mientras
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que en los otros dos T>=T1>Ts, por lo que se podria afirmar con cierta seguridad, por lo
menos, que el tratamiento de mayor efecto (72) es superior que el tratamiento de
menor efecto (T3). Es decir, para unos mismos datos, si se analizan con una sola
fuente de variacién no se observan diferencias entre los diferentes niveles de ese
factor, mientras que si se analizan teniendo en cuenta otra fuente de variacion, si se
observan diferencias entre los niveles del factor que antes no se observé diferencias.
Esto es como consecuencia de que al introducir el segundo factor se ha aumentado la
precision de medida que ha hecho posible una mayor discriminacién de diferencias.

A la segunda fuente de variacién, que no tiene interés para el problema
planteado, y que se introduce en le modelo con el unico objeto de disminuir la
variabilidad individual, se le denomina genéricamente como BLOQUES. No es la
primera vez que se estudia esta cuestién en este manual; anteriormente se estudié en
el epigrafe Comparacion de medias muestrales usando observaciones emparejadas
que si las observaciones o medidas se realizan dentro de parejas, se podia tener en
cuenta la existencia de esta parejas y realizar las comparaciones dentro de las parejas;
€so mismo es lo que se ha hecho en el ejemplo anterior, solo que no eran parejas sino
trios, y las comparaciones se han realizado dentro de los trios o razas. El andlisis
estadistico se verd mas adelante.

Descomposicién de la varianza en un modelo factorial sin repeticion.-

La descomposicion de una medida cualquiera respecto a la media general, al
igual que se hizo anteriormente, puede descomponerse en una serie de sumandos de
la siguiente forma

Xi=X.=(Xi=X)+ (X=X )+ (X=X~ X,;+X)

En el segundo miembro de la igualdad, el primer término mide la desviacién del
tratamiento i con respecto a la media general (efecto tratamiento), el segundo término
mide la desviacién de la raza j con respecto a la media general (efecto raza) y el tercer
término mide la influencia debida a que el elemento X; se encuentre en una
combinacion i-tratamiento/j-raza determinada.

Ahora se realizan las mismas operaciones que se hicieron con el modelo de una
via, es decir, elevar al cuadrado esta Ultima expresién y sumar para i y para j. Dado
que el primer miembro y los dos primeros términos del segundo miembro presentan la
misma forma que en el modelo de una via, no expondremos aqui su célculo, puesto
que los pasos a seguir son completamente analogos. Se anotara directamente el
resultado final de la operacién en el siguiente cuadro.
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— 1 2
SCrrata Z,','(X,',‘X,,)2 = —%X; - X
r N
. _ 2 X2
SCraza Zj(X;— X.) = 2 XN
— S h2 2 2 2, X2
SCeror T Xj=Xi=X;+X.) = Ty Xj- z,x --Z/X N
— 2 X2
SCoa  Tj(Xj—X.) = 2 X5~

Siendo N=tr

En la composicién de estas expresiones se ve, como en el modelo de una via,
que hay una légica, cada sumando elevado al cuadrado esté dividido por el nimero de
elementos que han formado esta suma, por ejemplo, si han intervenido r nimeros se
dividira por r; si la suma es de t individuos, hay que dividir por £ y si la suma es de N
individuos, hay que dividir por N, etc.

Descomposicion de los grados de libertad en un modelo factorial sin repeticion.-
Lo mismo que se dijo en el caso del anélisis de una sola via sobre la l6gica de la
composicion de estas expresiones puede aplicarse aqui, asi como lo concerniente al

concepto de grados de libertad.

Se puede esquematizar en el siguiente cuadro

FV gl sc
, 1 X2
Tratamientos t1 -3 X%— A
r N
1 x2
Raza r1 2_
E X5 N
2 _ 2_ 1 2, X 2
Error N-t-r+1 Zii Xs— 7 E X2- Z/ X N
2 XI 2
Total N-1 3 i Xl/ N
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