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CAPITULO 11

Regresion

Introduccion.-

Con frecuencia se miden dos tipos de variables en cada individuo o unidad
experimental. Un tipo de variable es la denominada variable respuesta o variable
dependiente y la otra es la variable explicativa o variable independiente. Por
consiguiente, se necesita de otros analisis que expresen de una manera mas precisa la
naturaleza de las relaciones entre estos dos tipos de variables.

Cuando se tiene solo variables dependientes, los diferentes analisis parten del
modelo esencial de que la observacién o medida i-€sima de la variable Y es la suma de
una constante o media de la poblacion (u) y una componente aleatoria o error (g), lo
que se ha expresado con el modelo lineal

Yi=Wh+g;

al que se le afiadian mas componentes o factores de acuerdo con el modelo que mejor
representara el problema establecido.

Cuando se tienen variables dependientes y variables independientes, se va a
considerar que la i-ésima medida u observacién de la variable Y es, también, la suma
de una constante o media de la poblacién y del error, pero en este caso la poblacion de
Y viene determinada por el valor i-ésimo de la otra variable, llamada variable
concomitante, variable relacionada, covariable o variable independiente. Por tanto, la
modificacién que se introduce en el modelo anterior consiste en hacer explicito, en el
nuevo modelo, que existe una dependencia entre los valores de las dos variables en
cuestion, o dicho de otro modo, la variabilidad de la variable Y viene determinada en
cierta medida por la variabilidad de la variable X, siendo este nuevo modelo

Yi=“‘Y,xl+8i

que quiere decir que Y; es funcién de la media poblacional de Y en la poblacién
determinada por el valor j-ésimo de X, mas el error ¢.
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La diferencia entre los dos modelos consiste en que antes se tenfa un sélo
parametro, u, mientras que ahora se tiene i parametros, w, que dependen de los
valores X; asociados con ellos, es decir, que pv.xi es la media de Y dado el valor fijo X.

Este modelo permite considerar una posible dependencia entre las variables
pero no especifica el tipo de relacién existente. Para ello, se necesita asumir una de las
infinitas expresiones de proporcionalidad que puede tomar LY. Xi.

Si se asume que en este modelo existe una relacién de proporcionalidad del tipo

HY-X/=BX"

en el que pv.xi es igual al valor X; por una constante de proporcionalidad, B, se tiene
que sustituyendo esta ultima expresién en el modelo, quedaria

Yi=B Xi+eg;

Este modelo indica que X; estd medida sin error apreciable, mientras que la
respuesta observada (Y} tienen un error

€i=Yi_”Y,x,

que son los errores experimentales aleatorios e independientes con media cero y
varianza constante.

Como se ha dicho en un péarrafo anterior, existen practicamente infinitas
relaciones de proporcionalidad, algunas de las mas comunes, y que se estudiaran mas
adelante en el capitulos 14, son

IJY.X,- = BXi

= XB

IJYX, 1
exp(irx) = xP

A la constante de proporcionalidad, B, se le denomina en estadistica coeficiente
de regresion, lo que nos lleva al concepto de regresién como la relacién entre dos (o
mas) variables expresada como una funcidén lineal. Como los valores de Y se obtienen
de varias poblaciones, cada una determinada por el valor correspondiente de X, a la
variable Y se le denomina variable dependiente, pues todo valor de Y depende de la
poblacién concreta muestreada, y a la variable X se le denomina variable
independiente. Si se desea puntualizar que el coeficiente de regresion es de la variable
Y sobre la variable X se escribe by.x.

El coeficiente de regresion mas utilizado es Y;=B X;+¢;, en el que la relacién

de proporcionalidad es lineal. La mayor utilidad de este coeficiente de regresion lineal
no es solo por su ajuste a multitud de procesos naturales, sino porque muchas
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relaciones curvilineas, como las vistas en la pagina anterior, se pueden linealizar por
transformaciones logaritmicas y utilizar, entonces, la regresién lineal, como se
estudiara mas adelante.

Relacion funcional/Relacién causal.-

En cualquier andlisis de los dos tipos de variables se espera que la relacién
funcional hallada represente algin mecanismo basico asociado con los factores y
variables investigados, sin embargo pocas veces el nivel de conocimientos es
suficiente como para determinar una relacién causa-efecto, y en todo caso no es la
Estadistica la encargada de determinar este tipo de relacion. A causa de la
incertidumbre en las variables y en los mecanismos basicos, hay que hacer constar
que el supuesto de la existencia de una relacién funcional y el que se haya encontrado
una funcién que se ajusta bien a los datos observados, no presupone la existencia de
una relacién causal entre las variables. Esta relacién causal, en el caso de existir, s6lo
la puede determinar el especialista en la materia en la que se realiz6 el experimento; el
andlisis estadistico es solamente un instrumento de ayuda en el andlisis e
interpretacion de los datos.

Se puede poner como ejemplo un caso histdrico en el que, en cierta localidad
alemana, se observé que el aumento anual de la poblacién humana de dicha localidad
era una funcion lineal del aumento de la poblacién de cigliefias. Esta claro que el
crecimiento de la poblacién humana no tiene su causa en la poblacién de cigliefias,
sino que, mas bien, ambas son efecto de una causa comin no tenida en cuenta en
este experimento.

Regresion lineal.-

El tipo mas simple de regresion sigue la ecuacién uy = X, cuya linea se
representa en esta gréafica

40 -
35
30 -
25 A
20 -
15 1
10

Numero de anillos

0 ‘ H T T L 3 T T T . T 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Edad en afios
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El ejemplo para esta funcién puede ser la relacién entre el nimero de anillos de
crecimiento de un arbol como una funcién de la edad (en afios) del arbol. Sea cual sea
la edad del arbol, el nimero de anillos tendra el mismo valor. La linea descrita por la
funcion pasa por el centro de coordenadas, lo cual significa que un arbol de cero afios
de edad tiene cero anillos, lo cual coincide con lo que se sabe de la fisiologia del
crecimiento de los arboles. Esto permite predecir con seguridad el nimero de anillos
una vez conocida la edad de un arbol.

En la figura siguiente se muestra otra relacién funcional dada por la ecuacién
uy=(1/7)X

E

o y =1/7x

c 4

(1]

© 2

T

=

=0

< 0 5 10 15 20 25 30 35
Edad en dias

Este ejemplo puede ser el de la altura de una planta en centimetros en relacion a su
edad en dias. Se tiene que la variable independiente esta multiplicada por el coeficiente
1/7, es decir, que para un incremento de siete unidades de X habra un incremento de
una unidad de Y, por tanto, el promedio de altura de una planta de siete dias sera de
un ¢m, y la altura promedio de una planta de 14 dias sera de dos c¢m. Este coeficiente
de proporcionalidad, por tanto, nos esta indicando la pendiente de la recta, es decir,
cuanto mayor sea este coeficiente mas inclinada seré la recta y cuanto menor sea este
coeficiente mas horizontal seré la recta. A este coeficiente, que nos indica la pendiente
de la recta, es lo que en estadistica se conoce como coeficiente de Regresidn, que se
simboliza con una B, el parametro y como una b el estadistico. Nétese, asi mismo, que
en el ejemplo anterior el valor de este coeficiente era de uno, es decir, pendiente de la
recta igual a uno que es la tangente de un angulo de 45°, como el que forma dicha
recta con el eje X. En este segundo ejemplo también para X=0, la variable dependiente
también es igual a cero, lo que resulta razonable, pues una planta con cero dias de
edad tendra cero cm de altura.

Otra situacién puede ser la de la funcién yuy = g, es decir, una recta paralela al
eje de las X como la siguiente
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La pendiente de la recta en este caso es cero. Este ejemplo puede ser el del peso de
los nifios al nacimiento en funcion de la edad de la madre. En este caso se observa
que el valor medio que tome Y es independiente del valor que toma X, por lo que se
tiene una recta paralela al eje de las X. Esta recta no pasa, I6gicamente, por el centro
de coordenadas, es decir, no es una linea superpuesta al eje X pues el peso promedio
al nacimiento es de 3.3 Kg, independientemente de la edad de la madre. Aparece,
pues, un nuevo parametro, ¢, que representa el valor de uy para X=0, lo que se
denomina ordenada en el origen

Otra situacion puede ser la descrita en la siguiente figura

160 -
140 -
120 -
100 -
80 -

5y =20+ 15x

’

y =40+ 7,5x

6n sanguinea

z

y = 20+7,5x

Presi
D
o

0 T T T T 1
0 2 4 6 8 10
Microgamos en ml de sangre

en donde se ilustra el efecto de dos compuestos sobre la presién sanguinea en dos
especies de animales domésticos. La relacion descrita en este grafico puede
expresarse mediante la formula o ecuacion lineal yy = o + pX.

La recta superior de la ultima gréfica representa la relacién yy = 20 + 15X, que

es el efecto medio del compuesto A sobre el animal P. La cantidad del compuesto se
mide en microgramos, y la presién sanguinea en milimetros de Hg. A partir de la
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ecuacion dada, es f4cil calcular la presidén sanguinea esperada en el animal después
de una dosis de 9 ug del compuesto, la presién sanguinea seria Y=20+15*9=155 mm
Hg.

Como se puede ver, cuando la variable independiente es igual a cero, la
variable dependiente no es igual a cero, sino que tiene el valor o, es decir, 20 mm Hg
en la primera ecuacién, que es el promedio de la presién sanguinea normal de la
especie P en ausencia de compuesto. No seria razonable pensar que el animal no
tiene presion en ausencia de compuesto. A este valor de ¢, es lo que se conoce como
ordenada en el origen.

Las otras dos funciones de la grafica anterior muestran los efectos al variar los
dos parametros ¢, y B. En la linea inferior uy = 20 + 75X, la ordenada en el origen es la
misma, pero la pendiente se ha reducido a la mitad. Dicha funcién representa el efecto
medio de un compuesto diferente, el B, sobre el mismo organismo P. Obviamente,
cuando no se administra compuesto, la presién sanguinea deberia ser la misma en el
origen, dado que el organismo estudiado en este caso es el mismo al anterior. Sin
embargo, compuestos diferentes es probable que ejerzan efectos hipertensos
diferentes, como queda reflejado por la diferente pendiente de las rectas. La tercera
relacion describe el efecto del compuesto B, pero el experimento se realiza ahora
sobre una especie diferente, la Q, cuya presién sanguinea normal es de 40 mm Hg, De
esta forma, la ecuacion para el efecto del compuesto B sobre la especie Q se escribe
como ur = 40 + 75. Esta pendiente es la misma que la que produce el mismo
compuesto sobre la otra especie, como consecuencia de que al ser el mismo
compuesto, el efecto es el mismo sobre la presién sanguinea.

Como es facil ver, la ecuacion general es yy = o + BX 0 Y=q+XB+e, siendo las
ecuaciones de las tres graficas primeras, respectivamente: yy =0+ 1X, uy = 0 + 1/7 X
y ur=33 +0X.

Se ha comenzado con la linea recta o regresién lineal por simplicidad. A
menudo se escoge una recta como aproximacion porque se ajusta razonablemente
bien en el intervalo de X en cuestion, ain cuando se sepa que la verdadera forma no
es recta; tal es el caso del segundo ejemplo, en el que se vio que el crecimiento de una
planta en cm por dia, se podia explicar con una recta si los dias son pocos, porque es
obvio que una planta no crece linealmente toda su vida.

Estima de la recta de regresién por minimos cuadrados.-

En cualquier situacion real de observaciones bivariantes no se tendran datos
que se extiendan a la perfeccién a lo largo de una linea (recta o no). Aun en ejemplos
en que si debiera haber una recta perfecta, como puede ser medir la temperatura en
escala Fahrenheity en escala Celsius, habré variacién debido a los errores de medida
de Y'y errores debidos a factores ambientales impredecibles; esto impide una relacién
perfecta atn cuando exista una relacién funcional entre variables.

Si se representan los n pares de valores (X, Y) de una experiencia en un
sistema de coordenadas rectangulares, se tendrd una nube de puntos denominada
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diagrama de dispersion. Puesto que las observaciones reales no van a caer
exactamente sobre una linea recta, el problema consiste en trazar una linea recta a
través de estos puntos que represente la tendencia lineal de la nube de puntos. Para
poder trazar esta recta hay que tener un criterio.

El criterio adoptado para trazar esta recta es el mismo que se adoptd en la
Introduccién para el célculo de la varianza, este es el criterio de minimos cuadrados.
Este criterio viene a decir que la suma de los cuadrados de las distancias verticales de
todos los puntos a la recta trazada sea minima, o dicho de otro modo, que esta recta
es la que pasa mas cerca de todos los puntos.

Para entender mejor las explicaciones que siguen supdngase una poblacién de
cuatro pares de valores

NN W ><
oUTWwN

si se representa en un eje rectangular se tendria

10 - 4
8_
6_
I’y
4_
*
2 'Y
O T T T T _l
0 1 2 3 4 5

Si se traza una linea horizontal que pase por el punto (X, Y) se tendria
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La suma de las distancias verticales de todos los puntos a esta linea es cero, pues es
la suma de las diferencias de todos los valores de Y con su media (ver el epigrafe
Varianza de la Introduccion). Esta suma de las desviaciones a cualquier otra linea

horizontal que no pase por Y no sera cero, y la suma de los cuadrados de estas
desviaciones sera mayor que la suma de los cuadrados de la recta horizontal que se

tracen por (X,Y). Esta suma de cuadrados no es sino el numerador de la varianza de

la variable Y, es decir la SCyv;) que se ha estado utilizando en todos los capitulos
anteriores.

Si ahora se hace girar esta recta buscando la tendencia de los puntos y
tomando como centro de giro el punto (X,Y), las suma de las distancia seguiran

siendo cero, pero la suma de los cuadrados de las distancias iran disminuyendo hasta
llegar a una recta para la cual la suma de los cuadrados de las distancias verticales de
todos los puntos sea minima. Esta recta seria la siguiente

o N A~ O 0 O

0 1 2 3 4 5

Si se sigue girando la recta, esta suma de cuadrados comienza de nuevo a aumentar.

Por lo tanto, si existe alguna tendencia lineal, la suma de los cuadrados de las
distancias a la recta que es minima, sera siempre menor que la SCyv). En el caso de
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que no exista relacidon entre ambas variables, la suma de los cuadrados de las
distancias a la recta que es minima sera igual a SCyy), pues esta recta sera horizontal,
como ya se ha visto anteriormente.

La recta de regresion tiene, por tanto, las siguientes propiedades:

1) El punto (X,Y) se encuentra sobre la recta de regresién muestral.
2) La suma de las desviaciones a la recta de regresién es 0

3) La suma de cuadrados de los residuos es minima. Esto es, si se reemplaza la
recta de regresién calculada por cualquier otra recta, la suma de cuadrados
del nuevo conjunto tendra un valor mayor.

Modelo y supuestos de la regresion.-

Por definicién, la verdadera regresion de Y con respecto a X consiste en las
medias de las poblaciones de valores de Y (uv), donde una poblacion esta determinada
por el valor de X. Una linea de regresién no tiene que ser recta. En el muestreo es
necesario suponer la forma de la linea.

El modelo matematico que nos define una observacién es

Yi=lyy, +ei=0+B Xi+g;

como la media paramétrica de Yes

p=o+pX
se tiene que ¢, es

a=p-BX
que sustituyendo en el modelo lineal se tiene

Yi=a+B Xi+e =u—BX+BX; +¢;, =p+B(X; - X) +¢;

donde ¢,y B son los parametros que hay que estimar.

El modelo de regresidn puede ser el Modelo | o con los valores de X fijos, y el
Modelo Il o con los valores de X aleatorios.

El Modelo I o de efectos fijos, es el mas comun por ser el mas adecuado a las
situaciones experimentales que normalmente se presenta. Este modelo se basa en los
siguientes supuestos paramétricos.

Supuesto 1. La variable independiente X se mide sin error, es decir, las X son
fijas. Esto quiere decir que es el experimentador el que selecciona los valores de X, no’
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hay variacién muestral aleatoria. En cambio, los valores de Y deben ser aleatorios con
distribucion normal de media pvx y varianza o°v. Notese que esta suposicién
solamente implica que Y es una variable aleatoria que depende de X, y no toma en
cuenta la forma lineal de la ecuacion. La seleccién de los X puede inducir un conjunto
especifico de valores o simplemente valores que se encuentran dentro de un intervalo
deseado. La respuesta a un compuesto para subir la presién sanguinea, por ejemplo,
puede medirse mediante una serie de diluciones concretas, tal como las de la cuarta
gréfica del presente capitulo; si se pretende saber los valores esperados, se usaran los
mismos X en la repeticién del muestreo.

Existe una relacién muy estrecha entre este Modelo I (de X fijos) y el Modelo | o
de efectos fijos del ANOVA, como se vera mas adelante.

Los valores de la variable independiente, por ejemplo, horas de Iuz, niveles de
temperatura, cantidades de tratamientos, etc, pueden estar espaciados a la misma
distancia o de otra forma que el investigador crea conveniente en la realizacion del
experimento.

Supuesto 2. El valor esperado de la variable Y se describe por la funcién, py =
a + BX, ya descrita anteriormente. Ya se sabe que esto quiere decir que las medias
poblacionales de los valores de Y (uv) son una funcién de X'y se extienden sobre una
linea recta.

Si se realiza una observacién aleatoria de Y para X = X; correctamente
identificada, entonces el experimentador puede proceder a usar esta informacion
correctamente. Pero si se registra incorrectamente el valor de X; entonces los calculos
subsiguientes son incorrectos porque la poblacion de Y esta identificada
incorrectamente.

Supuesto 3. Para cualquier valor dado de X, los valores de Y estan distribuidos
normal e independientemente. Esto equivale a suponer que la variable aleatoria no
observable ¢, o error de medida de la Y, es normal con media cero. No ocurre lo mismo
con la X, ya que es una variable no aleatoria susceptible de ser manipulada por el
investigador.

La varianza observada de todos los valores de Y es, entonces, la suma de la
varianza inherente al material biolégico con el que se este experimentando mas la
varianza debida al error de medida. Por ejemplo, si se aplica una misma dosis de un
preparado que aumenta la presién arterial a una serie de individuos esta claro que la
respuesta a la dosis de los diferentes individuos no va a ser la misma, sino que se
obtendra una distribucién de frecuencias alrededor de un valor esperado consecuencia
del error de medida y de la variabilidad individual en la respuesta a dicho farmaco, tal
como se muestra en esta figura
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X

Naturalmente, es importante procurar el minimo en los errores de medida.

No sera normal que los experimentos de regresion tenga mas de un valor de Y
para cada valor de X. De hecho, los cdlculos basicos que se veran dentro de un
momento seran para un valor de Y por cada valor de X. Sin embargo, incluso en este
caso, la hipdtesis basica del Modelo | de regresién es que el valor Unico de Y
correspondiente al valor dado de X es una muestra de una poblacién de valores
distribuida normal e independientemente.

Supuesto 4. Este supuesto ya se ha citado anteriormente, y es el mismo del
ANOVA, este es el de la homocedasticidad, es decir, que la varianza de Y a lo largo de
la Iinea de regresién es unica, que es, en definitiva, la varianza de ¢. Por tanto, la
varianza a lo largo de la linea de regresién es constante e independiente de la
magnitud de X. Nétese que esto equivale a suponer que la media de Y se modifica con
el valor de X, pero la varianza se mantiene constante.

Para el Modelo I, tanto X como Y son aleatorios, es decir, que X no es fija y
dependiente del control del experimentador, como se muestran en esta figura

Y

Este es el problema clasico de regresién bivariante, en el que se supone
normalidad pero en el que se tendra dos distribuciones, una para cada variable, que
probablemente seran diferentes. El muestreo aleatorio es de individuos en los cuales
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se efectdan pares de medidas. Por ejemplo, se toman ratas y se mide el peso total del
individuo y el peso del higado; la eleccion de cudl es la variable dependiente y cudl es
la variable independiente viene determinada por el problema. Son posibles dos lineas
de regresion la de Y respecto a X'y la de X respecto a Y. Para problemas de este tipo
tal vez sean mas adecuados los métodos relativos a la correlacién, aunque muchas
veces nos interesara describir la relacién funcional entre tales variables, para lo cual se
tiene que recurrir a técnicas especiales de regresién para el modelo I, que se
estudiaran mas adelante.

En la regresién lineal se supone que los ¢ se distribuyen normal e
independientemente con una varianza comun. Si es valido el supuesto de una varianza
comun, se puede aplicar el cuadrado medio del error residual (¢) para hacer inferencias
probabilisticas validas respecto a una media poblacional (uv.xi), independientemente
del valor de X. Este cuadrado medio se calcula a partir de las desviaciones respecto de
la recta de regresién, también llamados residuos (ver siguiente epigrafe). Si las
varianzas no son homogéneas, entonces es necesaria una regresion ponderada o una
transformacion de los datos de tal manera que las varianzas sean homogéneas. Este
es el caso del andlisis probit (ver mas adelante) para porcentajes de mortalidad, donde
la varianza es binomial.

Una vez estimados o, y B, es posible estimar la media de una poblacién de Y sin
haber observado uno solo de los individuos. Por ejemplo, en un estudio semejante al
de la cuarta grafica que se propuso al principio del presente capitulo (pagina 395,
grafica superior), se puede estimar la media de la poblacién de los Y para una
concentracion del compuesto A de X=45 yg/ml en un individuo de la especie P, usando
la ecuacién de regresién ya conocida

Yss = 20+15x45 = 875

Se ha usado la anotacién de Y y no de Y para distinguir lo que es una estima
poblacional sin muestra de lo que es una estima poblacional con muestra,
respectivamente, es decir, la primera es la estima de la media de la poblacién de Y

para X=45, mientras que lo segunda es la estima de la media de Y, para todo valor de
X

a

Las estimas de o, y § se simbolizan como & y B o mas comtnmente como a y

Estima de la recta de regresion.-

Segun el modelo, para estimar la recta de regresion se tiene que estimar ¢, y B
por medio de los estadisticos a y b, siguiendo el criterio de minimos cuadrados, es
decir, haciendo minimo

i(yi_)’}i)

i=1

2

Como
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Y = a+bX

sustituyendo en la expresion que hay que minimizar, se tiene
a 2
Y (Yi—a-bX;)

i=

Por célculo diferencial de la expresion anterior se obtiene el sistema de
ecuaciones normales siguiente

na+y; Xi b=%;Y;
YiXiaty, X,?b=2i XiYi

que resolviéndolas se obtiene

Z-X-Y-—Zixi 2iYi
b _ i 1 i n
E,Xg_f_ZiXi)z
i i n
a=Y-bX

Por tanto, para la estima del coeficiente de regresion, b, se tiene en el
denominador una expresién ya conocida, es la suma de cuadrados de la variable
independiente, X, mientras que en el numerador se tiene una expresién muy semejante
a la del denominador, esta es la suma de productos de ambas variables.

La suma de los productos cruzados, en analogia a la suma de los cuadrados, es

la suma de los productos de las desviaciones de las observaciones de cada variable
respecto de su media correspondiente. La férmula definicion es

SP = 3:(x;-X) (v;-Y)

y la férmula de calculo practico es

SP = 3 XiYi— 2iXi 2 ¥ X;'Zi Yi

La semejanza entre una suma de los productos y una suma de cuadrados, tanto
en la formula de definicién como la practica, es evidente. Si se reemplaza Y por Xen la
férmula de la suma de los productos se obtiene la suma de cuadrados de X.

Cuando la SP se divide por los grados de libertad, recibe el nombre de

covarianza por analogia con la varianza. Una covarianza es una medida de la variacién
conjunta de dos variables y puede ser positiva (si la variacion es directa) o negativa (si
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la variacion es inversa). Es simétrica en X o en Y, y las variables no necesitan
especificarse como dependientes o independientes.

Nétese que si la SP (o la covarianza) es negativa, la pendiente de la recta sera
negativa, es decir, que a medida que se incrementa X disminuye Y.

Por lo tanto el coeficiente de regresién es igual a la suma de los productos
dividido por la suma de cuadrados de X. O bien es igual a la covarianza de XY dividido
por la varianza de X.

Dado que la recta de regresién pasa por el punto (Y, ?), una vez conocido b

se puede hallar la ordenada en el origen, a, tal como se ha visto en la solucién de las
ecuaciones normales.

Por tanto, resumiendo, para la_determinacién de la recta de regresién se
necesita realizar los célculos de X, X2, 5Y, ¥° y XY, cantidades que nos proveen
las calculadoras de bolsillo cuando no nos proveen directamente de by de a.

Ejemplo.-

Se tiene diez lineas de gallinas ponedoras que se caracterizan, entre otras
cosas, por su diferente peso medio. Se toman 50 gallinas de cada linea, de manera
que el peso medio, X, de cada grupo sea el de la linea; y se le mide, ademas, el
consumo de pienso Y en 350 dias. Se quiere saber la funcién que relaciona ambas
variables.

X Y X2 y? XY
2.11 40.73 4.4521 1658.93 85.940
1.99 41 .45 3.9601 1718.10 82.486
2.31 42 .23 5.3361 1783.37 97.551
2.67 45.13 7.1289 2036.72 120.497
2.13 41.77 4.5369 1744.73 88.970
2.31 42 .82 5.3361 1833.55 98.914
2.08 39.50 4.3264 1560.25 82.160
2.31 43 .31 5.3361 1875.76 100.046
2.35 45.04 5.5225 2028.60 105.844
2.22 42 .36 4.,9284 1794 .37 94.039

3 22.48 424 .34 50.8636 18034.39 956.448
22.48 x 42434
SP = 956.4478——T— = 25315
2248
SCi = 508636 -(2248) _ ¢ 3085
25315
b = 7704
0.3285

42.434-7.706x2248 = 25.115

[\
il
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El valor de b nos indica que para un aumento de una unidad del peso de la gallina,
aumenta 7.704 unidades el consumo de pienso en 350 dias. Por lo que la linea de
regresién que explica la variabilidad del consumo de pienso en funcién del peso de las
gallinas es

~

Y = 25.1156+7.704 X

Fuentes de variacion en la regresion.-

El modelo de regresién lineal, considera una observacién como la suma de una
media py.x=a+pXy una componente aleatoria o error €.

En términos de la regresién muestral, una observacién Y estd compuesta de
una media muestral Y determinada por la recta de regresién y una desviacién
muestral o residuo € =Y - Y respecto a la media.

Como aes

se puede sustituir en la expresion

Y = a+bX
obteniendo

Y = (Y-bX)+bX = Y+b(X~-X)

Estas componentes quedan expresadas graficamente de la siguiente forma

(x.y) [/I;= Y-?

9 ILr
/ V-Tzbje-k)
Y= Veb(x-%)
\/"-‘:7’ e
Y| v

Efe de las X

Eje delas Y

A~

Como se ve en la grafica anterior, la desviacién de ¥ con respecto a ¥ es
debida a la regresién, esto es

Y-Y = b(X-X)
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Mientras que el residuo
e=Y-Y

es una estimacién de la desviacién aleatoria o error, €, que también puede expresarse
COmMO €y x.

De manera que la desviacién total de una observacién de la variable Y con
respecto a la media es

Y-Y=(Y=-Y)+(Y-Y)=b(X~X)+ey x

Es decir, la desviacion total de la variable dependiente con respecto a su media es
igual a la desviacion debida a la regresion més la desviacion debida al error. Por tanto

Desviacion Total = Desviacion Regresion + Desviacion Error

Puesto que esta igualdad es cierta para todas las observaciones, se pueden
sumar todas las observaciones y elevar al cuadrado ambos miembros de la anterior
ecuacion, con lo que se tiene

(Y -V = 3 v -V + (% -7f
desarrollando el cuadrado de la suma
SiY; =) = (Y, = V)P 4+ 2V, - V)2 + 25, VY, - V)
el doble producto es cero, por lo que
S =Y = B, V)2 + (Y, - V)2

Por tanto, la suma de cuadrados total de Y puede descomponerse de acuerdo
con estas fuentes de variacion

SC(total) = SC(error) + SC(regresién)

Las expresiones practicas para el calculo de estas sumas de cuadrados son

SCiegresion) = Xi(¥V;i=Y ¥ = Sila+bX;-Y Y = (Y-bXtbX;-YY =
b22,-(x,~—7()2 = b2SC(x)
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como

b = SPxy)
SCx
se tiene
SPx SP?XY)
SC, = bSC =b SC =bSP, =
(regresion) (X) SCwo (X) (xy) SCwx)

Con respecto al error se tiene

SC(error)=Ei(Yi"?)2=2i(Yi_a_in)2=Zi(Yi—?+b7_'in)2=

=X (Yi=Y)=b( X;-X)J? =
=Si(Yi-Y P+B25( Xi- X F-2b3,( Xi- X)(y;-Y) =
= SC(Y)"'bZSC(x)—QbSP(xy) =

SP
= 5Cy+b =22 5Cpxy-2bSPxy) =
SCx

SP?XY)

= SCv)— bSPxy)=SCy - SCro

Por tanto la varianza del error es

32 _ SCerron) _ SC(Y)_bSP(XY) —
Yx -

n-2 n-2

La suma de cuadrados atribuible a la media o término de correccién es

ny? = (%Y P

n

Y la suma de cuadrados total es, Iégicamente
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La varianza de las estimacionesde a, b, Y y ( Y. Xo ) son

&2 = St Zi X
a nSCx)
2 = S?Y-X)
b SCx)
s
Sy) = _;'X
2 = &, 1+M ; X, Interpolado
Y-Xo “\n SCx)
[ (1 (X=X F
2, = &, |[1-|14—+ 22 21
e.Xo Y.X I n SC(X)
1 (Xo-XF
2 = g2 1+—+129 T 7 |- x  extrapolado
Y. Xo Y.x n SCx °

Resumiendo, la distribuciones de los diferentes parametros son

nSCx)
b~N B S%x]

a~Nla S$xZ,X?]

' SCx

1 -X
Y.Xo~N Hy. x,= a+B Xo, s%x[_,;"'(_)isoc—(x)_—)z_]:‘

Puesto que la SC total es la misma independientemente del modelo al que se
ajuste, existira una interdependencia entre las sumas de cuadrados de regresion y del
error, y consecuentemente entre by SC error. A mayor valor de b, menor SC error.

Prueba de ajuste.-

En el epigrafe anterior se ha realizado la descomposicién de la suma de
cuadrados de la variable dependiente en el andlisis de regresién, de manera analoga a
como se realizé6 con el ANOVA. Esta descomposicion de la variacion total puede
usarse para realizar diferentes pruebas de hipétesis de los diferentes parametros que
se han descrito hasta el momento.

Al igual que en el ANOVA se puede realizar un andlisis de la varianza de la
descomposicion de la suma de cuadrados, de la siguiente manera
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FV g Sc cM Fo ECM

. b SPxv)
Regresion 1 b SPxy) b SPxy, ?_ A+t? CMpgy
Y.X

Error n2  SCyy-bSPxy) SPyx o
Total n-1 SC)

Los grados de libertad de la componente debida a la regresion es el nimero de
parametros estimados menos uno. Como se han estimado a y B, se tiene un grado de
libertad.

El cuadrado medio debido a la regresién mide la cantidad de variacién de Y que
es debida a X.

De manera que para las hipétesis

Ho:B=0
H1:B¢O

el estadistico de prueba sera

- CM(regresién)

F
’ Stx

La regla de decision consiste en rechazar H, si F, > Fiin2q). Resulta evidente
que si Fo es grande lo es porque una porcién grande y significativa de la varianza de Y
ha quedado explicada por la regresién sobre X; por lo que se concluird que el ajuste a
la recta es bueno, es decir, que una parte significativa de la variabilidad de Y es debida
a la variabilidad de X.

Coeficiente de determinacion y coeficiente de alineacién o factor de
mejoramiento.-

Como se estudié en el Capitulo 5, la razén de la suma de cuadrados debida al
modelo por la suma de cuadrados total, es el denominado coeficiente de determinacion
que se simboliza como # 0 mas cominmente como

SsP?
_ _SCx

SCy)

Por tanto, este coeficiente indica la proporcién de la suma de cuadrados total de
Y que es atribuible al ajuste del modelo, es decir, a la regresién. Es una medida de
bondad de ajuste al modelo.

Capitulo 11: Regresion 409



E!l campo de variacién de este coeficiente esta entre el 0 y el +1. No puede ser
negativo, independientemente de que lo sea b, pues todas las sumas de cuadrados
son positivas y el numerador es una expresién elevada al cuadrado. Y no puede ser
mayor de uno puesto que la suma de cuadrados explicada de cualquier variable tiene
que ser menor que su suma de cuadrados total, 0, en caso extremo, si explica toda la
variacién de una variable, puede ser tan grande como la suma de cuadrados total, pero
no mayor.

Este coeficiente de determinacién puede indicar ajustes casi perfectos (valores
cercanos al uno) introduciendo en el modelo mas variables (ver mas adelante la
regresién multiple) aunque estas variables sean superfluas y realmente no mejoren el
ajuste; para evitar este problema, se puede ajustar el coeficiente de determinacién para
el nimero (m) de coeficientes de regresién estimados, siendo este ajuste

f, - 1-{0=P0=1
aqj

n-m-1

Este A ajustado tiende a estabilizarse en un cierto valor cuando se introducen
variables adecuadas al ajuste. Aunque para un solo coeficiente de regresion, ambos
valores son préximos.

Hay que hacer notar que el coeficiente de determinacién ajustado puede tener
valores negativos.

Puesto que el valor del coeficiente de determinacién oscila entre 0 y +1, se le
puede restar a 1 con el fin de poder calcular la fraccion de la suma de cuadrados
explicada y no explicada, es decir, la fraccion de la suma de cuadrados total de Y
explicada por la variabilidad de X (debida a la regresion) es

SC(regresién) = ;gi) = TZSC(Y)

Y la suma de cuadrados no explicada por X es

SC(error) = SC(Y)" SP2

= (1-r) sc
SCoy ( ) )

La cantidad 1-# se denomina coeficiente de indeterminacion o de no
determinacion y expresa la proporcién de la varianza de una variable que no ha sido
explicada por la otra variable. La raiz cuadrada de este coeficiente de indeterminacion

1-r?

se denomina coeficiente de alineacién o factor de mejoramiento y mide la falta de
asociacion entre las variables Xe Y.
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Tanto el coeficiente de determinaciéon como de indeterminacion como el
coeficiente de alineacién son cantidades o proporciones indicativas de lo que denomina
su nombre, pero no son estadisticos que permitan hacer inferencias.

Sin embargo, una estima insesgada de la varianza no explicada por la regresién
con la que si se puede realizar inferencias es el CM del residuo o error, que se
simboliza como SPy.x, es decir, la fraccion de la suma de cuadrados total de Y no
explicada por la variabilidad de X dividida por sus grados de libertad (n-2). A su raiz
cuadrada se le denomina error tipico o desviacion tipica de Y para X fijo o bien se le
denomina desviacion tipica o error tipico de Y manteniendo constante X.

Ejemplo.-
Siguiendo con el mismo ejemplo de los pollos.

X Y X sl Xy
2.11 40.73 4.4521 1658.93 85.940
1.99 41.45 3.9601 1718.10 82.486
2.31 42.23 5.3361 1783.37 97.551
2.67 45.13 7.1289 2036.72 120.497
2.13 41.77 4.5369 1744.73 88.970
2.31 42.82 5.3361 1833.55 98.914
2.08 39.50 4.3264 1560.25 82.160
2.31 43.31 5.3361 1875.76 100.046
2.35 45.04 5.5225 2028.60 105.844
2.22 42.36 4.9284 1794.37 94.039

b 22.48 424 .34 50.8636

18034.39 956.4478

SP = 956.4478-22_-48:‘:2i - 25315
2
SCp = 50.8636-(22'% - 0.3286
2
SCpyy = 18034.30 - 42434 _ o 9464
po 25315 _
0.3286
a = 42.434-7.704x2.248 = 25.115
bSPxy = 7.704x2.5315 = 19.5027

SCv)— bSPxy)
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Fv g sc cM F
Regresién 1 19.5027 19.5027 18.477***
Error 8 8.4437 1.0555

Total 9 27.9464

Por lo que se puede concluir que la variacion de X contribuye a la variacion de Y, es
decir, que b es significativamente diferente de cero. Y la recta de regresion que define
esta funcién lineal es

Y=25115+7.707 X
También se puede observar (como se hizo en el ANOVA) que el coeficiente de
determinacion, es decir, la proporcién de la suma de cuadrados total de Y atribuible a la
suma de cuadrados de Y explicada por la variacién de X es

> _ 19.5027

= 0.6978
27.9464
es decir, del 70%.

El valor del coeficiente de determinacién ajustado en este ejemplo, es

1-0.6978)9
Ay = 1—((—8—)—] = 0.66

En este caso, al haber un solo coeficiente de regresién, ambos valores son
préximos.

Continuemos ahora con los errores tipicos de diversos estadisticos de
regresion, su empleo para comprobar hipétesis y el calculo de limites de confianza.

Pruebas de hipétesis e intervalos de confianza para el coeficiente de regresién.-

La varianza debida a la regresién es el cociente de la varianza no explicada
divida por la suma de cuadrados de X, y el error tipico del coeficiente de regresion es la

raiz cuadrada de este valor
<2
Sp = Y.X
SCx

Con este error tipico se puede probar diversas hipétesis y estimar intervalos de
confianza para b.
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Se puede probar cualquier hipdtesis. Por ejemplo, para probar la hipétesis nula
de que el valor muestral de b proviene de una poblacién con un valor paramétrico del
coeficiente de regresion, Bo, se realiza por medio de la t siguiente

Coladerecha Colaizquierda Doscolas
Ho:B<B, Ho:B2B, Ho:B=p,
H1:B>Bo H1:B<Bo H1:B¢Bo

b—Bo
Sp

Esta £ se distribuye como la t de Student por lo que se puede contrastar con la
In-2; or2) para las hipétesis de dos cola y con fin2; o) para las hipétesis de una cola.

Ejemplo.-

Siguiendo con el mismo ejempilo de los. pollos, probar si B>7.

1.0555
= J = 1.7922
Sb 0.3286

Ho:B<7
H:B>7
7.704 -7 '
= ——— = 0.3928
fo = <7922 928 ns

t(8, 0.05) = 1 8595

Se acepta la hipétesis nula, por lo que se puede concluir que, en la poblacién en
donde se tomé esta muestra, por cada unidad de aumento de peso de los polios,
aumenta siete veces el pienso consumido en 350 dias, pero no mas de siete veces.

También se puede probar si es significativa la pendiente

Si B=0

Ho:B=0

Hi:B=0

o= 7.704-0

° 1.7922
t(s, 0.01/2) = 3.3554

= 4.2086**

Se rechaza la hip6tesis nula, por lo que se puede concluir que el coeficiente de
regresion de la poblacién de donde se tomé esta muestra es significativamente
diferente de cero.
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Constatese, asi mismo, que el valor de {, para la hipétesis de B=0 es la raiz
cuadrada de! valor de F del ANOVA para la prueba de bondad de ajuste.

Siguiendo meétodos similares a los ya estudiados resulta facil calcular los limites
de confianza para 8, de la siguiente manera

LCp) = b £ Sptnaarz)

Ejemplo.-

Para los datos de los pollos de carne, los limites de confianza al 95% son

LCp = 7.704 + 1.7922x2.306 = 7.704+4.1328
L = 3.571
[ = 11.837

Por lo que se concluye que B esta entre 3.571 y 11.837 unidades de alimento por
unidad de peso del pollo con un 95% de confianza. Como se ve, estos limites o
intervalos de confianza no incluyen al cero, por lo que se puede concluir, asi mismo,
que B>0.

Estos limites de confianza permitirian trazar otras dos rectas que se cruzarian
entre si y con la recta de regresién en el punto (X, Y).

Pruebas de hipdtesis e intervalos de confianza de la estimacion, por
interpolacién, de un valor Y.-

El error tipico de un valor estimado Y, para un valor dado de X, dentro del
rango de las X muestreadas en el experimento es

n SCx
Como se ve, la varianza del error se ve incrementada en un factor que es proporcional

a la distancia que exista entre la X, y la media X, por lo que cuanto mayor sea la

distancia entre X, y su media mayor sera el error tipico de la estima de Y y mayor, por
tanto, el intervalo de confianza, que seria

LC¥.x,)=Y £ Sg.xo)ttn-2,012)

Si se estiman los limites de confianza de Y para todos los puntos X, del
experimento, y se representan estos puntos en la grafica donde se tiene la recta, se
obtendra dos curvas céncavas a ambos lados de la recta. Es decir, a medida que nos

414 Estadistica Aplicada Uni y Multivariante



alejamos de la media, menos fiable son las estimas de Y como consecuencia de la
incertidumbre de la verdadera pendiente de B.
Ejemplo.-

Para los datos de los pollos, el intervalo de confianza al 95% del valor estimado
Y para X=2 es

Y = 25.115+7.704x2 = 40.523
1 (2-2.248 F
o) = [1.0555 —+15_<€72/ | _ 0.5506
Sv2) \/ {10" 0.3286 }
LCy2) = 40.523+ 0.5506x2.306 = 40.523 +1.2697
L; = 39.2533
LS = 41.7927

Se pueden realizar, también, pruebas de hipétesis para contrastar la hipétesis
nula de que Y esunaestima de My.xo por medio de la siguiente prueba t.

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
HotVSiyx  HotV2pyx HoiV=pyy
HiiY>uyyx  HiiY<pyx  HieY#pyy

Y - pyx

t =
(] S)? Xo

Esta 1, se distribuye como la t de Student por lo que se puede contrastar con la
tn2;ar2) para las hipétesis de dos cola y con #n.2; o) para las hipétesis de una cola.

Ejemplo.-

El ejemplo anterior se podria haber planteado como la prueba de Y=40 para
Xo=2.

Ho:Y =40
|-|1:?¢4O
_ 40.523-40

° " 05506
t8;0.05/2) = 3.306

= 0.9499ns
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Se acepta la hipétesis nula, por lo que se puede concluir que la media de la
poblacién para X=2 es igual a 40.

En el ejemplo SAS del epigrafe Pruebas de hipdtesis e intervalos de confianza
de la prediccién, por extrapolacion, de un valor Y se vera la resolucion, por el SAS, de
este ejemplo.

Pruebas de hipotesis e intervalos de confianza para la media de la variable
dependiente.-

Un caso especial de valores estimados es el de la estima de Y en el punto X.

El error tipico de la media muestral observada Y , se calculé en el capitulo 3, la
expresion que lo mide es

*

I
gl = n-1

Este error tipico se utilizé en el capitulo 4 para estimar los intervalos de confianza de la
media.

Pero ahora se puede explicar parte de la variacién de Y en funcién de la
variacién de X, quedando como varianza no explicada S’vx. Se puede, por tanto,
utilizar el error tipico

1 (X,-X
Sv.x, = ‘/Sffx (;+——————( §C(X) )2]=
S?Y-X)
Sy = \’T
gl =n-2

y utilizar este para el calculo del intervalo de confianza de Y, de la siguiente manera

LCy)= Y+ Siv) tin-2,0/2)

Ejemplo.-

Para los datos de los pollos, los limites de confianza al 95% para Y , son
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Sy, = 1/1'(’:55 - 0.3632

LCw = 42.43410.3632x2.306 = 42.434+0.8375
L; = 41.5965
[5 = 432715

Este intervalo es notablemente mas estrecho que el intervalo de confianza para
la misma media de la variable Y, sin considerar la influencia de la variable X, a pesar
de que aqui se tiene un grado de libertad menos. Recuérdese que este intervalo

hubiera sido
27.9464
- - - = 1.6717
57 = 10
LCw) = 42,434 £1.6717x2.2622 = 42.434 +3.7818
L; = 38.6522
15 = 46.2158

Se pueden realizar también pruebas de hipdtesis para contrastar la hipdtesis
nula de que Y es una estima de la media poblacional po, por medio de la siguiente

prueba t.
Coladerecha Colaizquierda Doscolas
HO:uYSpo HO:lJszo HO:uY=IJo
Hi*ly > Hiiby <M,  HitHy #l,

Sev)

Esta t, se distribuye como la t de Student por lo que se puede contrastar con la
n-2; w2) para las hipétesis de dos cola y con tn-2; o) para las hipétesis de una cola.

Ejemplo.-

El problema anterior se podria haber planteado como la prueba de Y —42
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Ho: Y = 42
Hi: Y # 42
o = 12A434-42 _ 4 1949ns
0.3632
t(s; 0.05/2) = 2.3060

Se acepta la hipétesis nula, luego se puede concluir que la media poblacional de
Y no es diferente de 42.
Pruebas de hipétesis e intervalos de confianza de la ordenada en el origen.-

Otro caso especial es el error tipico y limites de confianza de a, el parametro de

la ordenada en el origen. Este se estima igual que para cualquier Y, teniendo en
cuenta que ahora el valor de Xo=0. El error tipico de a sera

Swx=0) = \/Sfl_x[l"‘o_)_(z] =

s - S x T Xi
L = [ 2XX i A
nSCix

por lo tanto, el intervalo de confianza para a, seria

LC(o)=at tn.2,0/2 S(a)

Ejemplo.-

Para los datos de los pollos, el intervalo de confianza al 95% de la ordenada en
el origen es

a = 25115
1 (0-2.248Y
20y = 11.0555| 1 »0=2248)" | _ 4 0400
Sevo) J [1o+ 0.3286 }
LCu = 25.115%2.306x4.042 = 25.115+9.3209
L, = 15.7941
IS = 34.4359

Se pueden realizar también pruebas de hipétesis para contrastar la hipétesis
nula de que a es una estima de la media poblacional, py, cuando no esta presente la
influencia de la variable X. Otras veces es muy Util probar la hipétesis nula de que la
recta pasa por el origen de coordenadas. Estos contrastes se hacen por medio de la
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siguiente prueba .

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
Ho:a =y, Hota2y,  Hota=y,
Hiza>p, Hia<y, Hi:a#y,

a-y,
Sa

to =

Esta t, se distribuye como la t de Student por lo que se puede contrastar con la
Iin-2; ar2) para las hipétesis de dos cola y con 2, q) para las hipétesis de una cola.

Ejemplo.-

Si los pollos consumen mas pienso cuanto mas pesan es razonable pensar que
esta recta de regresion tendria que pasar por el origen de coordenadas, es decir, que
gallinas de peso cero consuman cero pienso. Como esta hipétesis no puede probarse
experimentalmente, segun el ajuste a la recta en este rango de las X, es de esperar
que sea cierta esta hipétesis.

Ho: =0
Hi:az 0
_ 25115
fo = 4042
5.0410

= 6.213***

t(s; 0.001/2)

Se puede concluir que esta recta no pasa por el centro de coordenadas, o lo que es lo
mismo, que sin la influencia de X el valor medio de Y es diferente de cero.

Analisis de los residuo (ey.x).-

Como se ha visto anteriormente, los valores determinados por la ecuacién de
regresion, son estimaciones de pardmetros poblacionales, es decir, de py.x =a+bX; =

Y . Las diferencias entre éstos valores estimados y los valores observados son
estimaciones de la variacion de Y no explicada por la variacién de X, esto es lo que se
ha denominado residuo.

Los residuos (ev.x) pueden ser particularmente Utiles cuando se representan
respecto de X. Si tienden a ser del mismo signo en ambos extremos de la grafica y de
signos opuestos en el medio, entonces queda comprobado que la respuesta no es
lineal. Si sus magnitudes cambian de manera regular, por ejemplo, aumentando con X,
entonces hay evidencia de heterogeneidad de la varianza. Los valores extremos o
alejados pueden detectarse de la manera que se describe mas adelante.
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Una dificultad con los residuos es que no todos se estiman con la misma
precision. Sin embargo, se puede estimar errores tipicos de los residuos y dividiendo
cada residuo por su error tipico se obtienen residuos tipicos o residuos studentizados.
Estos residuos studentizados se ajustan a la distribucién t con n-2 grados de libertad,
por lo que podria utilizarse como prueba de hipétesis. Sin embargo, esto no es posible
porque la eleccion del residuo no es aleatorio, como es el supuesto de la prueba t, pero
si se puede utilizar para detectar residuos excesivamente grandes (desviaciones
sospechosamente grandes), pues residuos studentizados mayores de 2.5 son
relativamente raros y habria que investigar esta desviacién inusualmente grande.

El error tipico del residuo es,

1 (X,—- X '
sz 1_ _+_O__—
X n SCx

Sevx =

Ejemplo.-

Calclese los valores estimados de Y, los residuos, el error tipico de ambos y el
valor studentizado de los residuos, del mismo ejemplo de las gallinas que se viene
desarrollando en epigrafes anteriores

X Y Y Svx, evx vx Sers erx/ S e
2.11 40.73 41.37 0.41 -0.64 0.41 0.94 -0.68
1.99 41 .45 40.45 0.57 1.00 1.01 0.86 1.17
2.31 42 .23 42 .91 0.34 -0.68 0.46 0.97 -0.70
2.67 45.13 45.68 0.82 -0.55 0.31 0.61 -0.90
2.13 41 .77 41 .52 0.39 0.25 0.06 0.95 0.26
2.31 42 .82 42 .91 0.34 -0.09 0.01 0.97 -0.09
2.08 39.50 41.14 0.44 -1.64 2.69 0.93 -1.77
2.31 43.31 42 .91 0.34 0.40 0.16 0.97 0.41
2.35 45.04 43 .22 0.37 1.82 3.31 0.96 1.90
2.22 42 .36 42 .22 0.33 0.14 0.02 0.97 0.15
22.48 424 .34 424,34 0 8.44

Tal como era de esperar por el criterio minimocuadratico seguido para la estima
de la recta, las sumas de los residuos vale cero, y la suma de los cuadrados de los
residuos (que es la mas pequefia posible) es igual a la de la SCemy de la prueba de
bondad de ajuste, con una ligera variacién debido a errores de redondeo.

Como se observa en la pentiltima columna, los errores tipicos de los residuos
oscilan alrededor de los mismos valores, no hay ningun error tipico excesivamente
grande. Y en la ultima columna se comprueba que ningun valor studentizado del error
sobrepasa en valor absoluto el 2.5, por lo que se puede concluir que no hay ningtn
dato excesivamente alejado de su valor esperado.
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Analisis de las influencias.-

Los valores extremos pueden, a veces, pasar desapercibidos al analisis de los
residuos y sus valores studentizados del epigrafe anterior, porque las estimaciones
minimocuadraticas de la recta de regresién tienden a situarse en valores intermedios
de las observaciones extremas. Por tanto, las estimas de los residuos de dichas
observaciones pueden no ser especialmente grandes, interfiriendo en la busqueda de
valores extremos. Esta dificultad puede ser soslayada si se calculan las estimas y
estadisticos de la observacion cuestionada por medio de una recta de regresion
estimada con todos los pares de valores menos con el punto cuestionado. Esto no
requiere la repeticién de todos los célculos, pues basta con restarle a los sumatorios
basicos (ZX, X2 2, £¥2y £XY) el valor correspondiente de la observacién eliminada.
En todo caso, los paquetes estadisticos proveen de estos estadisticos.

Dichos estadisticos se anotan con el subindice -i refiriéndose este subindice al
subindice de la observacién omitida. Por ejemplo, S, es la varianza de la regresion
estimada sin el segundo par de valores, de las parejas de valores que se tienen. Estos
estadisticos nos indican la potencial influencia de una observacién concreta.

Residuos studentizados.-

El primer estadistico es una versidn de los residuos studentizados, en el que los
residuos se dividen, como en el caso anterior, por los errores tipicos de los residuos,
pero utilizando para el calculo de dichos errores tipicos, la varianza del error calculada

con todos los pares de valores menos con el par en cuestién, es decir, SPyxi.

Este residuo studentizado se calcularia

Yi-Y;

SGY, Xi—i

siendo

Este residuo studentizado se distribuye con la misma ty con los mismos g/ que
el del epigrafe anterior, pero es mas sensible que aquel, siendo el criterio el mismo, es
decir, rechazar por extremos las observaciones que de un residuo studentizado mayor
de 2.5.
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Diferencias de ajustes.-

Un segundo estadistico es el que se puede denominar diferencias de ajustes,
consiste en la diferencia entre dos valores estimados de la misma Y, la primera
estimacion es la realizada con la ecuacién de la recta calculada con todos los pares de

valores, es decir, Y;, y la segunda es la estimacién realizada con la ecuacién de la

recta calculada con todos los pares de valores menos con el par en cuestién, es decir,
Y .;. Esta diferencia es dividida por el error tipico de un valor estimado, pero utilizando

la varianza del error calculada con todos los pares de valores menos el par en
cuestion, esto es, con la simbolizada como Sy.x..

El calculo de estas diferencias de ajuste seria

?i - Vi, -i
SﬁXH

DA =

siendo

SﬁXH

Este estadistico es un buen indicador de la influencia. Se sugiere, que un buen
criterio para detectar observaciones influyentes, es el de las observaciones que
superen, en valor absoluto, el valor

o |MH
n

siendo m el nimero de variables independientes y n el nimero de pares de valores.

D de Cook.-

Un tercer estadistico es la D de Cook, que es semejante al anterior, pero en
este, a diferencia del anterior, se ufiliza la varianza del error de todas las
observaciones, es decir, el error tipico de un valor estimado; y se eleva al cuadrado y
divide por dos, para resaltar mas los valores extremos.

El calculo de esta D de Cook seria
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Medida tipificada de lo extrema que es una observacién.-

Otro estadistico seria h;,

_1_+(Xo_—)—()2

hi =
' n SCx)

que indica la influencia de cada observacién. Este es una medida tipificada de lo
extrema que es una observacion, en el espacio de las X, con respecto al centro.

La suma de todos los h; vale m+1, siendo m el nimero de variables
independientes, por tanto, el valor esperado de h; es (m+1)/n; si una observacién
supera dos veces este valor, se puede considerar que tiene una gran influencia.

Proporcion de las varianzas generalizadas.-

Otro estadistico es la proporcion de las varianzas generalizadas. La varianza
generalizada de una muestra de pares de valores, es la razon entre la varianza del
error y la suma de cuadrados de la variable independiente por el ndmero de
observaciones, esto es

SV x
nSCx)

PVG =
Este estadistico es el resultado de dividir la varianza generalizada sin la /-ésima
observacién y la varianza generalizada con todas las observaciones, es decir

s%.X -l

PVG = 1550

Si el valor de este estadistico es superior a uno indica que la inclusién de dicha
observacion tiene como resultado incrementar la precisién, mientras que un valor
inferior a uno tiene como resultado una disminucién de la precisién. Se sugiere que
valores que excedan a la unidad en

3(m+1)
n

pueden ser considerados como excesivos.

Diferencias tipificadas de las by de las a.-

Otro estadistico es la diferencia tipificada de la regresion calculada con todos y
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sin el /-ésimo valor. Y lo mismo para la ordenada en el origen.

También puede ser de utilidad comparar la suma de cuadrados residual (suma
de los cuadrados de todos los residuos) con la suma de cuadrados residual estimada,
esto es, la suma de los cuadrados de los residuos obtenidos restandole al valor
observado el valor estimando con arreglo a la ecuacion calculada con todos los demas
valores. La suma de cuadrados residual estimada se espera sea mayor que la original,
y sera mucho mayor cuanto mas valores extremos haya.

Ejemplo.-

Calculese todos estos estadisticos de influencia en

el mismo ejemplo de los

pollos.

b. a.i Yii ef'.x,», 4 Stx.i erx/ Soy. DA
7.385 25.909 41.491 0.579 1.139 -0.778 -0.283
8.835 22.429 40.011 2.072 0.999 1.724 0.792
7.850 24.865 42.997 0.589 1.131 -0.766 -0.242
9.697 20.790 46.681 2.406 1.083 -2.492 -1.195
7.807 24.854 41.484 0.082 1.195 0.282 0.098
7.724 25.081 42.923 0.011 1.204 -0.100 -0.033
6.675 27.631 41.514 4.056 0.734 -2.606 -1.015
7.620 25.259 42.862 0.201 1.180 0.438 0.137
7.054 26.367 42.944 4.394 0.661 2.767 0.934
7.718 25.068 42.202 0.025 1.202 0.152 0.045

14.415

D h; PVG (b-b.)/Sb (a-a.)/Sa
0.043 0.158 1.278 0.178 -0.196
0.297 0.303 1.358 -0.631 0.664
0.031 0.112 1.207 -0.081 0.062
0.733 0.642 2.865 -1.112 1.070
0.005 0.142 1.321 -0.058 0.064
0.001 0.112 1.284 -0.011 0.009
0.358 0.186 0.854 0.574 -0.622
0.010 0.112 1.259 0.047 -0.036
0.273 0.132 0.721 0.363 -0.310
0.001 0.102 1.269 -0.008 0.012

2.001

Indiquemos y comentemos los calculos para la primera observacion. Si de los
diez pares de valores de este ejemplo, eliminamos el primero, se tendria
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20.37 x 383.61

2
SCr = 46.4115-2937" _ 3074
2
b= 22701 _ 5 ag48
0.3074
a = 42.6233-2.2633x7.3848 = 25.909

bSPyy, =7.3848x2.2701 = 16.7642
SCy~bSPxy) = 24.7431-16.7642 = 7.9589

La estima de la primera observacién con la ecuacién de regresién calculada con
todas las demas observaciones, es

Y = 25.909+7.3848x2.11 = 41.4909
El error de esta estima es

ev.x, = 40.73-41.4909 = —0.7609

La varianza del error es

SCiv)— bSPxy 24.7231-16.7642
Spxi = T = - - 1.5918

El error tipico del residuos es

_ |1 (Xi—y)2
Sev,x—i - \/Sff.x-i |:1 [n+ SC(X) }

15018 |1-[ (21122248 7))
10" 03286

1.1577

Por tanto el nuevo residuo studentizado es

ey.x - - 06407
S 1.1577

ey.X-i

= -0.553

Como se observa no supera el 2.5, por lo que se puede afirmar que el valor de esta
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observacién no es estadisticamente excesivo.

Para la diferencia de ajuste de esta observacion se necesita el error tipico de un
valor estimado, utilizando como varianza del error la calculada con todos los demas
pares de valores, este error tipico es

S)".Xi,.i = \/sf’.x-i {—1'+—(Xi_x}2]=

n  SCx)

_ ly130s [ 1, (211-2.248 )
10 0.3286

= 0.4243

Por lo tanto, la diferencia de ajuste es

pa = YimVii _ 413707 - 414909 _ 000
S¥x,., 0.4243

Como se observa, no supera en valor absoluto la cifra:

2 /’"_*1 - 2,/31 - 0.894
n 10

por lo que es una observacién no influyente.

La Dde Cookes

[ V\;‘A?l,-i) (_0.1202 )2
D = Yxi j _ \ 0408 = 0.0434
2 2

La hies
1 _(211-2.248 F

= 0.1579
10 0.3286

hi =

como se ve no supera el valor:

oM _ 52 _ o4
n 10

por lo que esta observacion estd poco alejada del centro del espacio de las X.

La proporcién de varianzas generalizadas es
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1.1398
- 9x0.3074 _
PVG = 1.2827
10x0.3286

Como este valor no es inferior a ia unidad, la inclusién de esta pareja de valores no

disminuye la precision.

Para la diferencia tipificada entre el coeficiente de regresién obtenido con todos
los pares de valores y el obtenido con todos menos con el i-ésimo, al igual que con la
ordenada en el origen, se realiza exactamente igual que las pruebas de hipétesis que

vimos anteriormente para ambos parametros.

Como se ve, la suma de los residuos estimados es algo mayor que la suma de

cuadrados del error, pero no varias unidades mayor.

Antes de seguir adelante veamos la resolucién por el SAS del ejemplo que

hemos estado realizando desde el comienzo de este Capitulo.

Archivo del programa SAS (C11-1.SAS).-

title ‘Regresién, residuos e influencias’;
options 1ls=75 ps=60;

data ejereg;

infile ‘'cll-1.dat';

input peso alimento;

proc reg;
model alimento = peso / R influence;
run;
title 'prueba para b=0 (es la salida anterior por defecto)';
pesol:test peso = 0;
run;
title 'prueba para b=7 (se puede probar cualquier valor)';
peso7:test peso = 7;
run;

title 'vValores estimados, Residuos e Influencia de los datos';

Archivo de datos (C11-1.DAT) .-

2.11 40.73
1.99 41.45
2.31 42.23
2.67 45.13
2.13 41.77
2.31 42.82
2.08 39.50
2.31 43.31
2.35 45.04
2.22 42.36
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Archivo de resultados (C11-1.LST) .-

Valores estimados, Residuos e Influencia de los datos

Model: MODEL1
Dependent Variable: ALIMENTO

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 19.50448 19.50448 18.488 0.0026
Error 8 8.43976 1.05497
C Total 9 27.94424
Root MSE 1.02712 R-square 0.6980
Dep Mean 42.43400 Adj R-sq 0.6602
Cc.v. 2.42051
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 25.113672 4.04125572 6.214 0.0003
PESO 1 7.704772 1.79189594 4.300 0.0026
Dep Var Predict Std Err Std Err Student
Obs ALIMENTO Value Predict Residual Residual Residual
1 40.7300 41.3707 0.408 -0.6407 0.943 -0.680
2 41.4500 40.4462 0.565 1.0038 0.858 1.170
3 42.2300 42.9117 0.343 -0.6817 0.968 -0.704
4 45.1300 45.6854 0.823 -0.5554 0.615 -0.904
5 41.7700 41.5248 0.388 0.2452 0.951 0.258
6 42.8200 42.9117 0.343 -0.0917 0.968 -0.095
7 39.5000 41.1396 0.443 -1.6396 0.927 -1.769
8 43.3100 42.9117 0.343 0.3983 0.968 0.411
9 45.0400 43.2199 0.373 1.8201 0.957 1.902
10 42.3600 42.2183 0.329 0.1417 0.973 0.146
Cook's Hat Diag Cov
Obs -2-1-0 1 2 D Rstudent H Ratio Dffits
1 * 0.043 -0.6551 0.1580 1.3771 -0.2837
2 *x 0.297 1.2025 0.3026 1.2865 0.7921
3 * 0.031 -0.6801 0.1117 1.2937 -0.2412
4 * 0.732 -0.8922 0.6420 2.9415 -1.1948
5 0.006 0.2421 0.1424 1.4978 0.0986
6 0.001 ~-0.0887 0.1117 1.4671 -0.0314
7 *ok 0.357 -2.1211 0.1859 0.5945 -1.0136
8 0.011 0.3890 0.1117 1.4088 0.1379
9 i 0.274 2.4031 0.1317 0.4516 0.9357
10 0.001 0.1364 0.1024 1.4474 0.0461
INTERCEP PESO
Obs Dfbetas Dfbetas
1 -0.1895 0.1719
2 0.6826 -0.6481
3 0.0595 -0.0781
4 1.0564 -1.0978
5 0.0603 -0.0538
6 0.0078 -0.0102
7 -0.7465 0.6890
8 -0.0340 0.0446
9 -0.3919 0.4589
10 0.0107 -0.0070
Sum of Residuals 0
Sum of Squared Residuals 8.4398
Predicted Resid SS (Press) 14.4151
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prueba para b=0 (es la salida anterior por defecto)

Dependent Variable: ALIMENTO
Test: PESOQ Numerator: 19.5045 DF: 1 F value: 18.4882
Denominator: 1.05497 ©DF: 8 Prob>F: 0.0026

Dependent Variable: ALIMENTO
Test: PESO7 Numerator: 0.1632 DF:
Denominator: 1.05497 DF:

F value: 0.1547
Prob>F: 0.7044

@©

Con el error tipico de las predicciones (Std Err Predict) se puede estimar los
intervalos de confianza de las estimaciones y de las predicciones, pero el SAS también
provee de estos intervalos, lo cual se vera en el ejemplo SAS del siguiente epigrafe.

Como se ha dicho en el epigrafe Andlisis de los residuos, los residuos (ey.x)
pueden ser particularmente utiles cuando se representan respecto de X. Si tienden a
ser del mismo signo en ambos extremos de la grafica y de signos opuestos en el
medio, entonces queda comprobado que la respuesta no es lineal. Si sus magnitudes
cambian de manera regular, por ejemplo, aumentando con X, entonces hay evidencia
de heterogeneidad de la varianza.

Si se quiere hacer dicha representacién se haria con el siguiente programa
SAS.

Archivo del programa SAS (C11-2.SAS).-

title 'Grafica de residuos respecto a la variable independiente’;
option ls=64 ps=40;
data ejereg;
infile 'cll-1l.dat’';
input peso alimento;
proc reg;
model alimento=peso/p noprint;
plot residual.*peso='*"';
run;
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Archivo de resultados (C11-2.LST).-

Grafica de residuos respecto a la variable independiente

——t———— o F———— - - - - o +--
RESIDUAL | |
2 + +
*
1+ * +
R
e *
s *
i *
d 0 + +
u *
a
1
* *
*
-1 + +
*
-2 + +

PESO

Como se ve, hay cinco residuos mayor de cero y cinco residuos menores de
cero. Eso ya se sabia viendo la columna encabezada por ey.x en la tabla del Andlisis
de los residuos. La ventaja de la grafica es que si hay una desviacién significativa se
puede visualizar la tendencia de esta desviacién, como se vera en el ejemplos del
epigrafe Curvas polinémicas.

Varios valores de Y por cada valor de X.-

Se puede dar el caso en el que se realicen varias medidas de la variable
dependiente para cada valor de la variables independiente, por lo que se obtiene una
distribucién de los valores de Y para cada valor de X.

En el ejemplo de las gallinas, que se ha visto anteriormente, habia tres valores
de pienso consumido en 350 dias para un peso promedio de 2.31. Estas o mas
repeticiones se pueden producir para los otros pesos, existiendo, por tanto, ocho pesos
diferentes y varios valores repetidos de cantidad de pienso consumido para cada peso.
Este disefio es igual al que vimos en el capitulo 5 y que se analizé por medio de un
andlisis de varianza de una via. Es decir, los diferentes pesos pueden ser considerados
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como los diferentes niveles del factor peso o como los diferentes tratamientos y se
puede estudiar el efecto que el peso promedio del individuo tiene sobre el consumo de
pienso para establecer si existen diferencias en la cantidad de pienso consumido por
los diez grupos. Y como este factor es cuantitativo se puede, también, establecer una
linea de regresion de cantidad de pienso sobre el peso, tal como se ha hecho en este
capitulo.

Recuérdese que la desviacion de una observacion cualquiera respecto de la
media general, en el modelo de una via es

Yi=Y. = (Yi=Y.)HYi=Y)

y que la desviacién de una observacién respecto a la media general en el modelo de
regresion lineal es

Y=Y = (Y, =Y)+Yi-y,)

Por lo tanto se puede hacer ambos analisis. En una primera aproximacion se
puede realizar un ANOVA de una via. Si este analisis da claramente no significativo,
indicaria que las medias de la variable dependiente no son significativamente
diferentes entre ellas y, por tanto, la recta que ajustemos tendra una pendiente,
estadisticamente, no diferente de cero. Si el analisis de la varianza da significativo,
puede ser porque las medias de los grupos (la variable dependiente) aumentan o
disminuyen conforme aumenta o disminuye el valor de la variable independiente, por lo
que habra una regresién significativa de la Y en la X Esta regresién puede ser
significativa aunque el analisis de la varianza haya dado no significativo pero préximo a
los niveles criticos. Para nuestro ejemplo, esta significacion en el ANOVA puede ser
porque aumenta o disminuye el consumo de pienso cuando aumenta o disminuye el
peso promedio. Si el ANOVA ha dado significativo y la regresion no es
significativamente diferente de cero, es porque el cambio de las medias de la variable
Y para los diferentes grupos de la variable X no es recta, sino que es curvilinea y
habria que hacer el ajuste a un polinomio (ver mas adelante).

El calculo del coeficiente de regresion y la prueba de ajuste se hace de la misma
manera que se ha visto a lo largo de este capitulo, la Unica precaucion es la de repetir
el valor de X para los diferentes valores de Y de cada grupo.

Pero también se puede realizar ambos andlisis conjuntamente, si se observa
que el miembro de la izquierda de la desviacion de una observacion con respecto a la
media general en el modelo de regresién, que se ha expuesto mas arriba, es asi
cuando solo hay una medida de Y para cada valor de X, pero si se tiene varias
medidas de Y para cada valor de X este miembro de la izquierda seria la desviaciéon de
la media de cada grupo con respecto a la media general, es decir,

i-Y =V -V

y como se ve, esto es la desviacion debida al efecto del i-ésimo nivel del factor, tal
como se expresa en el primer miembro de la parte derecha de la expresion de la
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desviacion de una observacién cualquiera respecto de su media general, en el modelo
de una via, que se ha anotado unos parrafos mas arriba. Por tanto, este miembro a su
vez es igual a

Yi-Y. = (Y=Y )HY.-V)
quedando una expresion compuesta de la siguiente manera
Yi=Y. = Vi~V = 0-¥)+Ti- vy -¥)

que permitira realizar un andlisis teniendo en cuenta, a la vez, la descomposicién de la
suma de cuadrados a la que conduce ambas desviaciones.

Este analisis puede quedar de la siguiente manera

Fv g sC cM Fo
CM(t
Tratamientos -1 SCm % v : Ej
; bs Pxy)
Regresion 1 b SPixy) b SPxy) _32
Y.X
i SCr)=b SPxvy _S¥x
Residuo -2 SCm-bSPxv) T3 Mg
Error Nt  SCv-SCm SCe)
N-t
Total N-1 SCy
siendo
_ Y Y
SCm = % m N
SCm—bSPxy)
Svx = Era

Las pruebas de hipStesis para Tratamientos y para Regresion tienen el mismo
sentido que el estudiado anteriormente. Pero la prueba de hipétesis del Residuo o de la
desviacion de la regresion es nueva, si esta prueba es no significativa indica que la
variabilidad de Y es explicada suficientemente como una funcién lineal de X, en el caso
de que la prueba fuera significativa, indicaria, si la prueba de la regresion es
significativa, que existe una gran heterogeneidad aleatoria alrededor de la linea de
regresion, y si la prueba de la regresién es no significativa, indicaria que la relacién
funcional es curvilinea.
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Ejemplo.-

Siguiendo con el ejemplo de los pollos visto anteriormente, ahora se tiene ocho
lineas de pollos que se caracterizan, entre otras cosas, por su diferente peso medio.
Se toman 50 gallinas de cada linea, de manera que el peso medio, X, de cada grupo
sea el de la linea; y le medimos, ademés, el consumo de pienso Y en 350 dias. Para
aumentar la precision se hacen cuatro repeticiones. Se quiere saber si existe diferencia
en el consumo de pienso entre las lineas, y en el caso positivo, se quiere saber que
parte de la variabilidad del consumo de pienso de las lineas es debida a la regresion
lineal con el peso de las lineas y si esta regresion lineal es suficiente para expiicar esta
variabilidad.

Linea 1 2 3 4 5 6 7 8
Peso 1.99 2.09 2.13 2.18 2.22 2.31 2.36 2.68

41.46 39.51 41.78 40.73 42.37 42.23 45.04 45.13
Consu- 40.96 39.14 41.59 40.10 41.87 43.32 44.50 44.99
mo 41.73 40.01 42.14 40.91 42.68 42.82 42.82 45.27
41.28 39.60 41.82 40.78 42.27 42.37 44.99 45.18

Y 165.43 158.26 167.33 162.52 169.19 170.74 177.35 180.57

X 7.96 8.36 8.52 8.72 8.88 9.24 9.44 10.72
Y = 42.23
X = 224
2
SCm = 57165.336-95% = 94.8693
2
SCp = 16253611847 _ 4 »55p
2
SCw) = 57170.932-135% = 100.4657
SPpy) = 3043.1604—71'84212351'39 = 9.2898
po 92898 _ ..
12552

a = 42.23-7.401x2.24 = 25.6518

FV g sC cM F
Lineas 7 94.869 13.553 58.17***

Regresio’n 1 68.755 68.755 15.79%*%*

Residuo 6 26.114 4.352 18.68%%**
Error 24 5.596 0.233
Total 31 100.465
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Como se observa, existe diferencias significativas entre lineas para el consumo
de pienso. Parte de estas diferencias es achacable a que este consumo es funcién
lineal del peso de los individuos, tal como muestra la significacién de la prueba de la
Regresion, aunque queda otra variabilidad no explicada por la regresién tal como
muestra la significacién de la componente Residuo, que se estudiara en el siguiente
epigrafe.

Dado que existe una regresién significativa del consumo en el peso, podemos
calcular la funcidn lineal que relaciona ambas variables, siendo esta

Y = 25.6518 +7.401 X

Archivo del programa SAS (C11.3.SAS).-

Title 'Anova y Regresién';
options 1s=75 ps=60;
data regres;
infile 'cll-3.dat’';
input linea $ peso alimento @@€;
title 'MODEL=1ineas LINEA=Residuo’;
proc glm;
class linea;

model alimento = peso linea / ssl;
run;
title 'PESO= Regresién';

test h=peso e=linea;

run;
title 'Andlisis de regresidn sin tener en cuenta las lineas’;
proc reg;

model alimento = peso;
run;

title 'Andlisis de varianza sin tener en cuenta la regresién’;
proc anova;
class linea;
model alimento = linea;
run;

Archivo de datos (C11.3.DAT).-

L1 1.99 41.46 L1 1.99 40.96 L1 1.99 41.73 ©L1 1.99 41.28
L2 2.09 39.51 L2 2.09 39.14 L2 2.09 40.01 L2 2.09 39.60
L3 2.13 41.78 L3 2.13 41.59 L3 2.13 42.14 L3 2.13 41.82
L4 2.18 40.73 L4 2.18 40.10 L4 2.18 40.91 L4 2.18 40.78
L5 2.22 42.37 L5 2.22 41.87 L5 2.22 42.68 L5 2.22 42.27
L6 2.31 42.23 L6 2.31 43.32 L6 2.31 42.82 L6 2.31 42.37
L7 2.36 45.04 L7 2.36 44.50 L7 2.36 42.82 L7 2.36 44.99
L8 2.68 45.13 1.8 2.68 44.99 L8 2.68 45.27 L8 2.68 45.18
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Archivo de resultados (C11-3.LST).-

MODEL=1ineas LINEA=Residuo
General Linear Models Procedure
Dependent Variable: ALIMENTO
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 7 94.8690969 13.5527281 58.12 0.0001
Error 24 5.5965750 0.2331906
Corrected Total 31 100.4656719
R-Square C.V. Root MSE ALIMENTO Mean
0.944294 1.143470 0.48290 42,2309
Source DF Type I SS Mean Square F Value Pr > F
PESO 1 68.7550295 68.7550295 294.84 0.0001
LINEA 6 26.1140674 4.3523446 18.66 0.0001
PESO= Regresidén
Tests of Hypotheses using the Type I MS for LINEA as an error term
Source DF Type I SS Mean Square F Value Pr > F
PESO 1 68.7550295 68.7550295 15.80 0.0073
Andlisis de regresidén sin tener en cuenta las lineas
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 68.75503 68.75503 65.046 0.0001
Error 30 31.71064 1.05702
C Total 31 100.46567
Root MSE 1.02812 R-square 0.6844
Dep Mean 42.23094 Adj R-sa 0.6738
c.v. 2.43451
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 25.615487 2.06816518 12.386 0.0001
PESO 1 7.401091 0.91766766 8.065 0.0001
Andlisis de varianza sin tener en cuenta la regresién
Analysis of Variance Procedure
Dependent Variable: ALIMENTO
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 7 94.8690969 13.5527281 58.12 0.0001
Error 24 5.5965750 0.2331906
Corrected Total 31 100.4656719
R~Square C.V. Root MSE ALIMENTO Mean
0.944294 1.143470 0.48290 42,2309
Source DF Anova SS Mean Square F Value Pr > F
LINEA 7 94.8690969 13.5527281 58.12 0.0001
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Valores de regresion y valores ajustados.-

Los valores determinados por la ecuacién de regresién, valores de regresion,
de Y son estimaciones de parametros poblacionales, es decir, de pyx = a + bX. Las
diferencias entre éstos y los valores observados son estimaciones de la variacién de Y
no explicada por la variacién de X. En la siguiente tabla presentamos los residuos
observados para e! mismo ejemplo (el primero) de los pollos.

X Y Y evx Y+teyx
1.99 41.36 40.37 -0.99 42 .35
2.09 39.56 41.12 1.56 38.00
2.13 41.83 41 .41 -0.42 42 .25
2.18 40.63 41.78 1.15 39.48
2.22 42 .30 42 .08 -0.22 42 .52
2.31 42.68 42 .75 0.07 42 .61
2.36 44 .34 43 .12 -1.22 45.56
2.68 45.14 45.49 0.35 44.79

17.96 337.84 338.12 0.28

A los valores ajustados (ultima columna de tabla anterior), se les ha eliminado
la contribucién debida a la regresién. Es como si el consumo de pienso de cada linea
se moviera paralelamente a la recta de regresién muestral para cada valor de Xy se
midiese entonces como un nuevo valor ajustado de Y, es decir, en este ejemplo son los
consumos ajustados, que son los esperados si todas las gallinas de las ocho lineas
tuvieran el mismo peso del cuerpo. Estos se obtienen sumandole los residuos a

Y =93.275

Yag = Yrerx = —bX-X)

Las comparaciones entre medias ajustadas son muy utiles. En el ejemplo
anterior, pongamos por caso, puede ser interesante saber cual es el consumo de
pienso debido a la l/inea quitandole la influencia del peso del cuerpo, como si las
gallinas de las ocho lineas pesaran lo mismo. Ese consumo estimado o ajustado es el
de la ultima columna de la tabla anterior. Ahora se puede hacer un analisis de varianza
de estos valores ajustados, lo que nos dara si existe diferencia para el consumo del
pienso entre las lineas como si todas pesaran lo mismo. Esta prueba se hizo en el
ejemplo del epigrafe anterior cuando se probd el Residuo, que al dar significativo,
indica que el consumo de pienso de las diferentes lineas es diferente, aunque todas las
gallinas pesaran lo mismo.

Esta prueba la hace el paquete estadistico SAS con el procedimiento GLM tal

como se vio en el ejemplo SAS del epigrafe anterior. En el capitulo 13 se hace un
ejemplo en el epigrafe igual a este.
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Prueba de homogeneidad de dos o més lineas de regresion.-

A menudo el experimentador obtiene dos o mas lineas de regresion a partir de
datos analogos y desea saber si las relaciones funcionales descritas por las
ecuaciones de regresién son las mismas o diferentes. Por ejemplo, se puede haber
establecido la regresion de la concentracién sanguinea de colestero! sobre la edad en
una muestra de individuos y se puede desear, ahora, comparar esta ecuacién de
regresion con la de otra u otras muestras sometidas a una dieta diferente. Por lo que lo
que se desea es contrastar la homogeneidad de los b, es decir, determinar si pueden
considerarse o no estimaciones de un B comun. E! disefio basico de tal tipo de prueba
es el del andlisis de varianza. Existirdn t muestras representando los grupos de
tratamiento y el control, si lo hay. Existe, sin embargo, un nuevo aspecto de bastante
importancia: en los andlisis de varianza realizados hasta el momento lo han sido para
una variable, la Y. En este ejemplo, Y seria la concentracién de colesterol. Sin
embargo, ahora ademas, para cada lectura de Y tenemos una lectura de X, la edad del
individuo. De manera que son posibles dos analisis de varianza separados, uno para
cada variable y también un andlisis conjunto de la covarianza de X e Y. Es decir,
tenemos un analisis de la covarianza, que aunque se estudiara mas detenidamente en
un préximo capitulo, se vera su utilidad en la comparacién o prueba de homogeneidad
de varios coeficientes de regresion.

Para comprobar la igualdad entre t coeficientes de regresién se necesita la
suma de cuadrados debida a los diferentes coeficientes de regresion, esta es

SC(entre b) = i SC(x,) (bi - B )2

teniendo t-1 grados de libertad y siendo

2 SP(XiYi)
2iSCix,)

b =

Es decir, el coeficiente de regresion medio es igual a la suma de las SP de los t
tratamientos o grupos dividido por la suma de las SC de los t grupos. Para calcular la
suma de cuadrados debida a los diferentes coeficientes de regresion, se le resta a
cada coeficiente de regresion el coeficiente medio, se eleva al cuadrado y se multiplica
por la suma de cuadrados de la variable independiente del grupo, sumandose al final
todas estas cifras.

La formula practica para la suma de cuadrados debida a los diferentes
coeficientes de regresion es

SC(entre b) = 2i SC(regresiéni) - B X SP( XiYi)

El término de error para contrastar si el cuadrado medio debido a los diferentes
coeficientes de regresion es significativo, es la suma de las sumas de cuadrados
residuales de los f grupos, siendo sus grados de libertad la suma de los grados de
libertad de cada coeficiente de regresién
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Global

b= 2.228+3.087+2.882 _ 8197 _ 0.0786
35.58 + 27.68 + 41.08 104.34

SCentrey = 0.1395+0.3443+0.2022 - (0.0786 x 8.197 ) = 0.0420
SCesiduoy = 0.506+0.5120+0.195 = 1.213

SCy, = 536.59- 12661 _ 5 o556
30
Fv g SC cM Fo
Entre b 2 0.0420 0.021 0.415ns
Error 24 1.213 0.0505
Total 26 1.2536

Se concluye que en las tres dietas existe la misma relacién funcional entre el
peso inicial y el peso final.

Archivo del programa SAS (C11-4.SAS).-

title 'Homogeneidad de coeficiente de regresién';
options 1ls=75 ps=60;
data homoregr;
infile 'cll-4.dat"';
input dieta $ X Y @@;
title 'Coeficiente de regresién en cada dieta’';
proc sort; by dieta;
proc reg;
model y=x;
by dieta;
run;
title 'Homogeneidad de coeficientes de regresién';
proc glm;
class dieta;
model Y = dieta X dieta*X;
run;

Archivo de datos (C11-4.DAT).-

A 14.8 4.22 B 15.8 3.78 C 19.8 4.07
A 18.9 3.84 B 19.9 4.65 C 19.9 4.02
A 19.2 4.43 B 21.2 4.04 C 19.2 4.28
A 19.7 4.46 B 15.7 3.71 C 16.7 4.02
A 21.4 4.74 B 19.4 4.20 C 19.4 4.02
A 19.8 4.41 B 19.8 4.46 C 19.8 4.36
A 17.9 4.42 B 17.9 4.33 C 15.9 4.09
A 16.2 4.43 B 19.2 4.46 C 15.2 3.70
A 18.7 4.61 B 18.7 4.08 C 20.7 4.41
A l6.4 4.01 B 18.4 4.42 C 15.4 3.94
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Archivo de resultados (C11-4.LST).-

Coeficiente de regresién en cada dieta
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————————————————————————————————— DIETA=A ——-- o e o e
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 0.13952 0.13952 2.207 0.1757
Error 8 0.50569 0.06321
C Total 9 0.64521
Root MSE 0.25142 R-square 0.2162
Dep Mean 4.35700 Adj R-sg 0.1183
C.V. 5.77047
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 3.211064 0.77542867 4,141 0.0032
X 0.062619 0.04214983 1.486 0.1757
————————————————————————————————— DIETA=B -~ -—mmmm e e
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 0.34428 0.34428 5.363 0.0492
Error 8 0.51353 0.06419
C Total 9 0.85781
Root MSE 0.25336 R-square 0.4013
Dep Mean 4.21300 Adj R-sq 0.3265
C.V. 6.01379
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Exror Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 2.138643 0.89929014 2.378 0.0447
X 0.111525 0.04815667 2.316 0.0492
————————————————————————————————— DIETA=C ———-- o m e
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F value Prob>F
Model 1 0.20219 0.20219 8.132 0.0214
Error 8 0.19890 0.02486
C Total 9 0.40109
Root MSE 0.15768 R-square 0.5041
Dep Mean 4.09100 Adj R-sg 0.4421
C.V. 3.85429
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 2.814165 0.45051176 6.247 0.0002
X 0.070156 0.02460131 2.852 0.0214
Homogeneidad de coeficientes de regresién
General Linear Models Procedure
Dependent Variable: Y
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 5 1.04056813 0.20811363 4.10 0.0078
Error 24 1.21812853 0.05075536
Corrected Total 29 2.25869667
R-Square C.V. Root MSE Y Mean
0.460694 5.338192 0.22529 4.22033
Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
DIETA 2 0.05232051 0.02616026 0.52 0.6037
X 1 0.67380185 0.67380185 13.28 0.0013
X*DIETA 2 0.04202125 0.02101062 0.41 0.6657
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Si se tiene el caso particular de sélo dos rectas de regresion y se quiere hacer el
contraste de homogeneidad tal como se ha visto mds arriba, este equivale a la prueba t

. bi=be

1 1
S +
J g SCix1) SCixz)

se distribuye como una tde Student con gl = m+nz-4.

Siendo S, las sumas de cuadrados residuales combinadas de las dos
regresiones independientes, dividido por los grados de libertad combinados

82 - [SC(Y1) - SC(regresién.1)] + [SC(Yz) - SC(regresién.Z)]
P m=2 + mp—2
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CAPITULO 12

Predicciones y Ajustes

Pruebas de hipétesis e intervalos de confianza de la prediccion, por
extrapolacion, de un valor Y.-

Entre los usos de la regresién esta la prediccién de valores de Y para valores de
X fuera de su campo de variacién. Estos pueden ser valores futuros o bien pueden ser
valores de X que son posibles observar pero es imposible o poco practico medir el
correspondiente valor de Y.

Lo que se ha hecho en el epigrafes Pruebas de hipdtesis e intervalos de
confianza de la estimacion, por interpolacién, de un valor, era estimar un valor de Y,

esto es, Y, entre dos valores de X observados, es decir, se ha estimado Y por
interpolacion. Mientras que ahora de trata de predecir un valor futuro cuya X adn no
existe o, si existe, es inasequible como consecuencia del valor de Y,

Es importante que no se confundan los dos tipos de prediccién. Si se estima, en
el ejemplo anterior, la cantidad de pienso consumido en 350 en gallinas de peso 5.0, se
esta estimando el consumo medio de pienso esperado en gallina de un peso dado.
Pero se podria haber planteado la cuestién como la prediccion del consumo de pienso
de una nueva gallina de peso superior al de las gallinas actuales.

Al predecir un valor o al estimar una media pyx para un X fuera del intervalo
observado, esto es, al extrapolar, se supone que la relacién se mantiene lineal y este
supuesto puede no ser acertado, especialmente si se usa la recta como una
aproximacion y se extrapolan puntos muy alejados del rango muestreado. Para
extrapolar con cierta garantia hay que revisar la recta de regresion a medida que se
acumulan experiencias.

La prediccion se hace igual que la estima de Y , €s decir,

~

Yi=a+bX;

pero el error tipico de la prediccién es, ahora
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Sv.x, = \/Sex (”%*MJ

SCx)
Por lo que se puede realizar pruebas de hipétesis para contrastar la hipétesis nula de
que Y es una estima de Hy.xi por medio de la siguiente prueba .

~

Ho: Y =pyx
HitY £y x

_ Y-uxy

t
o Svx;

Esta t, se distribuye como la t de Student con n-2 grados de libertad.

El intervalo de confianza seria

LCw.x;) = Yit(n—z,a/z)s(y.x,-)
Ejemplo.-

Supdngase que se esta en el afio 1988. Se tiene el censo de cabras en Espaia
durante los afios 1984 a 1988 en miles de cabezas, y se quiere saber cual sera el
censo de la cabafa caprina en 1989.

Afo Cabras

1984 2533 SCp=10

1985 2584 b=253.60

1986 2850 a=-500749

1987 2888

1988 3649 Y = -500749 + 253.6 X
9930 14504

Se observa que la cantidad de cabras va aumentando. Como el vaior de X se ha
tomado con el nimero real del afio (podriamos haber puesto, sencillamente, desde el

afio 1 al 5), la ordenada en el origen nos da la cantidad estimada de cabras en Espafia
el aio cero.

El censo de cabras estimado para el afio préximo es

Yiss = —500749+253.60x1989 = 3661.4

y el error tipico de esta prediccidn es
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1+(1989—1986)2

SV xXress = J51685.7333 [1+5 5 = 329.4542

Por lo que el intervalo de confianza al 95% es

LCiv1980) = 3661.413.182x329.4542 = 3661.4 +1048.3233
L; = 2613.1
LS = 4709.7

Cuando llegé el afio 1989 el censo de cabras en Espafa era de 3780, lo cual
cae dentro de la prediccién que se hizo (L<3661<L%) aunque la estimacion puntual dio
3661-3780=-119 mil cabras por defecto.

Para predecir una media futura de k datos se usa también e! valor de Ia
regresion, aunque el error tipico adecuado para la prediccién viene dado por una
ecuacion semejante a la anterior pero sustituyendo el 1 del interior del paréntesis por
1/k, de manera que queda

72
Svx, = \/ngx [%*%**(Xi X)]

SCx
Ejemplo.-

Sigamos con el ejemplo de los pollos. Supongamos que se han conseguidos
gallinas de peso 3 y se va a realizar una experiencia con 5 grupos de dichas gallinas y
se quiere estimar la cantidad de pienso que consumiran en 350, con un 95% de
confianza.

El error tipico en este caso es

_ 2
Sixg - J1.0555 (LLJ,&%_)] 1 4605

5 10 0.3286

Por lo que los limites de confianza al 95% son

Vs = 25.11547.704x3 = 48.227

LCv3) = 48.227 £2.306x1.4605 = 48.227 + 3.3679
L = 44.8591
L° = 51.5949

Si la experiencia se realizara con un solo grupo de gallinas de peso medio 3,
el error tipico se calcularia como en el ejemplo de las cabras.
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1 (3-2248 F
s = [1.0555 |1e—+2" 2272/ | = 17255
S¥.xs 10" 0.3286

Por lo que los limites de confianza al 95% son

ys = 25.115+7.704x3 = 48.227

LCyv3) = 48.227+2.306%x1.7255 = 48.227 + 3.979
L; = 44.2480
LS5 = 52.2060

El SAS provee estos intervalos (Predict) de confianza de la prediccion, asi como
los intervalos de la estimacion por interpolacion (Means).

Archivo del programa SAS (C12-1.SAS).-

title .Limites de confianza para valores interpolados y extrapolados.;
options 1ls=75 ps=60;
data limites;
infile ‘'cl2-1.dat’';
input peso alimento n;
proc reg;
weight n;
model alimento = peso / clm cli;
run;

Archivo de datos (C12-1.DAT).-

2.11 40.73 1
1.99 41.45 1
2.31 42.23 1
2.67 45.13 1
2.13 41.77 1
2.31 42.82 1
2.08 39.50 1
2.31 43.31 1
2.35 45.04 1
2.22 42.36 1
2 1
3 5
3 1

Archivo de resultados (C12-1.LST).-

Model: MODEL1
Dependent Variable: ALIMENTO

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 19.50448 19.50448 18.488 0.0026
Error 8 8.43976 1.05497
C Total 9 27.94424
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Root MSE 1.02712 R-square 0.6980
Dep Mean 42.43400 Adj R-sq 0.6602
C.V. 2.,42051
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 25.113672 4.04125572 6.214 0.0003
PESO 1 7.704772 1.79189594 4.300 0.0026
Dep Var Predict Std Err Lower95% Upper95%
Obs Weight ALIMENTO Value Predict Mean Mean
1 1.0000 40.7300 41,3707 0.408 40.4294 42,3121
2 1.0000 41.4500 40.4462 0.565 39.1433 41.7491
3 1.0000 42.2300 42.9117 0.343 42,1201 43.7033
4 1.0000 45.1300 45.6854 0.823 43.7876 47.5832
5 1.0000 41.7700 41.5248 0.388 40.6311 42.4186
6 1.0000 42,8200 42.9117 0.343 42,1201 43.7033
7 1.0000 39.5000 41.1396 0.443 40.1184 42.1608
8 1.0000 43.3100 42.9117 0.343 42,1201 43.7033
9 1.0000 45.0400 43,2199 0.373 42.3604 44.0793
10 1.0000 42.3600 42.2183 0.329 41.4604 42.9761
11 0 . 40.5232 0.550 39.2539 41.7925
12 0 . 48.2280 1.386 45.0316 51.4243
13 0 . 48.2280 1.386 45.0316 51.4243
Lower95% Upper95%
Obs Predict Predict Residual
1 38.8220 43.9195 -0.6407
2 37.7429 43.1494 1.0038
3 40.4144 45.4090 -0.6817
4 42.6503 48.7205 -0.5554
5 38.9933 44.0564 0.2452
6 40.4144 45.4090 -0.0917
7 38.5603 43.718¢9 -1.6396
8 40.4144 45,4090 0.3983
9 40.7002 45.7395 1.8201
10 39.7314 44.7051 0.1417
11 37.8360 43.2104
12 44.8607 51.5953
13 44,2497 52.2063 .
Sum of Residuals 0
Sum of Squared Residuals 8.4398
Predicted Resid SS (Press) 14.4151
NOTE: The above statistics use observation weights or frequencies.

Prediccion de X a partir de Y. Calibracion lineal.-

En algunas ocasiones nos encontramos con problemas en los que conocemos
el valor de Y para un individuo y deseamos calcular el valor correspondiente de X para
dicho individuo. Por ejemplo, X puede ser la concentracion de cualquier elemento
quimico o molécula orgénica en un liquido o en un alimento, e Y puede ser la cantidad
de absorcién de rayos de cierta longitud de onda (por ejemplo, rayos infrarrojos) de
dicho liquido o alimento. El experimentador prepara cierta cantidad de muestras con
cantidades conocidas de X que cubran todo el rango posible, y mide Y para cada
muestra. Con estos datos se obtiene una recta de calibracién que le permitira obtener
la concentracién de cierto compuesto 0 molécula por la cantidad de absorciéon medida
en un espectrofotdmetro, sin necesidad de realizar el andlisis quimico de laboratorio.
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Se podria pensar que este problema es bastante simple, bastaria con hallar
una nueva regresion con X como variable dependiente. Sin embargo esto es
incorrecto, debido a que los supuestos iniciales eran que X estaba medida sin error y
que Y es la variable aleatoria distribuida normalmente.

Dado que
Yi=a+bX;
podemos calcular X; reordenando esta ecuacién y obteniendo

% = ( Y,b a)

Para determinar los limites de confianza para esta X, se utiliza los limites de
confianza de Y prevista del epigrafe anterior, teniendo en cuenta, también, el error
tipico del coeficiente de regresién. Como quiera que todos estos requisitos da una
férmula un poco complicada se subdivide en las siguientes cantidades

b" - t?a:n—2)3127

t(a;n—2) (YI )
H= 5% 12 |D|1+—
b \/ Y'X[ ( n) SCu ]

Siendo los limites de confianza:

D

LC = 7+LYI’J'L)¢H

Como se ve, estos limites de confianza no cumplen una caracteristica que hasta
el momento cumplen todos los limites de confianza que se han estudiado, a saber, que
no son simétricos con respecto al valor de X ;,sino que son simétricos respecto al

valor

Y, 2Yi=Y) Y))
D

que es muy cercano a X ; pero no idéntico a él.
Ejemplo.-

El ejemplo del siguiente epigrafe incluye un ejemplo de calibracion.
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Ajuste de la recta por el origen.-
En algunos problemas de regresién, la caracteristica de los datos o
consideraciones tedricas exigen que la recta pase por el origen de coordenadas, es

decir, que cuando X=0, Y debe ser igual a cero. En tales casos, el ajuste satisfactorio
es

Y=BX+¢
para el cual el estimador minimo cuadrado de B es

_ ZiXiYi
Y X,?

teniendo como caracteristica, este ajuste minimo cuadratico, que la suma de las
desviaciones respecto a esta recta no vale cero.

La descomposicién de la suma de cuadrados total seria

_ Gixivi f

by XiYi
] iy Ei X[2

SCregresién

SCerror = Zi le - bE/ Xi Yi = Ei Y12 (Ei Xi )2/1)2
2 X;
SCtota = i Y:?

Dado que no se ha hecho ajuste para la media (no se le ha restado e} término de
correccion), la suma de cuadrados total tiene n grados de libertad y, por lo tanto, el
residuo tendra n-1 grados de libertad, quedando el cuadrado medio del error

2. = SiY2-b3 XY
yx =

n-1
y la varianza de la regresion

8 = Skv
Yi X ,2

Con estas ecuaciones se pueden reproducir todas las pruebas de hipétesis e
intervalos de confianza vistos anteriormente, con la particularidad de que los grados de
libertad de la pruebas seran de n-1.

Este modelo no deber adoptarse si no es después de una inspeccién cuidadosa
de los datos, ya que puede surgir complicaciones. Si no hay observaciones cercanos a
X=0 se debe hacer el ajuste a una recta con ordenada en el origen y realizar la prueba
de hipétesis de que esta ordenada en el origen es cero (tal como se ha visto
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anteriormente), para en caso de confirmarse la hipétesis, realizar el nuevo ajuste por el
origen. Podria ocurrir, que aunque tedéricamente para X=0, Y=0, el ajuste a una recta
que pase por el origen, sea un mal ajuste, porque en realidad el buen ajuste sea una
linea curva. Linea que puede ser mas curva cuanto mas préxima se encuentra del
origen, mientras que es ligeramente curva en el rango de X que han sido medidas, por
lo que una recta con ordenada en el origen es una aceptable aproximacion, pero no es
fiable para extrapolar hacia el origen.

Ejemplo.-

La prediccién del contenido proteico de la leche se puede realizar usando
técnicas muy faciles y rapidas de aplicar como la absorbancia de rayos de longitud de
onda de infrarrojo cercano. Con éste objetivo, se toman muestras de leche de muy
diferente origen, con objeto de cubrir todo el rango de concentracion de proteina, se
analiza en el laboratorio la cantidad de proteina por unidad de volumen de cada
muestra y se mide la cantidad de absorbancia, de dichas muestras, en un
espectrofotometro. Los datos de 20 de dichas muestras son

Proteina Absorbancia Proteina Absorbancia
2.2364 0.2421 1.7331 0.4440
2.7789 0.2590 2.4463 0.4375
1.9522 0.2166 1.7045 0.4662
2.6812 0.1704 2.4691 0.5275
2.1099 0.1779 2.3606 0.5253
2.1808 0.1786 2.3931 0.5094
1.4619 0.1487 2.4587 0.5396
1.2254 0.1306 2.5617 0.5744
1.7761 0.1379 2.8031 0.5854
1.0286 0.1345 3.1150 0.5963
SP = 16.359-1‘”2‘(‘)ﬂ = 1.138

SC = 1oo.24-% - 5.73

20
b = 1138 0.199
5.73
a = 2174-0.35x1.99 = -0.082
&2, = 0.629—0.11899x_1.138 — 0.022
P = 0.199x1.138 _ 0.359
0.629

La prueba de ajuste es
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FV gl SC CcMm Fo
Regresion 1 0.2265 0.2265  10.295%%
Error 18 0.4025 0.0220

Total 19 0.6290

Por lo que la ecuacion de la recta
Y = -0.082+0.199 X
provee un buen ajuste.
Por tanto, si se tiene una muestra de leche de contenido proteico desconocido

pero con una absorbancia de 0.370, el contenido proteico de dicha muestra se puede
estimar con la ecuacion anterior, despejando X

) (0.370+0.082)
Xi =

; = 2.27
0.199

Siendo sus limites de confianza

D = 0.199%2 -2.12x0.0622 = 0.023
= 21 100200009 1, L), (087085 F) . o
0.023 20 5.73
LC = 2.174+0'199(O'37_0'35)x2.108 = 2.347+2.108
0.023
Li = 0239
LS = 4.45

Es decir, el contenido proteico de una muestra de leche con 0.370 de
absorbancia es de 2.27, con un minimo de 0.24 y un méaximo de 4.45.

Pero en este caso, es razonable pensar que, tedricamente, si hay cero proteinas

la absorcién debe ser cero, por lo que se deberia de realizar el ajuste por el origen.
Comprobemos previamente si el valor de ordenada en el origen es cero
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Ho:a=0

Hi:az0
1 2.174%
= 0.022 | — = 0.140
Sa \/ [2o+ 5.73 ]
o = _—0282—_0 = -0.584ns
0.14

t(1s; 0.05/2) = 2.1009

Como a no es estadisticamente diferente de cero, se puede realizar el ajuste por el
origen.

La pendiente del ajuste por el origen es

Y X;Y; = 16.359

3 X2 = 100.24
Y, Y2 = 3.08
_ 16359 _ ...
100.24

La descomposicién de la suma de cuadrados seria

SCregresion = 0.163x1.6359 = 2.67
SCenor = 3.08-2.67 = 0.41
SCiotar = 3.08
R? = 0.87
La prueba de ajuste es

Fv gl SC CM Fo
Regresién 1 2.67 2.670 121.37**%*
Error 19 0.41 0.022
Total 20 3.08

Tanto el coeficiente de determinaciéon como la prueba de ajuste da como
resultado un mejor ajuste de estos datos a la recta que pasa por el origen, por lo que la
ecuacion de la recta seria

Y = 0163 X

Siendo la estima de! contenido proteico de una muestra de absorbancia 0.37
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Siendo sus limites de confianza

D

LC =

Li
LS

2.09

0.026

2174+

0.33
4.27

0370 _ 507

0.163

0.1632 -2.09%x0.0152 = 0.026

\/0.022[0.026(1

0.163(0.37 - 0.35)

1Y) (0.37-0.35)
+_ —

= 1.972
20 5.73 }

0.026

+1.972 = 2.299+1.972

Con el SAS habria que hacer un primer programa para constatar el buen ajuste

por el centro de coordenadas y un segundo programa (o una segunda parte del mismo
programa) para estimar el valor de Y dado el valor determinado de X, por ejemplo
X=0.37.

Archivo del programa SAS (C12-2.SAS).-

proc

run;

run;

reg;

model absor

title .Ajuste
model absor

options 1s=75 ps=60;
data cali;

infile '¢l2-2.dat’';
input prot absor @@;
title .Ajuste

a la recta con ordenada en el origen.;

= prot;

a la recta pasando por el origen.;

= prot / noint;

Archivo de datos DAT (C12-2.DAT).-

PRPPPEPNMNNNDRPRON

.2364
.7789
.9522
.6812
.1099
.1808
.4619
.2254
.7761
.0286

COOQOOCOCOOOCO

.2421
.2590
.2166
.1704
L1779
.1786
.1487
.1306
L1379
.1345

.7331
.4463

1
2
1.7045
2.4691
2.3606
2.
2
2
2
3

3931

.4587

.5617

.8031
.1150

COQOQOCOCOCOOO0OC

.4440
.4375
.4662
.5275
.5253
.5094
.5396
.5744
.5854
.5963
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Archivo de resultados (C12-2.LST).-

Model: MODEL1
Dependent Variable: ABSOR

.Ajuste a la recta con ordenada en el origen.

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 0.22603 0.22603 10.095 0.0052
Error 18 0.40305 0.02239
C Total 19 0.62908
Root MSE 0.14964 R-square 0.3593
Dep Mean 0.35010 Adj R-sq 0.3237
C.V. 42.74198
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Exror Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 -0.081689 0.13995972 -0.584 0.5667
PROT 1 0.198628 0.06251697 3.177 0.0052
.Ajuste a la recta pasando por el origen
Model: MODEL2
NOTE: No intercept in model. R-square is redefined.
Dependent Variable: ABSOR
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 2.66973 2.66973 123.517 0.0001
Error 19 0.41067 0.02161
U Total 20 3.08041
Root MSE 0.14702 R-square 0.8667
Dep Mean 0.35010 Adj R-sq 0.8597
C.V. 41.99382
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
PROT 1 0.163198 0.01468423 11.114 0.0001

Para estimar el valor de Y dado el valor de, por ejemplo, X =0.37, se tiene el siguiente

programa SAS.
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Archivo del programa SAS (C12-3.SAS).-

Title 'Absorbancia y limites de confianza para X=0.37"';
options 1s=75 ps=60;

data cali;

infile 'cl2-2.dat’';

input prot absor @@;

abs_o = 0.37;

sumn+1;

sumx +prot;

sumxx +prot*prot;

mprot = sumx/sumn;

sumy +absor;

sumyy +absor*absor;

mabsor = sumy/sumn;

sumxy +prot*absor;

Sp = sumxy- (sumx*sumy/sumn) ;

scx = sumxx - (sumx*sumx/sumn);
scy = sumyy - {sumy*sumy/sumn) ;

b = sumxy/sumxx;

cme = (sumyy-{(b*sumxy))/{sumn-1);
varb = cme/sumxx;

cmep = (scy-(b*sp))/(sumn-2);

prot_est = abs_o/b;

pt= tinv(0.975,sumn-2);

d = b*b - pt*pt*varb;

desme = abs_o - mabsor;

h = pt/d * sqgrt{cme*(d*((1l+1/sumn)+(desme*desme/scx)})});
ls = mprot + b*desme/d + h;

1i = mprot + b*desme/d - h;

proc print;

var li prot_est ls;

run;

Si cambia el problema solo hay que cambiar el valor de la absorbancia en la
linea 62 del programa (abs_o = .....;)

Archivo de resultados (C12-3.LST).-

Absorbancia y limites de confianza para X=0.37
OBS LI PROT_EST LS
13 -0.0688 2.50155 5.031
14 -0.0305 2.40177 4.791
15 0.0974 2.41733 4.732
16 0.1072 2.32685 4.547
17 0.1563 2.37380 4.624
18 0.1921 2.30501 4.460
19 0.2738 2.31002 4.403
20 0.3253 2.26719 4.275

Como siempre en estos casos, hay que mirar sélo la ultima linea.
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Transformacién Probit en los casos de prediccion de X a partir de una Y no
normal.-

El método de calcular X a partir de Y, también denominado método de
prediccion inversa, se aplica frecuentemente en el andlisis estadistico de problemas
sobre mortalidad por dosis en bioensayos. Este tipo de estudio implica una regresién
de mortalidad de organismos sobre dosis de una sustancia toxica. Asi, la dosis X;
causara un porcentaje de mortalidad de Y; la dosis Xz2>Xj, un porcentaje de mortalidad
Y2>Y;, y asi sucesivamente. Cuando se alcanza una cierta dosis, la mortalidad es
entonces del 100%; la muestra completa de organismos ha muerto. Una medida
comun de la potencia de la sustancia téxica (o tolerancia de los organismos) es la dosis
requerida para matar al 50% o al 95% de los organismos. Tales puntos se denominan
dosis letal para el 50% de los organismos o para el 95%, simbolizado como DLs, (dosis
letal 50) y DLgs (dosis letal 95), respectivamente. Este problema, como se ve, es
claramente de prediccion inversa: Cuél es la dosis necesaria (X) para que se produzca
la mortalidad (Y) del 50% o del 95% de los organismos?

La prueba de hipétesis y los limites de confianza para dicha estimacién se
construyen de la misma manera indicada dos epigrafes mas arriba. El (inico problema
es que como variable dependiente se tiene una proporcion, es decir, una variable no
normal, lo que, ademas de no cumplir los supuestos paramétricos, puede dar como
resultado que la linea resultante no sea recta. Es por todo ello por lo que los datos se
transforman de manera que las mortalidades se transforman a una escala normal,
denominada probit (valor Z que delimita el 4rea dada por la proporcién de organismos
muertos) y las dosis a escala logaritmica, a fin de que la regresién de la mortalidad
sobre las dosis sea lineal.

La transformacién probit consiste en lo siguiente: la tabla de distribucién normal
(tabla 2) nos da el area bajo la curva normal para un determinado valor de Z de
abscisas. Es decir, nos da la probabilidad o frecuencia relativa que delimitan unos
determinados limites de Z. La denominada transformacién probit no es nada mas que
la operacidn inversa, es decir, conocida el area, probabilidad o frecuencia relativa,
saber a qué valor de Z le corresponde. Por tanto, estos valores probit se extraen de la
tabla Z (Tabla 1). Pero como la media de los valores Z es 0, para no trabajar con
ndmeros negativos, al valor Z obtenido se le sumara 5. Por lo que para un drea
determinada bajo la curva normal, el valor correspondiente que se toma es

ProbitY = 5+Z
por lo tanto, el probit es una variable normal con media 5 y varianza uno.

En la siguiente figura tenemos ejemplos de esta transformacién
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Cuando el porcentaje bajo la curva normal es del 20%, el valor Z=-0.84 y el valor
probit que se toma es 5 - 0.84 = 4.16.

A causa de la simetria de la distribucién, las Z correspondientes al 20% y 80%
tienen el mismo valor numérico pero con signo opuesto. Por lo tanto, sus
correspondientes valores probit sumaran 10. Cuando dos porcentajes cualesquiera
sumen 100% sus correspondientes valores probit sumaran 10.

La razon por la que se utiliza la transformacién probit para los datos en los que
intervienen conteos, especialmente en los datos de mortalidad, es muy sencilla. En
experimentos de toxicologia, por ejemplo, se cuenta el nimero de muertos y se calcula
la proporcién de estos en el grupo de animales utilizados. Se supone que la resistencia
innata de los animales a la sustancia téxica se distribuye normalmente. Cuando la
proporcion de muertes observada es del 40%, por ejemplo, significa que han muerto
aquellos animales que tienen una resistencia inferior a un valor de Z de -0.25 (Y=4.75)
y que los que tienen mayor resistencia han sobrevivido. Si una dosis mayor de
sustancia toxica mata el 60% de un grupo similar de animales, es decir, un grupo con
la misma distribucién de tolerancia, significa que mata a los que tienen una resistencia
inferior al valor de 5.25 de probit. Para indicar la toxicidad de la sustancia, en lugar de
utilizar directamente las proporciones, utilizamos el valor de probit.

Si Yindica el valor de probit y Xla dosis (en la misma escala), la transformacion
sera especialmente util cuando se haga que Y sea linealmente dependiente de X.

Es bien conocida la dificultad de comparar porcentajes. Por ejemplo, una
disminucion de la mortalidad del 40 al 20% no significa que la disminucion,
numericamente igual, del 20% al 1% sea biolégicamente igual, y no digamos la
disminucion del 20% al 0%. La transformacién probit soslaya la dificultad de trabajar
con porcentajes.

Pero tenemos que salvar otra dificultad, como es que no todos los valores de
probit tienen el mismo peso. Esto se debe al hecho de que las proporciones
intermedias se determinan con mayor exactitud que las proporciones muy pequefas o
muy grandes por lo que tendremos que el coeficiente de ponderacién de los diversos
porcentajes es

H
Pixq;

Wi, =
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Siendo h; la ordenada del valor Z; del porcentaje i-ésimo. Esta ordenada o altura se
calcula

h 1 z
= —— g
' Jemr 2

El peso o frecuencia de cada proporcién o dato, seria igual a F; = W;*n;; siendo n;
el nimero de individuos totales en que se ha probado la i-ésima dosis.

Como se ha dicho anteriormente, debido a la simetria de la curva normal, el
peso para p=0.20, por ejemplo, es el mismo que el p=0.8.

Una vez hallados los valores probit correspondientes a los porcentajes de
mortalidad, que seran los valores de Y, y los logaritmos de las dosis, como valores de
X, se realiza el andlisis de regresion normal, tal como se ha realizado en los epigrafes
anteriores, pero teniendo en cuenta el peso o frecuencia de cada par de valores, es
decir, como si el i-6simo par de valores se hubiera observado F, veces. Entonces, la
suma total de los pesos o frecuencias sera el tamario de muestra.

Por tanto, los sumatorios basicos que se necesitan son: X F, X% F, %Y, F,
%,Y% Fiy Z.XY; F. Siendo el calculo de los estadisticos como sigue

X = Yi XiFi
YiFi
Y = 2iYiFi
YiFi
SPxy) = XiXiYi F:——Zi%
(Z'Xi/:i)2
SCix = Y X?F——=L28 17
X) PN i ZiFi
(Z'Y,'Fi)2
SCw) = ZiYiFi——"—%
(Y) iviri ZjFi
b = SP
SCx
a= X- by

La prueba de ajuste es la misma que la presentada en el Capitulo 11 pero
teniendo en cuenta que, dada las transformaciones realizadas, las sumas de
cuadrados son en realidad ji-cuadrados (x?)
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FVv

2

g x
Regresicn 1 b SPxy,
Error n2  SCy-bSPxy
Total n1  SCp

siendo, en este caso, nigual al nimero de pares de valores, sin ponderacion.

Una vez estimada la recta de regresion y comprobado que el ajuste es
significativamente bueno, se puede estimar las dosis deseadas despejando la X de la
recta y sustituyendo la Y por la mortalidad deseada, en valores probit.

Ejemplo.-

siguientes resultados

Se probo la toxicidad de la ouabaina en ranas (Rana pipiens), dando

los

Dosis n Muertes P y4 Probit w F
0.000200 | 20 5 0.25{ -0.68 4.32 0.5346 | 10.69
0.000225 | 20 10 0.50 0.00 5.00 0.6366 | 12.73
0.000250 | 20 13 0.65 0.39 5.39 0.6009 | 12.02
0.000300 18 14 0.78 0.78 5.78 0.5047 9.08
0.000350 10 8 0.80 0.85 5.85 0.4830 4.83
0.000400 | 10 9 0.90 1.29 6.29 0.3349 3.35

52.71

logdosi logd x F prob x F logd™F prob®>F logxprobxF
-3.6990 -39.547 46.186 146.282 119.525 -170.842
-3.6478 -46.445 63.662 169.425 318.310 -232.227
-3.6021 -43.287 64.774 155.924 349.131 -233.319
-3.5229 -32.007 52.515 112.758 303.535 -185.003
-3.4559 -16.692 28.255 57.687 165.295 -97.649
-3.3979 -11.379 21.065 38.668 132.500 -71.578
-189.358 276.458 680.744 1468.296 -990.619
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-189.3583

X = = -3.5927
52.71
y = 2764577 _ o 5450
52.71
—189.3529 x 276.4577
= -990.6193 - = 2.6270
SPox) 52.71
(-189.3529 f
= 680.7493 -1 —"—="27/ _ 0.4223
SC 52.71
(276.4572 F
= 14682962 -2 """/~ 18,1904
SC) 52.71
b= 28270 _ 55007
0.4223

a = 5.2453 -6.2270x-3.5927 = 27.5944

La prueba de ajuste es

Fv gl x2

Regresion 1 16.3418%*%*
Error 4 1.8486ns
Total 5 18.1904%**=*

El error sale no significativo, por lo que el ajuste es perfecto.
Ahora se puede estimar, por ejemplo, la dosis letal cincuenta,

Yso—a@  5-27.3944
- = ~3.6321
DLso b 6.2207

como este resultado esta en logaritmo, se halla el antilogaritmo, dando como resultado
que DLsp = antlog(-3.6321) = 0.000233

El SAS tiene un procedimiento especial para estos tipos de problemas.

Archivo del programa SAS (C12-4.SAS).-

title 'Probit';

option 1s=75 ps=60;

data probit;

infile 'cl2-4.dat’';

input dosis n muertos;

proc probit loglO;

model muertos/n = dosis / lackfit inversecl itprint;
run;
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Archivo de datos (C12-4.DAT).-

.000200 20 5
.000225 20 10
.000250 20 13
.000300 18 14
.000350 10 8
.000400 10 9

[=Ne oo lNe Nl

Archivo de resultados (C12-4.LST).-

Probit Procedure

Iter Ridge LogLikelihood INTERCPT LoglQ(DOSIS)
0 0 -67.92842369487 0 0
1 0 -57.03649605075 18.845309153 5.1913118344
2 0 -56.75619293861 22.421752959 6.1741976482
3 0 -56.75554070832 22.603499289 6.2241101474
4 0 -56.75554070398 22.603968254 6.2242389088

Data Set =WORK.PROBIT
Dependent Variable=MUERTOS
Dependent Variable=N
Number of Observations
Number of Events

59 Number of Trials = 98
Log Likelihood for NORMAL -56.7555407
Last Evaluation of the Gradient

INTERCPT Logl0 (DOSIS)
-2.117771E-9 7.2615096E-9

Last Evaluation of the Hessian

INTERCPT Logl0(DOSIS)
INTERCPT 53.703747 -193.146071
Logl0 (DOSIS) -193.146071 695.064093

Goodness-of-Fit Tests

Statistic Value DF Prob>Chi-Sq
Pearson Chi-Square 1.8135 4 0.7700
L.R. Chi-Square 1.8148 4 0.7698
Response Levels: 2 Number of Covariate Values: 6

NOTE: Since the chi-square is small (p > 0.1000), fiducial limits will be
calculated using a t value of 1.96.

Variable DF Estimate Std Err ChiSquare Pr>Chi Label/Value

INTERCPT 1 22.6039683 5.602868 16.27604 0.0001 Intercept
LoglQ(DOS) 1 6.22423891 1.5574 15.97247 0.0001

Probit Model in Terms of Tolerance Distribution

MU SIGMA
-3.6316 0.160662
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Estimated Covariance Matrix for Tolerance Parameters

MU SIGMA
MU 0.000558 -0.000353
SIGMA -0.000353 0.001616

Probit Analysis on LoglO (DOSIS)

Probability Logl0 (DOSIS) 95 Percent Fiducial Limits

Lower Upper

0.01 -4.00536 -4.40341 -3.86626
0.02 -3.96156 -4.31800 -3.83634
0.03 -3.93378 -4.26388 -3.81729
0.04 -3.91287 -4.22321 -3.80291
0.05 -3.89587 -4.,19016 -3.79118
0.06 -3.88140 -4.16207 -3.78116
0.07 -3.86871 -4.13746 -3.77236
0.08 -3.85735 -4.11544 -3.76445
0.09 -3.84701 -4.09545 -3.75724
0.10 -3.83750 ~4.07706 -3.75058
0.15 -3.79812 -4.00117 -3.72276
0.20 -3.76682 -3.94128 -3.70023
0.25 -3.73997 -3.89034 -3.68046
0.30 -3.71585 -3.84514 -3.66216
0.35 -3.69351 -3.80394 -3.64451
0.40 -3.67231 -3.76578 -3.62684
0.45 -3.65179 -3.73017 -3.60843
0.50 -3.63160 -3.69698 -3.58845
0.55 -3.61141 -3.66637 ~3.56590
0.60 -3.59090 ~3.63856 -3.53968
0.65 -3.56970 -3.61346 -3.50895
0.70 -3.54735 -3.59043 -3.47314
0.75 -3.52324 -3.56837 -3.43170
0.80 -3.49639 -3.54599 -3.38337
0.85 -3.46509 -3.52162 -3.32532
0.90 -3.42571 -3.49243 -3.25080
0.91 -3.41619 ~3.48554 -3.23265
0.92 -3.40586 -3.47810 -3.21287
0.93 -3.39450 -3.46998 -3.19108
0.94 -3.38181 -3.46096 -3.16667
0.95 -3.36734 -3.45074 -3.13878
0.96 -3.35033 -3.43881 -3.10594
0.97 -3.32943 ~3.42422 ~3.06548
0.98 -3.30164 -3.40495 -3.01158
0.99 -3.25785 -3.37477 -2.92643
Probability DOSIS 95 Percent Fiducial Limits
Lower Upper

0.01 0.0000988 0.0000395 0.0001361
0.02 0.0001093 0.0000481 0.0001458
0.03 0.0001165 0.0000545 0.0001523
0.04 0.0001222 0.0000598 0.0001574
0.05 0.0001271 0.0000645 0.0001617
0.06 0.0001314 0.0000689 0.0001655
0.07 0.0001353 0.0000729 0.0001689
0.08 0.0001389 0.0000767 0.0001720
0.09 0.0001422 0.0000803 0.0001749
0.10 0.0001454 0.0000837 0.0001776
0.15 0.0001592 0.0000997 0.0001893
0.20 0.0001711 0.0001145 0.0001994
0.25 0.0001820 0.0001287 0.0002087
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0.30 0.0001924 0.0001428 0.0002177
0.35 0.0002025 0.0001571 0.0002267
0.40 0.0002127 0.0001715 0.0002361
0.45 0.0002229 0.0001861 0.0002464
0.50 0.0002336 0.0002009 0.0002580
0.55 0.0002447 0.0002156 0.0002717
0.60 0.0002565 0.0002298 0.0002886
0.65 0.0002693 0.0002435 0.0003098
0.70 0.0002836 0.0002568 0.0003364
0.75 0.0002998 0.0002702 0.0003701
0.80 0.0003189 0.0002845 0.0004136
0.85 0.0003427 0.0003009 0.0004728
0.90 0.0003752 0.0003218 0.0005613
0.91 0.0003835 0.0003269 0.0005853
0.92 0.0003928 0.0003326 0.0006125
0.93 0.0004032 0.0003389 0.0006441
0.94 0.0004151 0.0003460 0.0006813
0.95 0.0004292 0.0003542 0.0007265
0.96 0.0004463 0.0003641 0.0007835
0.97 0.0004683 0.0003765 0.0008600
0.98 0.0004993 0.0003936 0.0009737
0.99 0.0005523 0.0004219 0.00118

En el caso de que no se quiera tantas salidas se puede realizar el siguiente
programa SAS.

Archivo del programa SAS (C12-5.SAS).-

title 'Probit’';

options 1ls=75 ps=60;

data probit;

infile 'cl2-4.dat’';

input dosis n muertos ;
Z=probit (muertos/n) ;
pprobit=5+z;
logdosis=1logl0{(dosis);
h=(exp(-(Z*Z/2))) /sqrt(2*3.14159);
w=n* (h*h}/ (muertos/n* (1- (muertos/n)));
sumgl+1;

sSumw+w;

sumlp+ w*logdosis;

sumpp+ w*pprobit;

sumllp+ w*logdosis*logdosis;
sumppp+ w*pprobit*pprobit;
sumlpp+ w*logdosis*pprobit;
sp=sumlpp- (sumlp*sumpp) /sumw;
scx=sumllp- (sumlp*sumlp) /sumw;
scy=sumppp- (Sumpp*sumpp) /sumw;
b=sp/scx;

a= (sumpp/sumw) -b*sumlp/sumw;
chi_err=scy-b*sp;

gl=sumgl-2;
prji2=probchi(chi_err,gl);
pr_chi=1l-prji2;

1d150=( (sumpp/sumw) -a) /b;
d150=10** (1d150) ;

proc print;

var a b d150 chi_err gl pr_chi;
run;
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Archivo de resultados (C12-5.LST).-

Probit

OBS A B DL50 CHI_ERR GL PR_CHI
1 -3.4230 -2.0948 .00020000 -0.00000 -1
2 53.0996 13.1859 .00021318 0.00000 0 .
3 44.8162 10.9353 .00022501 0.10826 1 0.74213
4 34.2786 8.0561 .00023876 0.75819 2 0.68448
5 28.7805 6.5475 .00024793 1.66634 3 0.64444
6 27.3630 6.1574 .00025569 1.80284 4 0.77196

Los resultados son los de la ltima linea, en este ejemplo, la linea 6.
El modelo logistico o LOGIT.-

Las situaciones en las que se aplica el modelo LOGIT es muy semejante al
PROBIT, si bien ambos modelos son diferentes. Como se ha visto en el epigrafe
anterior, el modelo probit responde a una curva acumulativa normal, mientras que en el
modelo logit, la curva acumulativa es la logistica. La curva acumulativa logistica es
tipica de los procesos de crecimiento con substrato limitado.

Este modelo se utiliza mucho cuando se tiene una variable dependiente
dicotédmica, es decir, una variable con dos posibles valores: 1 si se presenta el suceso
favorable y O si se presenta el suceso desfavorable.

Si se denomina p como la probabilidad del suceso favorable, se tiene que

1
pi = 1+e—(a+bX,')

siendo e=2.71828 la base de los logaritmos naturales.
Como
uj=a+bx,
se puede expresar la férmula anterior como

1

Esta ecuacién es la conocida como funcion de distribucion logistica.
Dado que p; estd comprendida entre menos infinito y mas infinito, P; estara
comprendida entre cero y uno y, por tanto, P; esta relacionado no linealmente con ;.

Pero la expresion anterior es intrinsecamente lineal, lo que se puede demostrar
facilmente.
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Si P; es la probabilidad de éxito y viene dada por la expresién anterior, entonces
(1-P), es la probabilidad de fracaso, siendo

1
1+ e

1-p, =

Por tanto, se puede escribir

Pi _ 1+eui _ )
1-p; 1+ g¥i ¢

La expresion P/(1-P) sencillamente es la razén entre la probabilidad de tener éxito y la
probabilidad de no tenerlo. Si A = 0.8, esto significa que hay una razén de 4 a 1 de
tener éxito.

Si ahora se toman logaritmos naturales se obtiene
- P | _ ) =
Li = In|——|=In(¢g") = a+bX;
1-p;

Esto es, L, el logaritmo de la razén de las dos probabilidades es lineal con
respecto a X. L se denomina /ogity, por tanto, recibe el nombre de modelo logistico.

Las caracteristicas del modelo logistico son:

1) Dado que P va de 0 a 1 (a medida que y; varia entre -oo y +c0), el
logit L esta entre +w y -o. Es decir, aunque las probabilidades
necesariamente se encuentran entre 0 y 1, los logit no tienen estos
limites.

2) La interpretacién del modelo logistico es la siguiente: b, la
pendiente mide el cambio en L por unidad de cambio en X, es decir, nos
muestra cémo varia la posibilidad del In en favor de un suceso exitoso a
medida que el valor de X cambia. La ordenada en el origen, a
corresponde al valor de la probabilidad en In de un suceso exitoso si
X=0. Puede ocurrir que esto no tenga significado fisico.

3) Dado un valor de X, y estimados ay b, la probabilidad del suceso
favorable para ese valor de X se estimaria a partir de

1
P = T o@bxn)

Por lo que el problema seria como estimar ay b. En el caso de tener los datos
en valores individuales de X, sin que se puedan agrupar, la estima de los parametros
de regresién por maxima verosimilitud es muy complicada, por lo que se recomienda la
utilizacién de paquetes estadisticos.
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Archivo del programa SAS (C12-6.SAS).-

title 'Modelos logistico':;
option 1s=75 ps=60;

data logit;

infile 'cl2-4.dat';

input dosis n muertos;
logdosis = log(dosis);

proc logistic;

model muertos/n = logdosis;
run;

Archivo de resultados (C12-6.LST).-

Data Set: WORK.LOGIT

Response Variable (Events): MUERTOS
Response Variable (Trials): N
Number of Observations: 6

Link Function: Logit

vValue

Concordant = 67.5%
Discordant = 17.4%
Tied = 15.1%

(2301 pairs)

Intercept
Intercept and
Criterion Only Covariates
AIC 133.746 117.294
sC 136.331 122.464
-2 LOG L 131.746 113.294
Score

Modelos logistico

The LOGISTIC Procedure

Response Profile
Ordered Binary
Outcome
1 EVENT
2 NO EVENT

Count
59
39

Model Fitting Information and Testing Global Null Hypothesis BETA=0

Chi-Square for Covariates

18.452 with 1 DF (p=0.0001)
16.628 with 1 DF (p=0.0001)

Analysis of Maximum Likelihood Estimates

Parameter Standard Wald Pr > Standardized 0Odds
Variable DF Estimate Error Chi-Square Chi-Square Estimate Ratio
INTERCPT 1 38.4382 10.1400 14.3697 0.0002 . .
LOGDOSIS 1 4.5956 1.2208 14.1706 0.0002 0.570892 99.050

Association of Predicted Probabilities and Observed Responses

Somers' D = 0.501
Gamma = 0.590
Tau-a = 0.242
c = 0.750

466

Estadistica Aplicada Univ y Multivariante




Modelo Il de regresién o cuando la X se mide con error.-

La utilizacion de la recta de regresion de Yen X (o de Xen Y) no esta justificada
nada mas que cuando una de las dos variables (la dependiente) debe ser expresada
en funcidn de la otra variable (la independiente), con objeto de prevision o de
estimacion de una en funcién de la otra. Este es el caso, por ejemplo, de cuando las
medidas de pesos o longitudes de un organismo (variable dependiente) se realizan en
diferentes fechas sucesivas arbitrariamente elegidas (variable independiente), o
cuando se estudia la produccion de cierta especie (variable dependiente) en funcién de
la cantidad de alimento ingerido (variable independiente). Como se ve en estos dos
ejemplos, la variable independiente reaimente no se mide, sino que su valor es elegido
por el experimentador y ese es el que se aplica, en el ejemplo de las medidas de peso
o de longitud, el experimentador decide, por ejemplo, realizar dichas medidas todas las
semanas, por lo que los valores de la variable independientes seran, y se tendran
antes de realizar la experiencia, de 1 semana, 2 semanas, ...

Por contra, puede ocurrir que las dos variables estén medidas con error, sin
decidir sobre el valor de una de ellas. Tal es el caso, por ejemplo, de cuando se estudia
las variaciones simultaneas de dos caracteristicas en un mismo organismo, como
puede ser la longitud del cuerpo y la profundidad de las mamas en vacas lecheras, o el
peso total del cuerpo y el peso del higado en aves de carne.

En este epigrafe se va ha estudiara el caso, algo mas complejo, en el que la X
también se mide con error, en contraposicion de lo estudiado hasta ahora que se
basaba en el supuesto que la variable X se mide sin incurrir en error.

El modelo que se planted al comienzo de Capitulo 11 fue
Hyx, = a+ B X;

Lo que se pretendia al utilizar este modelo es encontrar la relacién entre los valores
verdaderos de X (x) y de Y (y), eliminando los errores de observacion. Dicha relacion
puede expresarse

v = a+fy

donde y (psi) es el verdadero valor de Y, y X (ji) es el verdadero valor de X, yayBson
los valores paramétricos de ay b, respectivamente.

En el caso del Modelo |, se supone que la variable X se mide sin error, por lo
que X=Xy 0,°>=0x2. Y la variable Y se mide con error, es decir, Y=y+¢, siendo ¢ el error
de medida de Y. La estima de B se realiza dividiendo la covarianza muestral por la
varianza muestral de la variable independiente. Como la varianza de la variable
independiente, ox® es igual a o,%, se espera que la covarianza muestral estime Oy,
dado que &, la porcién del error de Y, es independiente de x y, por lo tanto, no
contribuira a la covarianza entre X e Y.'Y, por tanto, la estima de B ser4 insesgada, de
manera que
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Cov Oy,
B — XYy _ X¥

& oi
En el Modelo il, ambas variables, X e Y estan sujeta a error, por lo que

Y =vy+e
X =%x+0
donde & es el término de error de la variable X.

Por tanto, en el caso de que se mida la variable independiente con error, la
covarianza de X e Y deberd ser un estimador imparcial de oy, por lo que

IXY=3(x+0)(g+e) =X xW+2Xxe+xyPd+X0¢

Esperandose que todos los sumatorios, del término de la derecha de la anterior
expresion, sean igual a cero, menos el primero, puesto que tanto € como & se
distribuyen con media cero y son independientes entre ellos. Sin embargo, ahora, la
varianza muestral de X esta estimando

2 _ 2 2
Ox = Ox*t0os

por lo que se espera que el coeficiente de regresiéon b calculado sea menor en valor
absoluto que la pendiente verdadera de la autentica relacién funcional.

. Existe un caso especial de aparente medidas con error de la variable X que
permite utilizar el Modelo |. Este es el caso en que la medida de X se realiza con error
pero esta controlada por el experimentador. Esto es como consecuencia de que no hay
instrumentos de medicién que sean perfectos. Esto es muy corriente en el trabajo
experimental. Como se puede estar seguro, por ejemplo, de la dosis de una hormona
administrada a las unidades experimentales; se puede cometer algun error en la dosis
administrada o en la lectura de la concentracién y sobre todo, lo que si puede ocurrir es
que la dosis y concentracién planteada, cuando interacciona con el organismo, sera la
dosis y concentracién efectiva y no necesariamente la planteada. En casos como
estos, también se puede plantear que

X =yx+0

donde X es el valor decidido por el experimentador, x es el valor real y 5 es el error.
Pero en este caso, X e & no estan correlacionados, pues no existe razén para suponer
que la magnitud del valor planeado y su error de aplicacién estén correlacionados, por
lo que, en casos como estos, se puede utilizar la metodologia anterior.

Para los demds casos, existen varias soluciones. Alagunas de ellas parten del
hecho de que se conocen los valores paramétricos de o y de as%, como esto no
acostumbra a ocurrir en la investigacion biolégica, se veran otras dos soluciones mas
utiles, tal como es la de la regresién de minimos rectdangulos y la del método de los tres
grupos de Bartlett.
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Recta minimos rectangulos.-

La recta de minimos rectdngulos es la que minimiza el valor absoluto de las
sumas de productos de las desviaciones

I Xi= Xeyyl IYi=¥x,)!
siendo X(Y,- ) €l valor esperado de X sustituyendo en la recta para Y, Y )7( X) el valor
esperado de Y sustituyendo en la recta para X;.
De manera que si se define la recta como
Y=a+c X

siendo Y, X'y a lo mismo que en la recta del Modelo !, y siendo ¢ el coeficiente de
regresion minimo rectdngulo. La cantidad a minimizar es

X Dxi_)?(yi)//yi“?(xi)/] =Zl:'xi"g' |y,-—a—cx,-|] =

1
= /—C/Z(Y,-—at—cx,-)2

Por desarrollo diferencial se llega al sistema de ecuaciones

{E(Y,-—a—cx,-) =0
Xyi—a-cx;)(vi—a+cX;) = 0

Como con las rectas minimo cuadrados, la primera ecuacién muestra que
Y=a+c X
Lo que indica que esta recta, también, para con el punto (7,)7 )

Despejado a de esta Ultima ecuacién y sustituyéndola en la segunda ecuacion
del sistema, se obtiene

5

X

c=t
el signo es el de la Cov.

Como se observa, exceptuando el signo, esta recta solo depende de los
pardmetros de las distribuciones de las dos variables.
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Ademas, esta recta es intermedia entre las dos rectas minimo cuadraticas, by.x,
b)(, Y.

Pruebas de hipétesis e intervalos de confianza con la recta minimos
rectangulos.-

Para dos variables independientes el coeficiente ¢ se puede considerar como
estima del parametro y, ¢on el signo de la covarianza. Se puede demostrar que en una
distribucién normai bivariante, la variable

2 2
" Y,
2cy, V1-F?

n-2

to =

Esta 1, se distribuye como la t de Student con n-2 grados de libertad, siendo v, el valor
tedrico del coeficiente de regresion, ¢ el coeficiente medido y A? el coeficiente de
determinacién

Observar que esta f,, para el caso de H,: y=0, toma el valor de infinito, por lo
que para probar esta hipétesis, io mejor es calcular el intervalo de confianza.

Se puede, por tanto, con esta f,, probar las hipdtesis

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
Ho Y=Y, Ho:Y2Yo Ho:Y=Yo
Hi:Y>Y, Hi Y <Yo HitY#Yo

Dado el valor paramétrico que se estd midiendo, las pruebas de hipétesis

Coladerecha Colaizquierda Doscolas
Ho:y <1 Ho:y21 Ho:y=1
Hi:y>1 Hi:y<i Hi:y#1

son pruebas de igualdad de desviaciones tipicas o de varianzas de dos variables
aleatorias eventualmente correlacionadas, equivalentes, limitandonos al caso de las
dos colas a

Ho: ox = oy
Hi: ox # oy

En este caso particular, el valor de 1, es
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Con respecto a los intervalos de confianza, si designamos como k la cantidad

los limites de confianza son

LCgx)

Ejemplo.-

L;

LS

-,
n-2 (n-2;a/2)

¢ 42 k(142 k2 -1

c \/ 1+2 k+\/(T:-2_k)2——1

Se tiene la longitud del cuerpo (X) y la profundidad de las ubres (Y), medidas en
centimetros, de 22 vacas de aptitud lechera.

Se desea saber la funcién lineal que relaciones la profundidad e las ubres en
funcidn de la longitud del cuerpo. Los datos son

vaca X Y
1 168 71
2 169 68
3 150 65
4 148 67
5 154 67
6 145 66
7 165 69
8 163 69
9 148 68

10 161 69

11 151 70
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vaca X Y
12 176 74
13 159 70
14 159 73
15 151 69
16 155 71
17 169 74
18 158 70
19 157 71
20 161 73
21 146 71
22 150 65
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T X; = 3463 X = 157.4091 I x? = 546625
Ty, = 1530 Y = 69.5454 3Yy? = 106550
EXiYi = 241116
546625 — 3463°
Sx = ———2 = 85002
21
o - 106550 - 183%° 2 6318
Yo 21 -

_ 26318 _( 3096
8.5002

a = 69.5454 —0.3086 x157.4091 = 20.8088

Como la SP tiene signo positivo, la ¢ también es positiva. L ecuacién que
relaciona ambas variables funcionaimente es, entonces

~

Y = 20.8088 + 0.3096 X

Si se quiere probar la significacién de esta pendiente, se puede calcular el
intervalo de confianza al 95% y ver si abarca el cero

280.097
RZ = 1517.32 = 0.3555
145.455
t(20, 005/2) = 2.0860
k = 208691203595 _ 06724
22-2
L; = 0.3096 {1+2x0.06724 — /(1+2x0.06724 f —1 = 0.2396
L5 = 0.3096 |1-2x0.06724+(1+2x0.06724 £ -1 = 0.4001

Como se ve, este intervalo al 95% de confianza, no abarca el cero, por lo que se
puede concluir que la pendiente de esta recta es significativa.

Si se quiere probar la hipétesis de igualdad de varianzas o, lo que es io mismo,
Ho: y=1, seria
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Ho iy =1

Hi:y#1
280.0912
2 = 151732 _ (3555
145.455
0.30962 - 1
fo = Foooe yiomss ~ o134
J20
t20,0052y = —2.0860
teo,0012) = —2.8453
f20,0.0012) = —3.85

Es altamente significativa y negativa, por lo que se concluye que y es
estadisticamente inferior a uno, o lo que es lo mismo, la varianza de Y es
estadisticamente inferior a la varianza de X

Archivo del programa SAS (C12-7.SAS).-

title 'Regresién minimo cuadritica y minimo recténgulo';
option 1s=75 ps=60;

data minrect;

infile 'cl2-7.dat';

input X Y ee@;

sumn + 1;

sumx + X;

sumy+ y;

sumxx + x*x;

sumyy + y*y;

sumxy + x*y;

title 'Regresién minimo cuadrética de Y en X';
proc reg;

model Y = X;

run;

title 'Regresién minimo cuadrética de X en Y';
model ¥ = X;

run;

title 'Regresién minimo rectangulo de Y en X';
data minrect2;

set minrect (firstobs=22);
scxX=sumxx- { sumx*sumx) /sumn;
scy=sumyy- { sumy*sumy) /sumn;

sp=sumxy- (sumx*sumy) /sumn;

c=sqrt(scy/scx);if sp<0 then c=c*-1;
as=sumy/sumn-c*sumx/sumn;

r2=sp*sp/scx/scy;
tel={c*c-1)/((2*c*sqrt(1l-r2))/sqrt(sumn-2));
prtcl=probt(tcl, (sumn-2}));
k=tinv(.975, {(sumn~2)) *(1-r2) / (sumn-2) ;
li=c*sqrt (1+2*k-sqrt ((1+2*k) **2-1));
ls=c*sqrt(1+2*k+sqrt ((1+2*k) **2-1));

proc print;

var a c tcl prtecl 1i 1ls;

run;
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Archivo de datos (C12-7.DAT).-

168 71 176
169 68 159
150 65 159
148 67 151
154 67 155

145 66 169
165 69 158
163 69 157

148 68 161
161 69 146
151 70 150

74
70
73
69
71
74
70
71
73
71
65

Archivo de resultados (C12-7.LST).-

Model: MODEL1

Source
Model
Error
C Total

Root MSE
Dep Mean
Cc.vV.

Variable DF
INTERCEP 1
X 1

Model: MODEL2

Source
Model
Error
C Total

Root MSE
Dep Mean
Cc.V.

Variable DF
INTERCEP 1
X 1

Regresidén minimo cuadrética de Y en X

Dependent Variable: Y

Analysis of Variance

Dependent Variable: Y

Sum of Mean
DF Squares Square F Value Prob>F
1 51.70367 51.70367 11.030 0.0034
20 93.75088 4.68754
21 145.45455
2.,16507 R-square 0.3555
69.54545 Adj R-sq 0.3232
3.11318
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
40.488362 8.76128371 4.621 0.0002
0.184596 0.05558202 3.321 0.0034
Regresidén minimo cuadrdtica de X en Y
Analysis of Variance
Sum of Mean
DF Squares Square F Value Prob>F
1 51.70367 51.70367 11.030 0.0034
20 93.75088 4.68754
21 145.45455
2.16507 R-square 0.3555
69.54545 Adj R-sq 0.3232
3.11318
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Estimate Error  Parameter=0 Prob > |T|
40.488362 8.76128371 4.621 0.0002
0.184596 0.05558202 3.321 0.0034
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Regresidén minimo rectangulo de Y en X

OBS A c TC1 PRTC1 LI LS
1 20.8089 0.30962 -8.13336 .000000045103 0.23958 0.40013

Recta de los tres grupos de Bartlett.

El calculo de la pendiente de esta recta se basa en lo siguiente
Se ordenan los datos con respecto a la variable X,
Se dividen los datos en tres grupos, aproximadamente del mismo
tamarno, de manera que el grupo de las X pequefias y el grupo de X
mayores, sean del mismo tamario, k.

Se calculan las medias y sumatorios par las dos variables en los tres
grupos y en todos los datos.

El calculo de la pendiente b es la diferencia de la media de Y del tercer
grupo menos la media del primer grupo dividida por la misma diferencia
para la variable X.

La ordenada en el origen se calcula como siempre.

Es decir, el valor de la regresidn se calcula

b = ?3_?1

X3~ Xi
Y el de la ordenada en el origen, como siempre
a=Y-bX
Para el intervalo de confianza se necesita calcular previamente el término

K(Xs— X, f(n-3)

C =
2t?n—S;a/Z)

siendo k el tamafio del grupo primero y tercero; y fn.3; o2 €l valor de las tablas.

Siendo, entonces, e! intervalo

bc- SP'i‘\/C( b? SC )+ SC\v)—2b SP')- SC'x SC'(v,- SP*?

LCp =
® €-SC'x

donde
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SCux = Z X2-

(Ex0f (TXeif (2 Xaif
k -2k |k

es decir, es como una SC normal, pero utilizando como término de correccién la suma
de los términos de correccion de los tres grupos. Y fo mismo para SC.iv)y SP..

Pongamos como ejemplo el mismo anterior.

Ejemplo.-

funcion de la longitud del cuerpo.

476

Se tiene la longitud del cuerpo (X) y la profundidad de las ubres (Y), medidas en
centimetros, de 22 vacas de aptitud lechera.

Se desea saber la funcién lineal que relaciones la profundidad e las ubres en

Los datos, ordenados por la variable X, y divididos en tres grupos, son

Grupo inferior

Grupo intermedio Grupo superior

vaca X Y

Vaca X Y vaca X Y

6 145 66
21 146 71
4 148 67
9 148 68
22 150 65
3 150 65
15 151 69

11 151 70
5 154 67
16 155 71
19 157 71
18 158 70
13 159 70
14 159 73
10 161 69

20 161 73
8 163 69
7 165 69
1 168 71
2 169 68

17 169 74

12 176 74

¥ Xy =1038
2Yy =472
X, =148.286
y,=67.4286
3 X2 =153950
Y Y2 =31721

Y X2y2 = 69835

2 Xoi=1254 Y X3 =1177
Y Y, =560 Ty, =498
X, =156.75 X; =167.286
Y, =70.00 Y, =71.1429
3 X3, =196638 3 X2 =196037
Y Y7 = 39361 Y YZ =35468
Y X2,YZ =87946 ¥ X3Y2 =83335
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X =157.409
Y =69.5454
71.1429 - 67.2857

= 167.2857 —148.2857
a = 69.5455 —0.2030 x157.409 = 37.5914

=0.2030

Por lo que la recta que relacionan funcionalmente ambas variables es

Y = 37.5914 +0.203 X
Como se puede apreciar, este método da valores algo diferentes al anterior.

Si se calculan los limites de confianza para comprobar entre que valores se
encuentra el valor paramétrico en esta poblacion, se necesita primero el término

o 7%(167.286-148.286 F(22-3)
2x2.09302

=5480.1241

siendo k=7 Y fn.3; w2) = 2.093.

Y las sumas de cuadrados primas

2 2 2
SC'x = 546625 -[1038 +12g4 17 ] =248.36

2 2 2
SC\w) =106550—[4771 +521 +4978 } =89.161

SP' =241116_{1038x471+12548x56‘l+1171;<498

:l =28.3929

Siendo, entonces, el intervalo al 95% de confianza

5480(0.2032 x 248.36 + 89.161 -

0.203x 5480 — 28.3929 + -2x0.203%28.3929) -
LG = —248.36x89.161— 28.39292
® 5480 - 248.36
L;=0.0778
L$=0.3366

Como se ve no incluye el cero, luego la pendiente es significativa con un 95%
de confianza.
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Archivo del programa SAS (C12-8.SAS).-

title 'Regresién de los tres grupos de
options 1s=75 ps=60;

data tresgrup;

infile 'cl2-7.dat’';

input X Y @@ ;

n=22;

k=7;

*consultarse en la salida del anterior
*Si se desea realizar en este programa
*title 'Regresidén minimo cuadrética de
*proc req;

* model Y = X;

*run;

*title 'Regresién minimo cuadrética de
* model Y = X;

*run;

proc sort;by X y;

run;

data tres3;

set tresgrup (firstobs=16);

sumx3 + X;

sumy3 + y;

sumxx3 + X*x;

sumyy3 + y*y:

sumxy3 + xX*y;

xm3=sumx3/k;

ym3=sumy3/k;

run;

data tres2;

set tresgrup (obs=15 firstobs=8);
sumx2 + X;

sumy2 + y;

sumxx2 + X*X;

sumyy2 + y*y;

sumxy2 + X*y;

xm2=sumx2/ (n-(2*k}) ;

ym2=sumy2/ (n-(2*k) ) ;

run;

data tresl;

set tresgrup (obs=7);

sumxl + X;

sumyl + Y;

sumxxl + X*x;

sumyyl + y*y:

sumxyl + x*y;

xml=sumxl/k;

yml=sumyl/k;

run;

data tresd;

merge tresl tres2 tres3;
by n;

scx=sumxx1l+sumxx2+sumxx3 -
scy=sumyyl+sumyy2+sumyy3-

sp=sumxyl+sumxy2+sumnxy3 -

Bartlett';

*Los resultados de las regresiones minimocuadrdticas pueden;

problema;
quitese los asteriscos;
Y en X';

X en Y';

(sumx1*sumxl/k+sumx2*sumx2/ (n- (2*k) ) +sumx3 *sumx3/k) ;
(sumyl*sumyl/k+sumy2*sumy2/ (n- (2*k) ) +sumy3 *sumy3/k) ;

(sumx1*sumyl/k+sumx2*sumy2/ (n- (2*k) ) +sumx3 *sumy3/k) ;
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c=(k* (xm3-xml) **2* (n-3) )/ (2*tinv(.975, (n-3)) **2);
b=(ym3-yml) / (xan3~xml) ;
ym= (sumyl+sumy2+sumy3) /22;
xm= { sumx1+sumx2+sumx3) /22 ;
a=ym-b*xm;
li=(b*c-sp~
sgrt (c* (b*b*scx+scy-2*b*sp) -scx*scy-sp*sp) ) / (c-scx) ;
1s=(b*c-sp+
sgrt (c* (b*b*scx+scy-2*b*sp) -scx*scy-sp*sp) )/ (c-scx) ;
proc print;
title 'Regresién de los tres grupos de Bartlett';
var a b ¢ 1i 1s;
run;

Archivo de resultados (C12-8.LST).-

Regresién de los tres grupos de Bartlett

OBS A B C LI LS

1 0.4119 0.43750 79.31

2 12.5730 0.15152 337.37

3 19.4855 0.14000 774.49

4 25.7792 0.14286 1518.01

5 31.5679 0.14607 2453.90

6 30.5168 0.20370 3613.47

7 35.9395 0.20301 5480.00 . .

8 37.5902 0.20301 5480.00 0.077779 0.33666

Como siempre, en casos como este, hay que mirar la tltima linea.
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CAPITULO 13

Regresiéon Multiple

Regresion miiltiple.-

La regresion de Y en una sola variable independiente es muchas veces
inadecuada. A menudo, puede haber disponibles dos 0 mas X para proporcionar mas
informacion acerca de Y, por medio de la regresién miuiltiple en las X. Entre los usos
principales de la regresion miiltiple estan los siguientes

1 La elaboracion de una ecuacién en la que varias X permiten una mejor
prediccién de los valores de Y.

2 Cuando se tiene muchas X se puede buscar el subconjunto de X que da la
mejor ecuacion lineal. Por ejemplo, en la prediccién del tiempo se puede
usar hasta 50 variables X; una ecuacién con 50 variables X puede resultar
dificil de manejar, ademas de no ser preciso el utilizarlas todas si muchas de
estas variables no contribuyen significativamente a un mejor pronéstico, por
lo que se puede buscar una ecuacion con solo las tres o cuatro variables mas
predictivas.

3) En otros estudios semejantes al anterior, el objetivo no es el prondstico,
sino que se tiene un ndmero de variables Xy se quiere saber cuéles estan
relacionadas con la Y, y, de ser posible, ordenar las variables en categorias
segun su importancia en influenciar a Y.

Dos variables independientes.-

Cuando se tenia una sola variable X; los valores de X e Y se podian representar
en un plano junto con la recta de regresion. Pero si Y es la variable dependiente de X;
y de X, para su representacion se necesita tres dimensiones vy, en lugar de linea de
regresion, se tiene un espacio de regresion. Ahora se estudiara un solo tipo de espacio
como son las superficies planas, es decir, la regresion lineal en X; y Xz o plano de
regresion. Como se vera mas adelante, la generalizacién a cualquier espacio de
regresion es automatica.
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El plano de regresién poblacional se expresa
Hyx.x, = at By X1+ By X2

B+ mide el cambio medio o esperado de Y cuando X; aumenta una unidad,
permaneciendo constante X.. Por esta razén a f1 se le denomina coeficiente de
regresion parcial.

Dado una X; y una X, los valores individuales de Y vatian en torno al plano de
regresion ajustandose a una distribucién normal, con media cero y varianza o?, dado
este supuesto el modelo es

Y = a+ By X1+ By Xo+€
siendo

g ~ N(0, 6?)
Tomada una muestra de nvalores de (Y, Xi, Xz) la ecuacion de regresion es
Y = a+b Xi+b, X2

siendo a, by y b, estimas minimo cuadréticas, es decir, estimas que minimizan el valor
de

SAY; -V
El valor de a viene dado por la ecuacién
a=Y+bX+bX,
Sustituyendo a en la ecuacién de regresion se tiene
Y = Yiby( X1= X1+ b2( X2— X2)
Las b satisfacen las ecuaciones normales

b1SCx,)*b2SP(x.x,) = SPv)
b1SP(x,,x,)*b2SC(x,) = SPp,v)

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen las soluciones
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SC( x2) SPx,) ~ SP( %1, x,)SP1x,.v)
SCix)SCx2)~ SPfxy,x2)

SC( x,) SP(x,,v) = SP( x1.x,) SPix,.v)
SCx,)SCtx2)~ SP x,xa)

b1=

Ejemplo.-

Con objeto de constatar la fuente de la que obtiene el fésforo la planta de maiz
se estudiaron 18 plantaciones en suelos diferentes en los que se determind
quimicamente la concentracién (partes por millén) de fdsforo inorgdnico (Xi) y de
fésforo orgdnico (Xz) a 20°C. Asi mismo se determiné el contenido de fdsforo en el
maiz cultivado (Y)

Suelo Xi Xz Y
1 0.4 53 64
3 0.4 23 60
5 3.1 19 71
7 0.6 34 61
9 4.7 24 54
11 1.7 65 77
13 9.4 44 81
15 10.1 31 93
17 11.6 29 93
2 12.6 58 51
4 10.9 37 76
6 23.1 46 96
8 23.1 50 77
10 21.6 44 93
12 23.1 56 95
14 1.9 36 54
16 26.8 58 168
18 29.9 51 99
3 215.0 758 1463
X 11.94 42.11 81.28
2x12 = 4321.02 Y X1 X2 = 10139.50 2 X;Y = 20706.20
2
7C = 215 _ IC = 215x758 _ TC=215X1463 _
18 18 18
= 2568.06 = 9053.89 = 17474.72
SC(x,) = 1752.96 SP(x.x,) = 1085.61 SP(x,y) = 3231.48
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Y X5 = 35076.00 2 X,Y = 63825.56 Yy? = 131299.00
2 7 14 2
TC = 758 _ TC = [98x1463 _ . _ 1463 _
18 18 18
= 31920.22 = 61608.56 = 118909.39
SC(x,) = 3155.78  SP(y,yv) = 2216.44 SCiv) = 12389.61

Sustituyendo en las soluciones del sistema de ecuaciones normales se tiene

by = 3155.78 x3231.48 -1085.61x2216.44 _ 17898

1752.96 x 3155.78 - 1085.612

by = 1752.96x2216.44—1085.61x32(231.48 — 0.0866
1.75296 x 3255.78 —1085.61

a = 81.28-1.7898x11.94 - 0.0866x42.11 = 56.26
Por tanto, la ecuacion de regresion multiple es
Y = 5626 +1.7898 X, + 0.0866 X,

El significado de esta ecuacién es que para cada parte por millén de fsforo
inorganico adicionada en el suelo al comienzo de la época de crecimiento, el fésforo
del maiz aumenté en 1.7898 ppm, contra 0.0866 ppm para cada ppm de fésforo
organico adicionada. Por lo que la conclusién es que el fésforo inorganico en el suelo
fue la principal fuente de fésforo asimilable por la planta.

Prueba de ajuste en la regresion multiple.-

En el modelo de regresién mdltiple, como en la regresion simple, las
desviaciones de las Y del plano de regresién poblacional tienen media cero y varianza
6% Una estima imparcial de o® es

Z,(Y, - )})2 — SC(Error)
n-k n-k

S?/_ XuX2 = CM(Error)

siendo
n el tamaifio de muestra
k el nimero de parametros estimados.
Los demas términos se veran dentro de un momento.

En el ejemplo anterior n=18, con tres parametros estimados, a, B1 y B2, por lo que
n-k=15.
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La suma de cuadrados de las desviaciones
2AY; -V )
se puede deducir de la siguiente manera.
Partiendo de la ecuacion de regresion
Y = Yebi( X1~ X1 b2 ( X2~ X2)

como las medias muestrales de (X1— ;) y de (X2— X,) son ambas cero, la media

muestral de los valores ajustados, Y, serda Y, por lo que se tiene

Y-Y=(Y-Y)+(Y-Y)
Sumando para todos los valores de Y;y elevando al cuadrado, se tiene
(Y =VP =5 (Y =Y P+ 5, (Y, -V )

Este resultado dice que la suma de cuadrados total de Y se subdivide en dos
componentes, la debida a la suma de cuadrados de las desviaciones de los valores
ajustados de Y con respecto a su media (suma de cuadrados de la regresién) y la
debida a las desviaciones de los valores ajustados (suma de cuadrados del error o
residuo).

La suma de cuadrados
(Y -V )
se designa como la suma de cuadrados debida a la regresion.
SCiregresion) = Xi (Y-Y ¥ = b SP(x.)+*b2SPx,,v)

De esta manera, la suma de cuadrados de las desviaciones de la regresién,
error o residuo puede obtenerse restando de la suma de cuadrados total, la suma de
cuadrados debida a la regresion.

S (Y=Y =5, (Y-YP-3(Y-V)
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Coeficiente de determinacion y coeficiente de alineacién o factor de
mejoramiento.-

Igual que en el ANOVA, la razén de la suma de cuadrados debida a! modelo por
la suma de cuadrados total, es el denominado coeficiente de determinacion que se
simboliza como # 0 mas comtnmente como R?

sP?
_ _SCw

~ SCw)

Por tanto, este coeficiente indica la proporcién de la suma de cuadrados total de
Y que es atribuible al ajuste del modelo, es decir, a la regresién. Es una medida de
bondad de ajuste al modelo.

E! campo de variacién de este coeficiente esta entre el 0 y el +1. No puede ser
negativo, independientemente de que lo sea b, pues todas las sumas de cuadrados
son positivas y el numerador es una expresion elevada al cuadrado. Y no puede ser
mayor de uno puesto que la suma de cuadrados explicada de cualquier variable tiene
que ser menor que su suma de cuadrados total, 0, en caso extremo, si explica toda la
variacion de una variable, puede ser tan grande como la suma de cuadrados total, pero
no mayor.

Este coeficiente de determinacién puede indicar ajustes casi perfectos (valores
cercanos al uno) si se ha introducido en el modelo muchas variables aunque estas
variables sean superfluas y realmente no mejoren el ajuste; para evitar este problema,
se puede ajustar el coeficiente de determinacién para el nimero (m) de coeficientes de
regresion estimados, siendo este ajuste

R, = 1-(%]
aq)

n-m-1

Este A? ajustado tiende a estabilizarse en un cierto valor cuando se introducen
variables adecuadas al ajuste. Aunque para un solo coeficiente de regresién, ambos
valores son proximos.

Hay que hacer notar que el coeficiente de determinacion ajustado puede tener
valores negativos.

Puesto que el valor del coeficiente de determinacion oscila entre 0 y +1, se le
puede restar a 1 con el fin de poder calcular la fraccién de la suma de cuadrados
explicada y no explicada, es decir, la fraccion de la suma de cuadrados total de Y
explicada por la variabilidad de X (debida a la regresién) es

SCiregresion) = ;CP:, ) = f'ZSC(Y)

486 Estadistica Aplicada Uni y Multivariante



Y la suma de cuadrados no explicada por X es

SClemon) = sc(Y)—;TP(zy) = (1-r2) SCy)

La cantidad 1-7 se denomina coeficiente de indeterminacion o de no
determinacién y expresa la proporcién de la varianza de una variable que no ha sido
explicada por la otra variable. La raiz cuadrada de este coeficiente de indeterminacion

1-r?

se denomina coeficiente de alineacién o factor de mejoramiento y mide la falta de
asociacion entre las variables Xe Y.

Tanto el coeficiente de determinacién como de indeterminacién como el
coeficiente de alineacion son cantidades o proporciones indicativas de lo que denomina
su nombre, pero no son estadisticos que permitan hacer inferencias.

Sin embargo, una estima insesgada de la varianza no explicada por la regresion
con la que si se puede realizar inferencias es el CM del residuo o error, que se
simboliza como S°x, es decir, la fraccién de la suma de cuadrados total de Y no
explicada por la variabilidad de X dividida por sus grados de libertad (n-2). A su raiz
cuadrada se le denomina error tipico o desviacion tipica de Y para X fijo o bien se le
denomina desviacion tipica o error tipico de Y manteniendo constante X.

Ejemplo.-
Siguiendo con el mismo ejemplo del fésforo,
Ho:By=B,=0
Hi:B;#0 6 B,#0 6 B;#0
SCirogresiony = 1.7898x3231.48+0.0866x2216.44 = 5975.6
SClerrony = 12389.6-59756 = 6414.0

Se puede, ahora, contrastar las hipétesis

FVv gl SC CM F
Regresion 2 5975.6  2987.8 6.99**
Error 15 6414.0 427.6

Total 17 12389.6

El valor de F, significativo al 0.01 indica que ambos coeficientes de regresion o
uno de elios es diferente de cero.
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El coeficiente de determinacién es

5975.6
72 =

———— = 04823
12389.6

es decir, del 48%.

Y el coeficiente de determinacién ajustado es

de. _ 1_[(1—0.4823)(18—1)) — 04133
adj '

18-2-1

Se puede hacer la prueba de significacion de las b individuales, ampliando el
anterior analisis, de la siguiente manera.

Si se hubiese ajustado la regresion de Y sobre, solamente, Xi, el coeficiente de
regresion seria

SPw,x,) _ 323148

= = 18434
SCix,) 175296

by.x, =

La suma de cuadrados debida a esta regresion es

SPvx) _ 323148

= 5957.0
SCix, 175296

SClregresion) =

Por tanto ha habido una reduccién de la suma de cuadrados con respecto a
cuando se incluian las dos X de, 5975.6-5957.0=18.6, que con gi=1 mide la
contribucion de Xz a la regresién dado que X; ya estaba incluida.

De la misma manera se puede probar la H,: f2=0

La tabla de los resultados de estas pruebas es

FV gl SC CMm F

X1y Xz 2 5975.6

X solo 1 5957.0

Xz 1 ------------ 18 6186 0“.-64ns
XyXe 2 ses.e 7T
Xz solo 1 1556.7

“X1 1 4418.9 4418.9 10.30**
Error 15 6414.0 427.6

Total 17 12389.6
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Por lo que se concluye que Xz no influye significativamente en la variacion de Y,
siendo la mayoria de la variacion de Y explicada por la variacion de X; y por otros
factores que no han sido estudiado (residuo).

Pruebas de hipétesis e Intervalos de confianza para los coeficientes de
regresion.-

Si se desean las t de Student para el célculo de los Iimites de confianza no se
tiene mas que hallar las raices cuadradas de las F, anteriores.

O bien, si no se ha hecho la prueba de ajuste por preferir el uso de los limites de
confianza o bien porque se prefiere hacer una prueba de hipétesis f=p,, siendo Bo un
numero diferente a cero, se pueden hallar directamente las t de esta manera.

Los errores tipicos de by y de boson

SCix,)
S = Sk 2
b (YX1-X2)|:SC(X1) SC(XZ)_SP?X1'X2)}

SCixy)
Sp, = S(ZY.x,x) :
"7 SCx1)SCx2)~ SPixy x2)
Se puede probar que la cantidad
bi+B;y o)
n-K; o,
Sp,

Es decir, se distribuye como tde Student con gi=(n-k).

Por lo tanto se pueden probar las hipétesis

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
Ho :B;<B,, Ho:By2B,  Ho:By=B,
H1:B1>Bo1 H1:B1<Bo1 H1:B1;"&Bo1

bi- B,

Sy

pudiendo ser o1 cualquier nimero, incluido el cero.

to =

Esta 1, se distribuye como la t de Student por lo que se puede contrastar con la
fnk; ar2) Para las hipétesis de dos cola y con #n.« o) para las hipétesis de una cola.
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Lo mismo se haria con b..

Y los limites de confianza para cualquier B; se encuentran en la forma
acostumbrada

LCp,) = b £Sptinkarz)
LC(Bg) = b2 :tsbz tin-kcal2)
Ejemplo.-
Siguiendo con el ejemplo anterior, puede ocurrir que se tenga una hipétesis

previa a la realizacién del experimento del valor esperado para b;, por ejemplo. se
espera que B4=1, en este caso la prueba seria

HO:B1=1
Hy:By#1
Sy = 4276 3155.78 o = 0557
1752.96 x3155.78 — 1085 .61
17898 -1
o = ———— = 1418ns
0.557

f(15:00s2) = 21315

Se confirma la hipétesis nula, por lo que se puede concluir que el valor de by no
es estadisticamente diferente de uno.

Si la hip6tesis que se quiere probar es la de significacién de la pendiente, es
decir, la de B1=0, la prueba seria

HO:B1=O
Hi:B#0
N P 315578 | = o0ss7
1752.96 X 3155.78 - 1085.61
17898 .
o = os57 - 321

f(150052) = 21315
t(15;,0012) = 29467

Se rechaza la hipétesis nula, por lo que se puede concluir que la pendiente de
este coeficiente es significativa, o lo que es lo mismo, que los valores de X; influyen en
los valores de Y.
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Notese que el valor de {, para contrastar la hipétesis de p=0 es la raiz cuadrada
del valor de F, de la prueba de ajuste.

Y para b,

Ho: Bz =

Hi:B,#0

s, = 4276 175296 - 0416
175296 x3155.78 — 1085 612
0 = 0.0866 = 0.21ns
0416
l(15,0.05/2) = 21315

Se confirma la hipétesis nula, por lo que se puede concluir que el valor de b, no
es estadisticamente diferente de cero, o lo que es lo mismo, que los valores de X, no
influyen significativamente en la variacién de Y.

Notese que el valor de t, para contrastar la hipétesis de B=0 es la raiz cuadrada
del valor de F, de la prueba de ajuste

Los intervalos de confianza, al 95%, son, para la b,

LC(p,) = 17898 + 0557x21315 = 17898 + 11872

L; = 06025
LS = 29770
Y parala bz
LCp,) = 00866 + 0.416x21315 = 00866 + 0.8867
L; =-0.8001
LS = 09733

Pruebas de hipotesis e intervalos de confianza para la ordenada en el origen.-

Estos son casos especiales de valores estimados (ver mas adelante) de ¥ para
X1=0, Xz = 0, si se quiere la ordenada en el origen. Y para Xi=X;, X2= X> sise

quiere la media de la variable dependiente.

El error tipico de o es
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1 (= %1/ SCix)* = X2 F SCixy)
S?Y-Xth) —+ -
n SC(X1)SC(X2)_SP?X1:X2)

\ _ 2SP(X1X2)(__)21)(_72)
SC(x1)SC(x2)~ SP x,.x2)

Svoo =

Se pueden realizar, también, pruebas de hipétesis para contrastar la hipétesis
sobre o por medio de la siguiente prueba t.

Coladerecha Colaizquierda Dos colas

Ho 1O < Qg Ho:O02d, Ho:G=0,
Hi:a>a, Hiia<d, Hi:a#a,
a-a
to = ——2
Svo,0

Esta 1, se distribuye como la t de Student por lo que se puede contrastar con la
fink w2) Para las hipdtesis de dos cola y con #..: o para las hipétesis de una cola.
Ejemplo.-

Estimese el error tipico de la ordenada en el origen del mismo ejemplo y
compruébese si esta ordenada en el origen es estadisticamente igual a cero

El error tipico es

1276 l+(—11.94)2x3155.78+(—42.11)2x1752.96 ~
< 118 175296 x 3155.78 — 1085.6 12
(Y0,0) = =
_(2x(-1194)x( - 4211)x 108561
175296 x3155.78 —1085.6 1
=16.3106

Y la prueba para a=0 es

Ho a= 00
Hy:a#d,
to = —56.26 = 3.4493**
16.3106
t(15;005/2) = 2.1315

2.9467

t(15;0.01/2)
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Luego se concluye que este plano de regresién no pasa por el origen de

coordenadas.
Todos estos resultados se obtienen con el siguiente programa

Archivo de programa SAS (C13-1.SAS).-

title 'Regresién Miltiple';

options 1ls=75 ps=60;

data regresi;

infile 'cl13-1.dat’';

input suelo X1 X2 Y ;

proc reg;

model Y = X1 X2 ;

run;

title 'Prueba para bl=1 haciendo X2 igual a cero';
test X1=1;

run;

title 'Prueba para bl=0 haciendo X2 igual a cero';
test X1=0;

run;

title 'Prueba para b2=0 haciendo X1 igual a cero';
test X2=0;

run;

Archivo de datos (C13-1.DAT).-

1 0.4 53 64
2 12.6 58 51
3 0.4 23 60
4 10.9 37 76
5 3.1 19 71
6 23.1 46 96
7 0.6 34 61
8 23.1 50 77
9 4.7 24 54
10 21.6 44 93
11 1.7 65 77
12 23.1 56 95
13 9.4 44 81
14 1.9 36 54
15 10.1 31 93
16 26.8 58 168
17 11.6 29 93
18 29.9 51 99
19 6.0 30
20 35.0 70
21 11.9 42

Las tres Ultimas lineas se utilizaran en los siguientes ejemplos.

Capitulo 13: Regresién Multiple

493




Archivo de resultados (C13-1.LST).-

Regresién Miltiple

Model: MODEL1l
Dependent Variable: Y

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Vvalue Prob>F
Model 2 5975.66853 2987.83427 6.988 0.0072
Error 15 6413.94258 427.59617
C Total 17 12389.61111

Root MSE 20.67840 R-square 0.4823

Dep Mean 81.27778 Adj R-sq 0.4133

C.V. 25.44164

Parameter Estimates

Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 56.251024 16.31073734 3.449 0.0036
X1 1 1.789774 0.55674341 3.215 0.0058
X2 1 0.086649 0.41494299 0.209 0.8374
Dependent Variable: Y
Test: Numerator: 860.4575 DF: 1 F value: 2.0123
Denominator: 427.5962 DF: 15 Prob>F: 0.1765

Dependent Variable: Y
Test: Numerator: 4418.9601 DF: 1 F value: 10.3344
Denominator: 427.5962 DF: 15 Prob>F: 0.0058

Dependent Variable: Y
Test: Numerator: 18.6460 DF: 1 F value: 0.0436
Denominator: 427.5962 DF: 15 Prob>F: 0.8374

Las salidas de este programa (C13-1.LST) son:

.Andlisis de varianza que prueba la significacién del modelo completo, explicado
en la pagina 484 y desarrollado en la pagina 487.

.La desviacién tipica del error (Root MSE), que no es sino la raiz cuadrada del
cuadrado medio del error.

.La media de la variable dependiente (Dep Mean).

.E! coeficiente de variacién (C.V.) que es la fracciéon de las dos cantidades
anteriores puesta en porcentajes; nos da la magnitud relativa de la desviacion tipica del
error con respecto a la media, por lo que cuanto menor sea el valor del coeficiente de
variacién mejor sera el ajuste del modelo.

.El coeficiente de determinacion (R-Square) y el coeficiente de determinacién
ajustado (Adj R-Sq) explicados en la pagina 486 y desarrollados en las paginas 488.

. Las estimas de los tres parametros de este modelo (Parameter Estimate) que
son, o (INTERCEP), 1 (X1) y B2 (X2), explicados a partir de la pagina 482.

.El error tipico de estos parametros (Standard Error); la prueba t de Student
para el valor de estos pardmetros igual a cero (T for HO: Parameter=0) y el nivel de
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significacién de esta prueba (Prob > |T]), explicados y desarrollados entre la pagina
489 y la pagina 492.

.Las tres ultimas pruebas especificadas en el programa (test) son pruebas F
explicadas y desarrolladas en la pagina 488. Como se ve, las dos Ultimas pruebas son
redundantes con las t de Student del apartado anterior, puesto que esta F no son sino
el cuadrado de las t, y su significacién es exactamente la misma.

Pruebas de hipétesis e intervalos de confianza para una estimacién por
interpolacidn.-

El error tipico de un valor estimado Y , para unos valores dados de Xio Y Xao,
dentro del rango de las X muestreadas en el experimento, es

l+(X1o‘71)23C(x2)+(X20‘72)230(x1) B
n SCx1)SCtx2)= SPi x,.xa)

_ 2 SP(X1X2)(X10‘—)?1 )(Xzo——)?z)
SCix1)SCtx2)~ SPi x,,x2)

Como se ve, la varianza del error se ve incrementada en un factor que es
proporcional a la distancia que exista entre las X; y las respectivas media X . porlo

s(2Y-X1'X2)

S?-XMIXZO =

que cuanto mayor sea la distancia entre X, y su media mayor sera el error tipico de la
estima de Y y mayor, por tanto, el intervalo de confianza, que seria

LClY.x10x200 = Y & S.x10 X20) tink, 0 2)

Si se estiman los limites de confianza de Y para todos los puntos X, del
experimento, y se representan estos puntos en una gréfica tridimensional donde se
tiene el plano de regresién, se obtendrd dos superficies curvas céncavas a ambos
lados del plano. Es decir, a medida que nos alejamos de la media, menos fiable son las
estimas de Y como consecuencia de la incertidumbre de las verdaderas pendientes de

By B

Se pueden realizar, también, pruebas de hipétesis para contrastar la hipétesis
nula de que Y es una estima de Uy.xo pOr medio de la siguiente prueba .

Coladerecha Colaizquierda  Dos colas

HotY<Uyyy, HotY2pyyy, HotY= Hy.xix,
HitY> “Y.X1X2 Hi:Y< l‘IY-X1X2 oY= “Y‘X1X2

_ Yo yxx

to = -
Sy. X10X20
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Esta t, se distribuye como la t de Student por lo que se puede contrastar con la
link; or2) Para las hipétesis de dos cola y con f.x; o) para las hipétesis de una cola.

Ejemplo.-

Siguiendo con el ejemplo anterior, se tiene que el intervalo de confianza al 95%
del valor estimado ¥ para X;,=0.04 y X20,=54 (la primera observacion o suelo) es

a

Y = 56.26+1.7898 x 0.4+0.0866x53 = 6156
427, 6( 1, (04-1194 Px315578+(53 - 4211 x 175296 } B
18 175296 x3155.78 —1085.61°
StV X10X20) = =
2x (0.4 -1194)x (53 — 42.11)x1085.61
_[ 175296 x 3155.78 — 1085.61° ]
= 10595
LCpoosssy = 6156 + 10595x21315 =6156 + 225832
L, = 389767
[5 = 841432

También se puede realizar la estima de cual seria el valor de Y para unos
valores de X no medidos, como pueden ser, por ejemplo, para Xi=6.0 y X>=30; en el
ejemplo SAS se vera este resultado.

Pruebas de hipétesis e intervalos de confianza de la predicciéon, por
extrapolacion, de un valor Y.-

Entre los usos de la regresion esta la prediccion de valores de Y para valores de
X fuera del campo de variacién medido. Estos pueden ser valores futuros o bien
pueden ser valores de X que son posibles observar pero es imposible o poco préactico
medir el correspondiente valor de Y.

Lo que se ha hecho en el epigrafes anterior era estimar un valor de Y, esto es,

Y, entre dos valores de X observados, es decir, se ha estimado Y por interpolacion.
Mientras que ahora de trata de predecir un valor futuro cuya X adn no existe o, si
existe, es inasequible como consecuencia del valor de Y.

Es importante que no se confundan los dos tipos de prediccién. El resultado de
esta prediccion esta sujeto al supuesto de que el nuevo miembro proviene de la misma
poblacién como los datos originales. A no ser que la prediccion satisfagan esta
condicién, habrd de considerar el error tipico como aproximado. Sera muy bajo si el
paso del tiempo o de ambiente a cambiado el valor de B.
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Al predecir un valor o al estimar una media uy.x para un X fuera del intervalo
observado, esto es, al extrapolar, se supone que la relacién se mantiene lineal y este
supuesto puede no ser acertado, especialmente si se usa la recta como una
aproximacion y se extrapolan puntos muy alejados del rango muestreado. Para
extrapolar con cierta garantia hay que revisar la recta de regresion a medida que se
acumulan experiencias.

La prediccién se hace igual que la estima de Y , es decir, sustituyendo en la
ecuacion de regresion pero el error tipico de la prediccién es, ahora

o2 1] (X1o—71)ZSC(x2)+(Xzo——)?2)ZSC(x,)
(Y. X1, Xz2) +;+ —_gp? -
) SCix1) SCix2)~ SPxyx2)
SY-X1i:X2/=

_ 2SP(X1X2)( X10— X1 N X20— X2)
SC(X1)SC(X2)_ SP?X1.X2)

Por lo que se puede realizar pruebas de hipétesis para contrastar la hipétesis
nula de que Y es una estima de py.x1.x2 por medio de la prueba t siguiente.

Coladerecha Colaizquierda Dos colas

~ ~ ~

H1:Y>uY.X1X2 H1:Y<IJY_X1X2 H1:Y¢IJY.X1X2

~

_ Y_yY'X1X2
top = ———=

SY’-X11X21

Esta 1, se distribuye como la t de Student por lo que se puede contrastar con la
tnk os2) Para las hipdtesis de dos cola y con tp; o para las hipétesis de una cola.

El intervalo de confianza seria
LC(?-XﬁrXZi) =Y+t S(};-X1iX21)t(n'k.(l/2)
Ejemplo.-

Siguiendo con el ejemplo anterior, supéngase que se quiere predecir, por
extrapolacion, el valor de Y del primer suelo. Se tiene que el intervalo de confianza al

95% del valor estimado ¥ para Xi,=0.04 y X>,=54 (la primera observacién o suelo) es
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~»
il

56.26+1.7898 x 0.4+0.0866 x53 = 6156

a7 14 1, (04-1194 Fx315578+(53 - 4211 Fx175296 | _
1752.96x3155.78 - 1085.612 -

StV xuxai) =
2 (0.4 —1194)x (53 — 42.11)x 108561
_( 1752.96 x 3155.78 — 1085 612 )
= 23235
LCpoo4ss) = 6156 + 23235x21315 = 6156 + 495249
L, = 120351
15 = 1110849

Como se ha dicho anteriormente, esta es una prueba para la prediccion de
valores que estan fuera del rango de variacién de las X por lo que un ejemplo seria el
predecir el valor de Y para los valores de X;=30 y Xo=70; el resultado se vera con el
ejemplo SAS.

Pruebas de hipétesis e intervalos de confianza para la media de la variable
dependiente.-

Un caso especial de valores estimados es el de la estima de Y. Dado que el
plano de regresién pasa por el punto cuyas coordenadas son las medias, no hay mas
que estimar Y por interpolacién para los lo valores medios de las X.

Recuérdese que el error tipico de la media muestral observada, Y , se calcula
mediante la expresion

S?Y)
I
gl = n-1

Pero ahora se puede explicar parte de la variacion de Y en funcion de la
variacion de las X, quedando como varianza no explicada S’vx1xe. Se puede, por
tanto, utilizar el error tipico
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1 (X1o—7(1)ZSC(X2)+(X20—7(2)ZSC(X1)
S?Y-Xth) -+ -
n SC(X1)SC(X2)_SP?X1.X2) _

?'_0'_0= — —
ot - 2 SP(X1X2)(X10_X1)(X20_X2)
SC(X1)SC(X2)_SP?X1,X2)

Sw=S

S?Y-Xan)
n
gl=n-ny,

para el calculo del intervalo de confianza de Y, de la siguiente manera

LCy) = Yt Sv)tin-2 air2)

Ejemplo.-

Siguiendo con los mismos datos de niveles de fésforo, los limites de confianza
al95%de Y, son

Y = 5626 +1.7898 x 119 + 0.0866 x 42.1 = 8120

f427.6
S(?) = T = 4874

LCiy) = 812+4874x21199 = 812+1033
L,' = 7086
L* = 9153

Este intervalo es notablemente mas estrecho que el intervalo de confianza para
la misma media de la variable Y, sin considerar la influencia de las variables X, a pesar
de que aqui se tiene dos grados de libertad menos. Recuérdese que este intervalo

hubiera sido

LCi7) = 8128+40.49x21098 = 8128 + 8543
L; = 415
L5 = 11671
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Se pueden realizar también pruebas de hipdtesis para contrastar la hipétesis

nula de que Y es una estima de la media poblacional u,, por medio de la siguiente
prueba t.

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
Ho *Hy < U, Ho My 2H, Ho'ly =W,
H1:pY>po H1:UY<po H1:Uy¢|-‘o

Y -
to = Ho

Siv)

Esta 1, se distribuye como la t de Student por lo que se puede contrastar con la
tn-3, 2) Para las hipétesis de dos cola y con #n3; o) para las hipétesis de una cola.

Archivo de programa SAS (C13-2.SAS).-

title 'Regresién Multiple: Estimas y predicciones'’;
options 1ls=75 ps=60;
data regresi;
infile 'cl3-1.dat’;
input suelo X1 X2 Y ;
proc reg;
model Y = X1 X2 / clm cli;
run;

La estima de los valores extrapolados se realizan con la opciéon CLM y la estima
de los valores extrapolados se realizan con la opcién CLI.

Para obtener la estima o la prediccién de un valor de Y diferente a las X

medidas no hay mas que poner los valores de estas X en el archivo de datos, poniendo
un punto en el sitio que le corresponderia al valor de Y (ver C13-1.DAT).

Archivo de resultados (C13-2.LST).-

Regresién Miltiple: Estimas y predicciones

Dep Var Predict Std Err Lower95% Upper95% Lower95% Upper95%

Obs Y Value Predict Mean Mean Predict Predict Residual
1 64.0000 61.5593 10.597 38.9732 84.1455 12.0342 111.1 2.,4407
2 51.0000 83.8278 8.071 66.6257 101.0 36.5149 131.1 -32.8278
3 60.0000 58.9599 8.994 39.7887 78.1311 10.8960 107.0 1.0401
4 76.0000 78.9656 5.240 67.7977 90.1334 33.4978 124.4 -2.9656
5 71.0000 63.4457 9.817 42.5211 84.3702 14.6559 112.2 7.5543
6 96.0000 101.6 7.462 85.6758 117.5 54.7238 148.4 -5.5807
7 61.0000 60.2710 7.440 44.4134 76.1285 13.4301 107.1 0.7290
8 77.0000 101.9 7.367 86.2243 117.6 55.1385 148.7 -24.9273
9 54.0000 66.7425 8.278 49.0993 84.3858 19.2674 114.2 -12.7425

10 93.0000 98.7227 7.027 83.7451 113.7 52.1724 145.3 -5.7227
11 77.0000 64.9258 14.018 35,0478 94.8038 11.6783 118.2 12.0742
12 95.0000 102.4 7.906 B85.5965 119.3 55.2609 149.6 -7.4472
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13 81.0000 76.8875 5.235 65.7301 88.0448 31.4222 122.4 4.1125
14 54.0000 62.7710 6.955 47.9474 77.5945 16.2700 109.3 -8.7710
15 93.0000 77.0139 6.457 63.2506 90.7771 30.8400 123.2 15.9861
16 168.0 109.2 9.235 89.5581 128.9 60.9717 157.5 58.7574
17 93.0000 79.5252 7.241 64.0922 94.9582 32.8264 126.2 13.4748
18 99.0000 114.2 10.161 92.5258 135.8 65.0753 163.3 -15.1844
19 . 69.5891 6.679 55.3531 83.8252 23.2721 115.9
20 . 125.0 13.613 95.9432 154.0 72.1903 177.7
21 . 81.1886 4.874 70.7997 91.5775 35.9058 126.5
Sum of Residuals 0
Sum of Squared Residuals 6413.9426
Predicted Resid SS (Press) 9776.5478

Las salidas de este programa (C13-2.LST) son:

Los tres primeros bloques son la salida por defecto y ya se vio en el programa
anterior, por lo que se han eliminados de la esta tabla.

El siguiente bloque de salidas lo constituye siete columnas que son:

Valor de la variable dependiente (Dep Var Y) para las 18 unidades
experimentales medidas. En las observaciones 19, 20 y 21 no hay valor de la variable
dependiente pues son valores que se han introducido en el archivo de datos con objeto
de que nos estime y prevea, respectivamente, el valor de Y.

Valores estimados de Y (Predict Value) por la regresion.

Error tipico de esta estima (Std Err Predict).

Limite inferior (Lower95% Mean) y superior (Upper95% Mean) con el nivel de
significacion del 0.05 (95% de confianza) de la estima por interpolacién

Y limite inferior (Lower85% Predict) y superior (Upper95% Predict) con el nivel
de significacion del 0.05 (95% de confianza) de la estima por extrapolacion.

Obsérvese que la fila correspondiente a la observacién 19 es para la estima del
valor de Y'si los valores de X son 6.0 y 30, respectivamente. Mientras que la fila de la
observacién 20 es para la prediccion del valor de Y para los valores de X de 35.0 y 70,
respectivamente. Y la observacion 21 es para la estima de la Y media.

Andlisis de los residuo (ey.x).-

Como se ha visto anteriormente, los valores determinados por la ecuacién de
regresion, son estimaciones de parametros poblacionales, es decir, de Uyx =

a+biXy+bXz = Y. Las diferencias entre éstos valores estimados y los valores
observados son estimaciones de la variacion de Y no explicada por la variacién de X; y
de X5, esto es lo que se ha denominado residuo.

Los residuos (ev.x) pueden ser particularmente Utiles cuando se representan
respecto de X. Si tienden a ser del mismo signo en ambos extremos de la grafica y de
signos opuestos en el medio, entonces queda comprobado que la respuesta no es
lineal. Si sus magnitudes cambian de manera regular, por ejemplo, aumentando con X,
entonces hay evidencia de heterogeneidad de la varianza. Los valores extremos o
alejados pueden detectarse de la manera que se describe mas adelante.

Una dificultad con los residuos es que no todos se estiman con la misma

precision. Sin embargo, se puede estimar errores tipicos de los residuos y dividiendo
cada residuo por su error tipico se obtienen residuos tipicos o residuos Student. Estos
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residuos Student se ajustan a la distribucién t con n-2 grados de libertad, por lo que
podria utilizarse como prueba de hipétesis. Sin embargo, esto no es posible porque la
eleccién del residuo no es aleatorio, como es el supuesto de la prueba t, pero si se
puede utilizar para detectar residuos excesivamente grandes (desviaciones
sospechosamente grandes), pues residuos stundetizados mayores de 2.5 son
relativamente raros y habria que investigar esta desviacién inusualmente grande.

El error tipico del residuo es,

S?Y ) 1_l+(x1o_)_(1fSC(x2)+(X20_72)250(X1)
X1 X,
e n SC(X1)SC(X2)_SP?X1-X2)

2SP(X1X2)( X1o_71 )( X20—7(2)
SC(x,)SC( x2)= SPixu.x2)

Ox.X2

Archivo de programa SAS (C13-3.SAS).-

Title 'Regresién Miltiple: Residuos';

Options 1s=75 ps=40;

Data regresi;

Infile 'cl3-1.dat';

Input suelo X1 X2 Y @@;

Proc reg;
Model Y = X1 X2 / R;
Plot residual.*X1l='1l"';
Plot residual.*X2='2';
Plot residual.*obs.='*"';

run;

La estima de los residuos realiza con la opcién R. Se han afiadido tres
estamentos PLOT para que nos representen, respectivamente, los residuos de cada
valor de las dos X'y de cada observacion para las dos X en conjunto.

Archivo de resultados (C13-3.LST).-

Regresién Miltiple: Residuos

Dep Var Predict Std Err std Err Student Cook's
Obs Y Value Predict Residual Residual Residual -2-1-01 2 D
1 64.0000 61.5593 10.597 2.4407 17.757 0.137 0.002
2 51.0000 83.8278 8.071 -32.8278 19.038 -1.724 bk 0.178
3 60.0000 58.9599 8.994 1.0401 18.620 0.056 0.000
4 76.0000 78.9656 5.240 -2.9656 20.004 -0.148 0.001
5 71.0000 63.4457 9.817 7.5543 18.199 0.415 0.017
6 96.0000 101.6 7.462 -5.5807 19.285 -0.289 0.004
7 61.0000 60.2710 7.440 0.7290 19.294 0.038 0.000
8 77.0000 101.9 7.367 -24.9273 19.321 -1.290 i 0.081
9 54.0000 66.7425 8.278 -12.7425 18.949 -0.672 * 0.029
10 93.0000 98.7227 7.027 ~5.7227 19.448 -0.294 0.004
11 77.0000 64.9258 14.018 12.0742 15.202 0.794 * 0.179
12 95.0000 102.4 7.906 -7.4472 19.107 -0.390 0.009
13 81.0000 76.8875 5.235 4.1125 20.005 0.206 0.001
14 54.0000 62.7710 6.955 -8.771¢0 19.474 -0.450 0.009
15 93.0000 77.0139 6.457 15.9861 19.644 0.814 * 0.024
16 168.0 109.2 9.235 58.7574 18.502 3.176 HEEHAN 0.838
17 93.0000 79.5252 7.241 13.4748 19.369 0.696 * 0.023
18 99.0000 114.2 10.161 -15.1844 18.009 -0.843 * 0.075
19 . 69.5891 6.679 . . . .
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20 . 125.0 13.613 . .
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Las salidas de este programa (C13-3.LST) son:

Las primeras salidas ya se conocen de los anteriores ejemplos, por lo que la
hemos excluido. Y las salidas que son por columnas, las tres primeras columnas son
conocidas, las columnas nuevas son

La columna encabezada por Residual son los residuos. Los errores tipicos de
los residuos son los encabezados por Std Err Residual. Y la division de los residuos
por su error tipico da el residuo Student (Student Residual).

La siguiente columna es una representacion gréfica de la magnitud del residuo
Student, como se ve, ninguna supera el dos, y la mayoria vale cero, lo que significa un
buen ajuste.

La siguiente columna, la D de Cook se estudiara en el siguiente apartado

Tal como era de esperar por el criterio minimocuadratico seguido para la estima
de la recta, las sumas de los residuos vale cero, y la suma de los cuadrados de los
residuos (que es la mas pequefia posible) es igual a la de la SCpmy de la prueba de
bondad de ajuste, con una ligera variacion debido a errores de redondeo.

Como se observa en la columna correspondiente, los errores tipicos de los
residuos oscilan alrededor de los mismos valores, no hay ningun error tipico
excesivamente grande. Y en la columna de los residuos Student se comprueba que
ningun valor sobrepasa en valor de 25, por lo que se puede concluir que no hay ningun
dato excesivamente alejado de su valor esperado.

Como se ve en las salidas de los PLOT, aproximadamente la mitad de los
residuos estan por encima del cero y la otra mitad estan por debajo del cero, no

504 Estadistica Aplicada Uni y Muttivariante



observandose ninguna tendencia entre unos y otros. Esto ya se sabia viendo la
columna encabezada por Residuals. La ventaja de la gréfica es que si hay una
desviacion significativa se puede visualizar la tendencia de esta desviacién, como se
puede comprobar cuando se hace ajustes a Curvas polinémicas.

Analisis de las influencias.-

Los valores extremos pueden, a veces, pasar desapercibidos al anlisis de los
residuos y sus valores Student del epigrafe anterior, porque las estimaciones
minimocuadréticas de la recta de regresién tienden a situarse en valores intermedios
de las observaciones extremas. Por tanto, las estimas de los residuos de dichas
observaciones pueden no ser especialmente grandes, interfiriendo en la busqueda de
valores extremos. Esta dificultad puede ser soslayada si se calculan las estimas y
estadisticos de la observacion cuestionada por medio de una recta de regresion
estimada con todos los pares de valores menos con el punto cuestionado. Esto no
requiere la repeticion de todos los cdlculos, pues basta con restarle a los sumatorios
basicos (ZX, =X?, Y, ZY? y (EXY) el valor correspondiente de la observacion
eliminada. En todo caso, los paquetes estadisticos proveen de estos estadisticos.

Dichos estadisticos se anotan con el subindice -i refiriéndose este subindice al
subindice de la observacién omitida. Por ejemplo, S%., es la varianza de la regresion
estimada sin el segundo valor de las parejas de valores que se tienen. Estos
estadisticos indican la potencial influencia de una observacién concreta.

Residuos stundetizados (Rstudent).-

El primer estadistico es una version de los residuos stundetizados, en el que los
residuos se dividen, como en el caso anterior, por los errores tipicos de los residuos,
pero utilizando para el calculo de dichos errores tipicos, la varianza del error calculada
con todos los pares de valores menos con el par en cuestion, es decir, S%y.x..

Este residuo stundetizado se distribuye con la misma ty con los mismos g/ que
el residuo Student, pero es méas sensible que este, siendo el criterio de rechazo el
mismo, es decir, rechazar por extremos las observaciones que de un residuo
stundetizado mayor de 25.

Diferencias de ajustes (Dffits).-

Un segundo estadistico es el que se puede denominar diferencias de ajustes,
consiste en la diferencia entre dos valores estimados de la misma Y, la primera
estimacion es la realizada con la ecuacion de la recta calculada con todos los pares de
valores, es decir, ¥;, y la segunda es la estimacion es realizada con la ecuacién de la

recta calculada con todos los pares de valores menos con el par en cuestién, es decir,

Y..- Esta diferencia es dividida por el error tipico de un valor estimado, pero utilizando

la varianza del error calculada con todos los pares de valores menos el par en
cuestion, esto es, con la simbolizada como Sy x..
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Este estadistico es un buen indicador de la influencia. Se sugiere, que un buen
criterio para detectar observaciones influyentes, es el de las observaciones que
superen, en valor absoluto, el valor

m+1
n

2

siendo m el nimero de variables independientes y n el nimero de pares de valores.

Dde Cook (Cook.s D).-

Un tercer estadistico es la D de Cook, que es semejante al anterior, pero en
éste, a diferencia del anterior, se utiliza la varianza del error de todas las
observaciones, es decir, el error tipico de un valor estimado; y se eleva al cuadrado y
divide por dos, para resaltar mas los valores extremos.

Medida tipificada de lo extrema que es una observacion (Hat Diag H).-

Otro estadistico seria h;, que indica la influencia de cada observacion. Este es
una medida tipificada de lo extrema que es una observacién, en el espacio de las X,
con respecto al centro.

La suma de todos los h; vale m+1, siendo m el nimero de variables
independientes, por tanto, el valor esperado de h;es

m+1

n
si una observacién supera dos veces este valor, se puede considerar que tiene una
gran influencia.

Proporcién de las varianzas generalizadas (Cov Ratio).-

Otro estadistico es la proporcién de las varianzas generalizadas. La varianza
generalizada de una muestra de pares de valores, es la razén entre la varianza del
error y la suma de cuadrados de la variable independiente por el numero de
observaciones, esto es

Este estadistico es el resultado de dividir la varianza generalizada sin la i-ésima
observacién y la varianza generalizada con todas las observaciones, es decir, Si el
valor de este estadistico es superior a uno indica que la inclusién de dicha observacion
tiene como resultado incrementar la precisién, mientras que un valor inferior a uno
tiene como resultado una disminucién de la precision. Se sugiere que valores que
excedan a la unidad en
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3(m+1)
n

pueden ser considerados como excesivos.

Diferencias tipificadas de las by de la a (... Dfbetas, INTERCEP Dfbetas).-

Otros estadisticos son la diferencias tipificada de las regresiones y de la
ordenada en el origen calculadas con todos y sin el i-€simo valor. Se pueden rechazar
como extremos las observaciones que den un valor de dfbetas superior a 2.

También puede ser de utilidad comparar la suma de cuadrados residual (suma
de los cuadrados de todos los residuos) con la suma de cuadrados residual estimada,
esto es, la suma de los cuadrados de los residuos obtenidos restandole al valor
observado el valor estimando con arreglo a la ecuacién calculada con todos los deméas
valores. La suma de cuadrados residual estimada se espera sea mayor que la original,
y sera mucho mayor cuanto mas valores extremos haya.

Archivo de programa SAS (C13-4.SAS).-

Las estimas de las influencias se realiza con la opcién INFLUENCE.

title 'Regresién Miltiple: Influencias';
options 1ls=75 ps=40;
data regresi;
infile 'cl3-1.dat’';
input suelo X1 X2 Y @Q@;
proc reg;
model Y = X1 X2 / Influence;
run;

Archivo de resultados (C13-4.LST).-

Regresidén Miltiple: Influencias

Hat Diag Cov INTERCEP X1 X2

Obs Residual Rstudent H Ratio Dffits Dfbetas Dfbetas Dfbetas
1 2.4407 0.1329 0.2626 1.6617 0.0793 -0.0231 -0.0637 0.0560
2 -32.8278 -1.8604 0.1523 0.7479 -0.7886 0.4235 0.2617 -0.6278
3 1.0401 0.0540 0.1892 1.5160 0.0261 0.0229 -0.0080 -0.0144
4 -2.9656 -0.1433 0.0642 1.3086 -0.0375 -0.0235 -0.0028 0.0133
5 7.5543 0.4033 0.2254 1.5337 0.2176 0.2105 -0.0110 -0.1622
6 -5.5807 -0.2803 0.1302 1.3905 -0.1085 -0.0083 -0.0795 0.0182
7 0.7290 0.0365 0.1294 1.4124 0.0141 0.0073 -0.0090 -0.0009
8 -24.9273 -1.3219 0.1269 0.9899 -0.5040 0.0613 -0.3215 -0.0278
9 -12.7425 -0.6597 0.1602 1.3361 -0.2882 -0.2696 0.0197 0.1968
10 -5.7227 -0.2851 0.1155 1.3666 -0.1030 -~0.0180 -0.0735 0.0249
11 12.0742 0.7840 0.4595 2.0005 0.7229 -0.3830 -0.5202 0.6256
12 -7.4472 -0.3785 0.1462 1.3972 -0.1566 0.0613 -0.0703 -0.0574
13 4.1125 0.1989 0.0641 1.3031 0.0520 0.0064 -0.0177 0.0143
14 -8.7710 -0.4381 0.1131 1.3313 -0.1565 -0.0722 0.0995 -0.0010
15 15.9861 0.8041 0.0975 1.1902 0.2643 0.2226 0.0451 -0.1693
16 58.7574 5.3603 0.1995 0.0540 2.6757 -1.0570 1.5146 0.8041
17 13.4748 0.6832 0.1226 1.2705 0.2554 0.2202 0.0818 -0.1888
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18 -15.1844 -0.8346 0.2415 1.4017 -0.4709 0.0433 -0.3844 0.0429
19 . . 0.1043
20 . . 0.4334
21 . . 0.0556

Sum of Residuals 0
Sum of Squared Residuals 6413.9426
Predicted Resid SS (Press) 9776.5478

En el archivo de resultados, se han eliminado las salidas repetidas de anteriores
programas, presentando solamente las influencias, en las que se observa.

- La columna encabezada por Residual son los mismos residuos explicados en
el anterior ejemplo

- La columna encabezada por Rstudent son los residuos stundetizados, como
se observa, ningun valor supera el 2.5 por lo que no hay ninguna observacién que
influya excesivamente en la regresion.

- La siguiente columna, la encabezada por Hat Diag H, es la h, como se ha
dicho, la suma de los 18 h; vale 3 (dos variables independientes mas uno), por lo que el
valor esperado de h es 3/18=0.1666, y dos veces este valor esperado da el valor
critico, esto es 0.3333. Como se observa, ninguna h supera este valor critico, por lo
que no hay ninguna observacién que influya excesivamente en la regresién.

- La siguiente columna, la encabezada por Cov Ratio es la proporcion de las
varianzas generalizadas. Como se ve, todas (menos la 2, la 8 y la 16) superan la
unidad por lo que todas estas observaciones incrementan la precisién del analisis de
regresion, y de las tres observaciones que disminuyen la precisién del analisis (por ser
menores que la unidas) solamente la observacién 16 esta disminuyendo claramente la
precision.. Para saber si la influencia de una observacion es excesiva, el valor critico es
la unidad mas 3(2+1)/18=0.5, esto es, 1.5, y como se ve, solamente el 1 y el 11
superan este valor.

- La siguiente columna, la encabezada por Dffits es la diferencias de ajustes, el
valor critico para este estadistico es

2J’"+1 =2\/2+1 =0.8165
n 18

y como se ve este valore es ampliamente superado por la observacion 16 y
ligeramente superado por la observacion 5.

- La tres altimas columnas son las de las diferencias tipificadas para la ordenada
en el origen y las dos regresiones, respectivamente. Como se ve ninguno en ninguna
observacion se supera, en valor absoluto, el 2, por lo que se concluye que, segun este
criterio no hay ninguna observacion excesivamente influyente.

- Falta la D de Cook, que el SAS la saca con la opcién R, por lo tanto esté en

la salida del ejemplo C13-3. Como se ha dicho anteriormente, este
estadistico es semejante a Dffits y tiene el mismo valor critico, por lo tanto,
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mirando la salida C13-3.Ist, se observa que solo la observacién 16 supera
ligeramente este valor critico.

Valores de regresion y valores ajustados.-

Los valores de Y determinados por la ecuacion de regresién son valores de
regresion, y por lo tanto son estimaciones de pardmetros poblacionales, es decir, de
uyx = a + biXq + boXo. Las diferencias entre éstos y los valores observados, esto es, los
residuos tal como se han calculado anteriormente, son estimaciones de la variacién de
Y no explicada por la variacién de las X. En la siguiente tabla se presentan los residuos
observados, eyx, para el ejemplo del FOSFORO (se obtienen de la salida del
programa C13-3)

Y ¥ eyx Y +e,,
64.0 61.55 2.44 83.72
51.0 83.82 -32.82 48.46
60.0 58.95 1.04 82.32
76.0 78.96 -2.96 78.32
71.0 63.44 7.55 88.83
96.0  101.60 -5.58 75.70
61.0 60.27 0.72 82.00
77.0  101.90 -24.92 56.36
54.0 66.74 -12.74 68.54
93.0 98.70 -5.72 75.56
77.0 64.92 12.07 93.35
95.0  102.40 -7.44 73.84
81.0 76.88 4.11 85.39
54.0 62.77 -8.77 72.51
93.0 77.01 15.98 97.26

168.0  109.20 58.75 140.03
93.0 79.52 13.47 94.75
99.0 114.20 -15.18 66.10

Teniendo en cuenta lo que se dijo en el epigrafe Fuentes de variacién de la
regresion, si a la media de la variable dependiente se le suma los residuos se tendra
los valores ajustados (lltima columna de tabla anterior) de dicha variable, esto es, los
valores que tendria la variable dependiente si se le ha eliminado la contribucién debida
a la regresién. Es como si el contenido de fésforo del maiz cultivado en cada suelo se
moviera paralelamente al plano de regresién muestral para cada valor de las X y se
midiese entonces como un nuevo valor ajustado de Y, es decir, en este ejemplo son
los contenido en fésforo de la planta ajustados, que son los esperados si todos los
suelos tuvieran la misma cantidad de fésforo organico y de fésforo inorganico. Estos se

obtienen sumaéndole los residuos a la media Y =81.28

Yadj = ?"‘eY.X = Y_b1(X1—71)—b2(X2—72)

Las comparaciones entre medias ajustadas son muy utiles. Para entender mejor
las siguiente explicaciones pongamos un ejemplo semejante al del fésforo,
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Ejemplo.-

Se tienen los promedio del aumentos diarios de peso (Y, en libras) de 40 cerdos
sometidos a cuatro tratamientos. Probablemente este ritmo de incremento de peso es
predecible por la edad (Xi) y el peso (Xz) con los que comenzaron el experimento
cada cerdo, por lo que el aumento diario de peso es funcion lineal de la edad y peso de
inicio. Los datos son

Trat X4 X Y Trat Xi X Y
1 78 61 1.40 3 78 80 1.67
1 90 59 1.69 3 83 61 1.41
1 94 76 1.62 3 79 62 1.73
1 71 50 1.47 3 70 47 1.23
1 99 61 1.26 3 85 59 1.29
1 80 54 1.28 3 83 42 1.22
1 83 57 1.34 3 71 47 1.39
1 75 45 1.55 3 66 42 1.39
1 62 41 1.57 3 67 40 1.56
1 67 40 1.26 3 67 40 1.66
2 78 74 1.61 4 77 62 1.40
2 99 75 1.21 4 71 55 1.47
2 80 64 1.12 4 78 62 1.37
2 75 48 1.35 4 70 43 1.15
2 94 62 1.29 4 95 57 1.22
2 91 42 1.24 4 96 51 1.28
2 75 52 1.29 4 71 41 1.31
2 63 43 1.43 4 63 40 1.27
2 62 50 1.29 4 62 45 1.22
2 67 40 1.26 4 67 39 1.36

3> 3082 2109 55.83

X 77.05 52.72 1.40

Si esta funcion lineal es cierta, los efectos de los tratamientos y del error pueden
mejorarse ajustando los valores de los incrementos de peso. Esto es, puede ser
interesante saber cual es el incremento de peso diario debido a los tratamientos
quitandole la influencia de la edad y del peso inicial, como si los cuarenta cerdos
hubieran comenzado la experiencia con la misma edad y el mismo peso. Ese aumento
diario de peso estimado o ajustado es la media (1.40) mas los residuos. Ahora se
puede hacer un andlisis de varianza de estos valores ajustados, lo que nos dara si
existe diferencia para el incremento de peso diario entre los cuatro tratamientos como
si todos los cerdos fueran de la misma edad y peso.

510 Estadistica Aplicada Uni y Multivariante



Archivo de programa SAS (C13-5.SAS).-

Tanto el peso inicial como el ritmo del aumento de peso diario se han
transformado a gramos

title 'Valores ajustados';
Options 1s=75 ps=60;
Data covar;
Infile 'cl3-5.dat';
Input trata edadini pesoini ritmo @@;
Pesoini=pesoini*453.59;
Ritmo=ritmo*453.59;
Proc reg ;

Model ritmo = edadini pesoini;

output out=residuos R=r_ritmo;

run;
proc anova;

class trata;

model ritmo = trata;
run;

proc anova ;

class trata;

model r_ritmo = trata;
run;
proc glm ;

class trata;

model ritmo = edadini pesoini trata / ss3 solution;
run;

Archivo de datos (C13-5.DAT).-

178 61 1.40 2 78 74 1.61 3 78 80 1.67 4 77 62 1.40
19059 1.69 2 99 75 1.21 3 83 61 1.41 4 71 55 1.47
194 76 1.62 2 80 64 1.12 3 79 62 1.73 4 78 62 1.37
171 50 1.47 2 75 48 1.35 3 70 47 1.23 4 70 43 1.15
199 61 1.26 2 94 62 1.29 3 85 59 1.29 4 95 57 1.22
1 80 54 1.28 2 91 42 1.24 3 83 42 1.22 4 96 51 1.28
18357 1.34 2 7552 1.29 3 71 47 1.39 4 71 41 1.31
1 75 45 1.45 2 63 43 1.43 3 66 42 1.39 4 63 40 1.27
172 41 1.47 2 62 50 1.29 3 77 40 1.46 4 62 45 1.22
1 77 40 1.26 2 67 40 1.26 3 77 40 1.46 4 67 39 1.36

Archivo de resultados (C13-5.LST).-

Valores ajustado
Model: MODEL1l
Dependent Variable: RITMO
Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 2 32009.69233 16004.84617 4.234 0.0221
Error 37 139864.12255 3780.11142
C Total 39 171873.81488

Root MSE 61.48261 R-square 0.1862

Dep Mean 619.49054 Adj R-sq 0.1423

C.V. 9.92471
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Parameter Estimates

Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 603.567852 74.96536971 8.051 0.0001
EDADINI 1 -1.830588 1.13781839 -1.609 0.1161
PESOINI 1 0.006640 0.00228183 2.910 0.0061
Analysis of Variance Procedure
Dependent Variable: RITMO
Sum of Mean
Source DF Squares Square value Pr > F
Model 3 28423.0038 9474.3346 2.38 0.0860
Error 36 143450.8111 3984.7448
Corrected Total 39 171873.8149
R-Square C.V. Root MSE RITMO Mean
0.165371 10.18980 63.1248 619.491
Source DF Anova SS Mean Square Value Pr > F
TRATA 3 28423.0038 9474.3346 2.38 0.0860
Analysis of Variance Procedure
Dependent Variable: R_RITMO Residual
Sum of Mean
Source DF Squares Square Value Pr > F
Model 3 31041.7474 10347.2491 3.42 0.0273
Error 36 108822.3751 3022.8438
Corrected Total 39 139864.1225
R-Square C.V. Root MSE R_RITMO Mean
0.221942 9999.99 54.9804 0.00000
Source DF Anova SS Mean Square Value Pr > F
TRATA 3 31041.7474 10347.2491 3.42 0.0273
General Linear Models Procedure
Dependent Variable: RITMO
Sum of Mean
Source DF Squares Square Value Pr > F
Model 5 63618.9313 12723.7863 4.00 0.0059
Error 34 108254.8836 3183.9672
Corrected Total 39 171873.8149
R-Square C.V. Root MSE RITMO Mean
0.370149 9.108558 56.4267 619.491
Source DF Type III SS Mean Square Value Pr > F
EDADINI 1 14443.5904 14443.5904 4.54 0.0405
PESOINI 1 34634.6176 34634.6176 10.88 0.0023
TRATA 3 31609.2389 10536.4130 3.31 0.0316
T for HO: Pr > |T| Std Error of
Parameter Estimate Parameter=0 Estimate
INTERCEPT 605.8852354 B 8.67 0.0001 69.91002301
EDADINI -2.2733515 -2.13 0.0405 1.06736584
PESOINI 0.0069725 3.30 0.0023 0.00211406
TRATA 1 54.1663600 B 2.08 0.0448 25.99695505
2 -7.8508090 B -0.31 0.7613 25.63523146
3 50.8435478 B 2.01 0.0527 25.32621330
4 0.0000000 B
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NOTE: The X'X matrix has been found to be singular and a generalized

inverse was used to solve the normal equations. Estimates followed
by the letter 'B' are biased, and are not unique estimators of the
parameters.

Las salidas de este programa (C13-5.LST) son:

La salida correspondiente al primer procedimiento se podria haber evitado
poniendo la opcién NOPRINT en el proc reg, pero es interesante contrastar los valores
de los dos coeficientes de regresion con los que se obtendran en el Ultimo
procedimiento. Como se observa, no es significativa la regresion del ritmo de
crecimiento con la edad inicial y si es significativa la regresion con el peso inicial.

La salida del segundo procedimiento es el analisis de los efectos de los
tratamientos sobre el ritmo de crecimiento sin considerar que cada cerdo comienza con
un peso y una edad diferente. Este andlisis da no significativo al nivel 0.05, por lo que
habria que concluir que los tratamientos no son efectivos sobre el ritmo de crecimiento.

La salida del tercer procedimiento es el andlisis de los efectos de los
tratamientos sobre la variable R_RITMO. Los valores de esta variable son los residuos
del ritmo de crecimiento en base a la recta (plano) de regresién con la edad y el peso
inicial, obtenidos en el primer procedimiento. Por lo tanto, este equivale al andlisis de
varianza de los tratamiento sobre los ritmos de crecimiento ajustados para la edad y el
peso inicial. Este andlisis si da significativo al 0.05, esto es, los tratamientos si son
efectivos sobre el ritmo de crecimiento, si todos los cerdos comienzan la experiencia
con la misma edad y el mismo peso. Lo que ha ocurrido en el procedimiento anterior es
que la variabilidad, del ritmo de crecimiento, debida a los diferentes pesos iniciales y
diferentes edades iniciales, solapaba la variabilidad debida a los tratamientos, no
pudiendo ser detectada ésta por el ANOVA anterior.

Obsérvese que la suma de cuadrados total (del ritmo de crecimiento) es de
171873.8149 (primero, segundo y cuarto procedimiento), mientras que en el andlisis de
los datos ajustados (el tercer procedimiento) ha bajado a 139864.1225, pues se le ha
quitado la variabilidad debida a la regresién, esta es, 32009.6923 (primer
procedimiento).

No es preciso hacer los tres primeros procedimientos, se han hecho con fines
didacticos, con hacer el cuarto procedimiento es suficiente y mas exacto, como se vera
mas adelante.

El cuarto procedimiento es el del Andlisis de Covarianza (ver Capitulo 17),
este es un analisis de varianza de los tratamientos sobre los ritmos ajustados para la
edad y el peso inicial, esto es, como si todos los cerdos tuvieran la misma edad y peso
inicial, y también es un andlisis de regresién con los ritmos ajustados para los
tratamientos, esto es, como si todos los cerdos estuvieran sometidos al mismo
tratamiento (misma dieta).

En la salida de este procedimiento se observa, primeramente, que los
tratamientos son significativos sobre los ritmos ajustados, cuando el andlisis de
varianza dio no significativo. Y en segundo lugar se observa que las dos regresiones,
con los ritmos ajustados para los tratamientos, son significativas, cuando el andlisis de
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regresién dio no significativa la regresién con la edad inicial. Los valores de los
coeficiente de regresién se tienen en la salida de la opcion SOLUTION, esto son, -
2.2733* con la edad al inicio y 0.0069** con el peso al inicio.

Obsérvese que la suma de cuadrados debida a los tratamientos en este andlisis
(31609.2389) no vale exactamente lo mismo que la suma de cuadrados de los
tratamientos con los ritmos ajustados (31041.7474; tercer procedimiento) porque aqui
se ha ajustado los datos para la regresién hallada con los valores corregidos para los
tratamientos (las regresiones de la salida de SOLUTION) y alli se ajustaron para la
regresion de los datos originales, sin corregir.

Prueba de homogeneidad de dos o més lineas de regresion.-

A menudo el experimentador obtiene dos 0 mas lineas de regresion a partir de
datos analogos y desea saber si las relaciones funcionales descritas por las
ecuaciones de regresion son las mismas o diferentes. Por ejemplo, se puede haber
establecido la regresion de la concentracién sanguinea de colesterol sobre la edad en
una muestra de individuos y se puede desear, ahora, comparar esta ecuacién de
regresion con la de otra u otras muestras sometidas a una dieta diferente. Por lo tanto,
lo que se desea es contrastar la homogeneidad de los b, es decir, determinar si las
pendientes halladas pueden considerarse o no estimaciones de un B comun. El disefio
basico de tal tipo de prueba es el del andlisis de varianza. Existiran t muestras
representando los grupos de tratamiento y el control, si lo hay.

Existe, sin embargo, un nuevo aspecto de bastante importancia: en los andlisis
de varianza realizados hasta el momento lo han sido para una o varias variables,
consideradas individualmente o en conjunto. Por ejemplo, ahora ademas del nivel de
colesterol (Y) se tiene la edad del individuo (X). De manera que son posibles dos
analisis separados de varianza univariante, uno para cada variable, un anélisis
multivariante de la varianza para las dos variables, y también un analisis conjunto de la
covarianza de X e Y. Es decir, tenemos un analisis de la covarianza, que aunque se
estudiard mas detenidamente en el Capitulo 17, se vera su utilidad en la comparacién
o prueba de homogeneidad de varios coeficientes de regresion.

Considérese el modelo de una variable independiente en un disefio de una via,
de manera que

Yi'=

i= qi+BiX;t+e;

donde el subindice, j, indica el grupo o tratamiento. La hipétesis que se quiere
contrastar es
Ho :B; =B

paratodo i# i.

Una formulacién altemnativa del modelo es

)/ij= (7+G,-+[)’X,-j +ﬁIXIj+EI]
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donde & es la media de las ordenadas en el origen, [7 es la media de las pendientes,

y a; y i son la ordenada y la pendiente en cada tratamiento. La hipétesis que se quiere
contrastar es

HO:Bi =O
parai=1,2,.,t

Nétese que las diferencias entre las ordenadas en el origen son irrelevantes
para ambas hipétesis.

La diferencia de la regresion entre los grupos de los tratamientos de hecho
refleja la interaccion entre los tratamientos y la variable independiente o covariable. Por
tanto, se puede probar esta hipdtesis como la hipétesis de la interaccién de la siguiente
manera.

Ejemplo.-

Siguiendo con el ejemplo anterior, se nos puede plantear la cuestién de si el
ritmo de incremento de peso diario como funcién del peso inicial y de la edad inicial es
mayor en un tratamiento que en otro. Dicho de otra manera, podria ocurrir que la recta
(o plano) de regresién en un/os tratamiento fuera mas empinada que en otro/s
tratamiento.

Archivo de programa SAS (C13-6.SAS).-

Title 'Prueba de homogeneidad de varias regresiones';

options 1s=75 ps=60;

data homoreg;

infile 'c13-5.dat’';

input trata edadini pesoini ritmo @@;

pesoini=pesoini*453.59;

ritmo=ritmo*453.59;

proc sort;

by trata;

run;

proc reg;

model ritmo = edadini pesoini;

by trata;

run;

proc glm;

class trata;

model ritmo = edadini pesoini trata edadini*pesoini*trata ;
run;

*Hubiera sido igual expresar el modelo de la siguiente forma;
*model ritmo = edadini pesoini trata edadini*pesoini(trata) ;
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Archivo de resultados (C13-6.LST).-

Model: MODEL1
Dependent Variable: RITMO

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 2 7475.78809 3737.89404 0.795 0.4884
Error 7 32899.39251 4699.91322
C Total 9 40375.18060
Root MSE 68.55591 R-square 0.1852
Dep Mean 645.91216 Adj R-sq -0.0477
CcC.vV. 10.61381
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 633.545098 205.09497999 3.089 0.0176
EDADINI 1 -2.386330 3.66118252 -0.652 0.5353
PESOINI 1 0.008422 0.00701439 1.201 0.2689

————————————————————————————————— TRATA=2 === o mm oo

Model: MODEL1
Dependent Variable: RITMO

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 2 7202.22480 3601.11240 0.975 0.4232
Error 7 25858.76058 3694.10865
C Total 9 33060.98538
Root MSE 60.77918 R-square 0.2178
Dep Mean 593.74931 Adj R-~sq -0.0056
Cc.V. 10.23651
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 684.060759 126.69170519 5.399 0.0010
EDADINI 1 -2,552321 1.89734265 -1.345 0.2205
PESOINI 1 0.004401 0.00415017 1.060 0.3242

Model: MODEL1
Dependent Variable: RITMO

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 2 19449.41584 9724.70792 2.043 0.2000
Error 7 33313.60426 4759.08632
C Total 9 52763.02010
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Root MSE 68.98613 R-square 0.3686
Dep Mean 646.36575 Adj R-sqg 0.1882
C.V. 10.67292
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error  Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 637.038073 286.11600476 2.227 0.0613
EDADINI 1 -2.450850 3.99038024 -0.614 0.5585
PESOINI 1 0.008386 0.00415917 2.016 0.0836
————————————————————————————————— TRATA=4 ———m—m—mm e~
Model: MODEL1
Dependent Variable: RITMO
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 2 5382.23747 2691.11873 1.587 0.2701
Error 7 11869.38755 1695.62679
C Total 9 17251.62502
Root MSE 41.17799 R-square 0.3120
Dep Mean 591.93495 Adj R-sq 0.1154
C.V. 6.95651
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 551.798441 92.91144670 5.939 0.0006
EDADINI 1 -1.603653 1.38441184 -1.158 0.2847
PESOINI 1 0.007144 0.00403621 1.770 0.1200
General Linear Models Procedure
Dependent Variable: RITMO
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 9 68417.1649 7601.9072 2.20 0.0506
Error 30 103456.6500 3448.5550
Corrected Total 39 171873.8149
R-Square C.V. Root MSE RITMO Mean
0.398066 9.479467 58.7244 619.491
Source DF Type I SS Mean Square F Value Pr > F
EDADINI 1 0.1856 0.1856 0.00 0.9942
PESOINI 1 32009.5067 32009.5067 9.28 0.0048
TRATA 3 31609.2389 10536.4130 3.06 0.0435
EDADIN*PESOINI*TRATA 4 4798.2336 1199.5584 0.35 0.8434
Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
EDADINI 1 0.19615 0.19615 0.00 0.9940
PESOINI 1 1606.84393 1606.84393 0.47 0.5001
TRATA 3 877.56543 292.52181 0.08 0.9678
EDADIN*PESOINI *TRATA 4 4798.23359 1199.55840 0.35 0.8434
Las salidas de este programa (C13-6.LST) son:
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E! primer procedimiento del archivo programa (SORT) no tiene salida, su funcién
es ordenar los datos por tratamientos para que el siguiente procedimiento pueda hacer
las regresiones por tratamientos.

El segundo procedimiento (REG) ha calculado las cuatro rectas de regresion,
correspondientes a los cuatro tratamientos (BY TRATA). Se observa que son no
significativas las pendientes de los cuatro planos de regresién, si bien los valores de F
del modelo de las dietas tres y cuatro son mayor que uno y los de las otras dietas estan
préxima a la unidad, lo que podria indicar que si el tamafio de muestra dentro de cada
dieta fuera mayor podrian ser significativas las pendientes.

El tercer procedimiento es el que hacer la prueba de homogeneidad de las
rectas de regresion. En este caso hay que mirar las suma de cuadrados del Type |,
gue nos da la siguiente informacién:

(@) EDADINI: esta suma de cuadrados es debida a la regresién simple del
ritmo de aumento de peso sobre la edad inicial, ignorando los
tratamientos. Se observa que es muy pequefia y no significativa.

(b) PESOINI: esta suma de cuadrados es debida a la regresion simple del
ritmo de aumento de peso sobre el peso inicial mas la regresién
simple de la anterior, ignorando los tratamientos. La suma de esta SC
mas la anterior da la suma de cuadrados del modelo de la regresién
del primer procedimiento de ejemplo C13-5. Esta regresidén es
significativa.

(¢) TRATA: esta suma de cuadrados es la debida a las cuatro ordenadas en
el origen, o lo que es lo mismo, es la debida a los efectos
tratamientos sobre el ritmo ajustados para el peso inicial y la edad
inicial, y esta es la misma que la obtenida en el dltimo procedimiento
del ejemplo C13-5. Los tratamientos de los ritmos ajustados son
significativos

(d) EDADINI*PESOINI"TRATA es la suma de cuadrados debida a los cuatro
planos de regresion. Los cuatro planos de regresidn son iguales por
lo tanto se pueden considerar como estimas de unos mismo
coeficiente de regresién paramétrico, esto es, de una misma
poblacién.

Importancia relativa de diferentes variables X.-

En un andlisis de regresién mdiltiple puede surgir la pregunta de cudl o cuales
variables X son mas importantes para determinar el valor de Y. Esta misma pregunta
se presentara en el analisis discriminante (ver epigrafe Seleccion de variables en el
Anadlisis Discriminante, del Capitulo 19).

Se han probado varios enfoques para responder preguntas de este tipo.
Considérese primero que el objetivo del estudio fuera el de predecir Y o explicar la
variacion de Y en funcién de las X. Este problema seria muy f4cil de resolver si las X
fueran independientes (no estuvieran correlacionadas). Es decir, que si tenemos el
modelo

Y = a+B, X1+, XoF..# By Xi+€
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se tendria, si las X son independientes, que

2 _ p2 2,02 2 2 o
oy = Bioi+B202+..+B 0%
donde o7 designa la varianza de X; Por lo que la fraccién

2
2 Oj
291
oy

mide la fraccién de la varianza de Y atribuible a su regresién lineal con X;. Esta fraccién
puede considerarse razonablemente como una medida de la importancia relativa de X

Si se toma una muestra de esta poblacion, las cantidades

b? SC(XI)
' SCw)

son estimas de las fracciones anteriormente citadas.

Las raices cuadradas de estas estimas son

SC(XI)

bi
SCv)
A esta expresion se le denomina coeficientes de regresion parcial tipico, y se ha
utilizado como medida de la importancia relativa, ignorando el signo. A la expresion

se le considera como un coeficiente de correccion por escala.

Pero en la practica, las X; estan correlacionadas, lo que hace mas dificil la
respuesta a la pregunta de la importancia relativa de cada X. Una solucién de
compromiso puede ser estudiar la contribucién de cada X a la Y por separado y juntas
y tomar una decisién en base a la que salga mejor predictora en ambos casos.

Seleccion del modelo adecuado.-
Un problema que se plantea cuando se realiza una regresién muiltiple es que, tal
vez, la mayoria de las variables X elegidas pueden contribuir muy poco o nada a la

precision del prondstico. Por ejemplo, se puede comenzar con 11 variables X y
seleccionar tres de ellas que proveen un mejor prondstico.
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El problema en este caso es saber cuantas variable se necesitan y cuales son.

Un enfoque légico para resolver este problemas seria el de elaborar la regresion
de Y con todos los posibles subgrupos de las k variables X, es decir, realizar la
regresién simple con todas la variables X, después todas las regresiones dobles con
todas las combinaciones de dos de las variables X, después todas la regresiones
triples, etc. El conjunto que tenga un menor cuadrado medio del error seria el escogido
para hacer la prediccion. Si hubiera dos subconjuntos con el mismo CMam:r, Se elegiria
el de menos cantidad de variables X. Como es facil ver, este método falla por la
cantidad de célculos que son necesarios. Si se tienen k variable independientes, X,
habria que calcular 2*-1 regresiones, es decir, si se tienen 11 variables X habria que
calcular 2047 regresiones. Atn con un ordenador esto es muy complicado.

Hay varias maneras de resolver esta cuestion, se van ha estudiar aqui el
denominado método ascendente (forward) de introduccién de variables; el método
descendente (backward) de eliminacion de variables; el método paso a paso
(stepwise); el método CP (CP) de Mallows de introduccién de variables; el método de
mejora del méaximo R?y el método de R? ajustado de introduccién de variables.

En el método descendente primero se calcula la regresién de Y en todas la k
variables X'y se elimina la variable que tenga una menor contribucién a la reduccién de
la suma de cuadrados total de Y. Se ajusta los datos para dicha variable y se vuelve a
calcular las regresiones simples para todas las demés variables y se elimina aquella
que tenga una menor contribuciéon a la suma de cuadrados total de Y. Y asi
sucesivamente. El limite esta en el nivel de significacion del 0.1, es decir, solo se
elimina variable mientras que su nivel de significacién de la regresién sea mayor de
0.1. Las que den con un nivel de significacion inferior a 0.1 se dejan en el modelo.

En el método ascendente, se comienza calculando todas la regresiones simples,
las variable que de una mayor reduccién de la suma de cuadrados de Y es la
seleccionada. Después se calculan todas las regresiones bivariantes en la que
aparezca la X seleccionada anteriormente; la pareja que dé una mayor reduccién de la
SCy es la seleccionada. Después se calculan todas la regresiones triples en las que
aparezca la pareja de X anteriormente seleccionada, y asi sucesivamente.

El método de paso a paso es un perfeccionamiento del método ascendente
consistente en que en cada paso se considera la inclusién o exclusién de las variables
que se habian introducido en pasos anteriores. Una variable que fuera la mejor en un
paso anterior queda definitivamente incluida en el modelo por el método ascendente,
sin embargo puede ocurrir que esta variable sea superflua en una fase posterior debido
a la relaciéon existente entre dicha variable y variables que se han introducido
posteriormente en el modelo, esto lo evalia el método paso a paso por medio del
estadistico F.

El método CP de Mallows consiste en buscar el modelo que méas simple que
tenga un cuadrado medio del error mas pequefio. Esta medida denominada Cp tiene
en cuenta la suma de las desviaciones al cuadrado respecto al modelo completo méas
el cuadrado de los residuos, en el conjunto de las p variables seleccionadas
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SCe,
Svx

siendo SCg, la suma de cuadrados del error para el modelo con los p parametros,
incluyendo la ordenada en el origen, y S%vx es el cuadrado medio del error para el
modelo completo.

Cp = -N+2p

El método de la inclusién por el Rzad,- es como el anterior pero utilizando como
criterio el coeficiente de determinacion ajustado.

Y el método del méximo A® busca el modelo con una variable que tiene un
mayor coeficiente de determinacién, después el modelo con dos variables que tiene un
mayor R?, después el modelo con tres variables, y asi sucesivamente.

Estos métodos no eligen las mismas variables ni ninguno elige las variables que
elegiria el método l6gico impracticable. Estas diferencias no son muy preocupantes
pues la interrelacion entre las X hace que diferentes subgrupos puedan proporcionar
prondsticos semejantes.

Ejemplo.-

Pongamos el mismo ejemplo, reducido en el nimero de individuos, del manual
del SAS para este tema.

Se esta estudiando la capacidad de consumir oxigeno en personas adultas.
Como las medidas directas de este caracter es complicado y caro se pretende realizar
un ajuste por medio de los resultados de algunos ejercicios fisicos simples. El objetivo
es desarrollar una ecuacion que prediga la capacidad de consumo de oxigeno basada
en ejercicios fisicos para evitar la medida directa de consumo de oxigeno que son
caras y lentas. Se usan los métodos de seleccién del modelo anteriormente descritos.

Las variable fueron medidas en 10 personas adultas. Estas fueron: edad de la
persona en afios; peso de la persona en Kg; tasa de inspiracién de oxigeno (m/ por
Kg de peso por minuto); tiempo en minutos en correr 2414 m; media de pulsaciones
de la persona en reposo (pulrep); media de pulsaciones corriendo, a la vez que se
mide el consumo de oxigeno (pulcor); y maxima de pulsaciones registradas corriendo
(pulmax).
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Archivo del programa SAS (C13-7.SAS).-

title
option 1s=80 ps=60;
data aerobic;

'Seleccién del modelo mas adecuado';

infile ‘'cl3-7.dat’';

input edad peso oxigeno tiempo pulrep pulcor pulmax;
proc reg;

model oxigeno = edad peso tiempo pulrep pulcor pulmax
run;

model oxigeno = edad peso tiempo pulrep pulcor pulmax
run;

model oxigeno = edad peso tiempo pulrep pulcor pulmax
run;

model oxigeno = edad peso tiempo pulrep pulcor pulmax
run;

model oxigeno = edad peso tiempo pulrep pulcor pulmax
run;

model oxigeno = edad peso tiempo pulrep pulcor pulmax
run;

/ selection=forward;
/ selection=backward;
/ selection=stepwise;
/ selection=cp;

/ selection=maxr;

/ selection=adjrsq;

Archivo de datos (C13-7.DAT).-

44 89.47 44.609 11.37 62 178 182
40 75.07 45.313 10.07 62 185 185
44 85.84 54.297 8.65 45 156 168
42 68.15 59.571 8.17 40 166 172
38 89.02 49.874 9.22 55 178 180
47 77.45 44.811 11.63 58 176 176
40 75.98 45.681 11.95 70 176 170
43 81.19 49.091 10.85 64 162 170
44 81.42 39.442 13.08 63 174 176
45 87.66 37.388 14.03 56 186 192

Archivo de resultados (C13-7.LST).-

Forward Selection Procedure for Dependent Variable OXIGENO
Step 1 Variable TIEMPO Entered R-square = 0.87387787 C(p) = 3.28968235
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 1 339.51558180 339.51558180 55.43 0.0001
Error 8 49.00047230 6.12505904
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type XII
Variable Estimate Exrroxr Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 82.27974896 4.80178194 1798.42084181 293.62 0.0001
TIEMPO -3.23537415 0.43456005 339.51558180 55.43 0.0001
Bounds on condition number: 1, 1
Step 2 Variable PULCOR Entered R-square = 0.92183235 C(p) = 1.75753550
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 2 358.14666705 179.07333352 41.28 0.0001
Error 7 30.36938705 4.33848386
Total 9 388.51605410
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Parameter Standard
Variable Estimate Error
INTERCEP 107.85569192 12.98668253
TIEMPO -2.74000804 0.43692324
PULCOR -0.17833290 0.08605604
Bounds on condition number: 1.427194,
Step 3 Variable PESO Entered R-square
DF Sum of Squares
Regression 3 367.06320734
Error 6 21.45284676
Total 9 388.51605410
Parameter Standard
Variable Estimate Error
INTERCEP 118.76907226 13.66571699
PESO -0.14802253 0.09373385
TIEMPO -2.57601285 0.41001522
PULCOR -0.18232212 0.07816389
Bounds on condition number: 1.525025,
Step 4 Variable PULREP Entered R-square
DF Sum of Squares
Regression 4 370.12514308
Errox 5 18.39091102
Total 9 388.51605410
Parameter Standard
Variable Estimate Error
INTERCEP 119.44654892 13.88048025
PESO -0.15120974 0.09513476
TIEMPO -2.34557106 0.48655179
PULREP -0.08459987 0.09272317
PULCOR -0.17119200 0.08021164
Bounds on condition number: 2.087544,

Type II

Sum of Squares
299.24553356
170.62056032
18.63108525

5.708776

= 0.94478260

Mean Sqguare
122.35440245
3.5754744¢6

Type II

Sum of Squares
270.06951440
8.91654029
141.13339230
19.45360530

12.11944
= 0.95266370

Mean Square
92.53128577
3.67818220

Type II

Sum of Squares
272.37764900
9.29210963
85.48152677
3.06193574
16.75426587

25.47404

F Prob>F
68.97 0.0001
39.33 0.0004

4.29 0.0770
C(p) = 2.06710635

F Prob>F
34.22 0.0004

F Prob>F
75.53 0.0001

2.49 0.1654
39.47 0.0008
5.44 0.0584
C(p) = 3.48661377

F Prob>F
25.16 0.0016

F Prob>F
74.05 0.0003

2.53 0.1728
23.24 0.0048
0.83 0.4034
4.56 0.0859

No other variable met the 0.5000 significance level for entry into the model.

Summary of Forward Selection Procedure for Dependent Variable OXIGENO

Variable Numbexr Partial Model
Step Entered In R**2 R**2 C(p) F Prob>F
1 TIEMPO 1 0.8739 0.8739 3.2897 55.4306 0.0001
2 PULCOR 2 0.0480 0.9218 1.7575 4.2944 0.0770
3 PESO 3 0.0230 0.9448 2.0671 2.4938 0.1654
4 PULREP 4 0.0079 0.9527 3.4866 0.8325 0.4034
Backward Elimination Procedure for Dependent Variable OXIGENO
Step © All Variables Entered R-square = 0.95927026 C(p) = 7.00000000
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 6 372.69189441 62.11531574 11.78 0.0342
Error 3 15.82415969 5.27471990
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 137.12659119 32.14003439 96.01743237 18.20 0.0236
EDAD -0.20252295 0.44901634 1.07305898 0.20 0.6826
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PESO -0.11362829 0.14893752 3.07018213 0.58 0.5010
TIEMPO -1.95112749 0.89211597 25.23062885 4.78 0.1166
PULREP -0.16805599 0.16553483 5.43661543 1.03 0.3848
PULCOR -0.09383318 0.27332288 0.62167052 0.12 0.7540
PULMAX -0.14127517 0.32411723 1.00213634 0.19 0.6924
Bounds on condition number: 11.84161, 213.0076
Step 1 Variable PULCOR Removed R-square = 0.95767014 C(p) = 5.11785849
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression S 372.07022390 74.41404478 18.10 0.0075
Error 4 16.44583020 4.11145755
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 135.92194162 28.20594443 95.47587741 23.22 0.0085
EDAD -0.14374608 0.36647548 0.63255459 0.15 0.7149
PESO -0.08276987 0.10484593 2.56234264 0.62 0.4740
TIEMPO -2.00579151 0.77497797 27.54156896 6.70 0.0608
PULREP -0.19473939 0.12903425 9.36469039 2.28 0.2057
PULMAX ~0.24278331 0.11721255 17.63945761 4.29 0.1071
Bounds on condition number: 4.737984, 64.22518
Step 2 Variable EDAD Removed R-square = 0.95604201 C(p) = 3.23778042
DF Sum of Squares Mean Sguare F Prob>F
Regression 4 371.43766931 92.85941733 27.19 0.0014
Error 5 17.07838479 3.41567696
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 127.22907403 15.90277711 218.62689105 64.01 0.0005
PESO -0.08597413 0.09527298 2.78146021 0.81 0.4082
TIEMPO -2.22563892 0.48781606 71.10072181 20.82 0.0060
PULREP -0.16253522 0.09073036 10.96141095 3.21 0.1332
PULMAX -0.22381159 0.09731515 18.06679210 5.29 0.0698
Bounds on condition number: 2.259676, 26.74121
Step 3 Variable PESO Removed R-square = 0.94888282 C(p) = 1.76509946
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 3 368.65620909 122.88540303 37.13 0.0003
Error 6 19.85984501 3.30997417
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 125.02419024 15.46889692 216.21907955 65.32 0.0002
TIEMPO -2.26285254 0.47848969 74.02730700 22.36 0.0032
PULREP -0.16450581 0.08928957 11.23532447 3.39 0.1150
PULMAX -0.24781360 0.09214991 23.93784435 7.23 0.0361
Bounds on condition number: 2.243527, 16.15205
Step 4 vVariable PULREP Removed R-square = 0.91996426 C(p) = 1.89513189
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 2 357.42088462 178.71044231 40.23 0.0001
Error 7 31.09516948 4.44216707
Total 9 388.51605410
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Parameter Standard Type II

Variable Estimate Error Sum of Squares F
INTERCEP 114.88752962 16.74844626 209.02181866 47.05
TIEMPO -2.83934022 0.41936677 203.62997957 45.84
PULMAX -0.20849996 0.10385145 17.90530282 4.03
Bounds on condition number: 1.284115, 5.136459

All variables left in the model are significant at the 0.1000 level.

All variables left in the model are significant at the 0.1500 level.

Summary of Stepwise Procedure for Dependent Variable OXIGENO

Variable Number Partial Model
Step Entered Removed In R**2 R**2 C(p) F
1 TIEMPO 1 0.8739 0.8739 3.2897 55.4306
2 PULCOR 2 0.0480 0.9218 1.7575 4.2944
N = 10 Regression Models for Dependent Variable: OXIGENO

Prob>F
0.0002
0.0003
0.0847

Summary of Backward Elimination Procedure for Dependent Variable OXIGENO

Variable Number Partial Model
Step Removed In R**2 R**2 C{p) F Prob>F
1 PULCOR 5 0.0016 0.9577 5.1179 0.1179 0.7540
2 EDAD 4 0.0016 0.9560 3.2378 0.1539 0.7149
3 PESO 3 0.0072 0.9489 1.7651 0.8143 0.4082
4 PULREP 2 0.0289 0.9200 1.8951 3.3944 0.1150
Stepwise Procedure for Dependent Variable OXIGENO
Step 1 Variable TIEMPO Entered R-square = 0.87387787 C(p) = 3.28968235
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 1 339.51558180 339.51558180 55.43 0.0001
Error 8 49.00047230 6.12505904
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 82.27974896 4.80178194 1798.42084181 293.62 0.0001
TIEMPO -3.23537415 0.43456005 339.51558180 55.43 0.0001
Bounds on condition number: 1, 1
Step 2 Variable PULCOR Entered R-square = 0.92183235 C{p) = 1.75753550
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 2 358.14666705 179.07333352 41.28 0:0001
Error 7 30.36938705 4.33848386
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 107.85569192 12.98668253 299.24553356 68.97 0.0001
TIEMPO -2.74000804 0.43692324 170.62056032 39.33 0.0004
PULCOR -0.17833290 0.08605604 18.63108525 4.29 0.0770
Bounds on condition number: 1.427194, 5.708776

No other variable met the 0.1500 significance level for entry into the model.

Prob>F
0.0001
0.0770
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C(p) R-square
In
1.75754 0.92183235 2
1.76510 0.94888282 3
1.89513 0.91996426 2
2.06711 0.94478260 3
3.23778 0.95604201 4
3.24824 0.92874678 3
3.28968 0.87387787 1 TIEMPO
3.31588 0.92782848 3
3.46502 0.92580369 3
3.48661 0.95266370 4
3.51661 0.92510326 3
3.60364 0.95107494 4
3.68714 0.94994130 4
3.75519 0.89471104 2
3.75686 0.92184146 3
4.04329 0.94510594 4
4.06678 0.94478701 4
4.30332 0.88726929 2
4.34511 0.88670190 2 EDAD
4.66295 0.90953996 3 PESO
4.84105 0.90712195 3 EDAD
4.89325 0.93356640 4 EDAD
5.04046 0.93156780 4 EDAD
5.11786 0.95767014 S EDAD
5.18999 0.95669086 S EDAD
5.20343 0.95650831 S PESO
5.38810 0.92684796 4 EDAD
5.58206 0.95136793 S EDAD
6.03069 0.94527697 S EDAD
6.05014 0.89070666 3 EDAD
6.46201 0.91226801 4 EDAD
6.83098 0.88010543 3 EDAD
7.00000 0.95927026 6 EDAD
8.13861 0.88950554 4 EDAD
8.33929 0.88678100 4 EDAD
8.79880 0.88054235 4 EDAD
9.56959 0.84292455 3 EDAD
9.78331 0.89432924 S EDAD
13.79946 0.75834422 2
14.71731 0.77303613 3
14.93947 0.77001992 3
16.56942 0.77504389 4
16.79567 0.77197221 4
17.69250 0.73264313 3
18.77757 0.71791168 3
21.17120 0.65826115 2
21.52084 0.68066744 3 EDAD
21.88612 0.64855502 2 EDAD
23.48489 0.65400232 3 EDAD
24.30693 0.61568861 2 EDAD
26.82367 0.58151990 2 PESO
27.97639 0.59302315 3 PESO
28.29544 0.56153833 2 PESO
32.10438 0.48267274 1 PULCOR
33.00700 0.47041832 1 PULREP
33.79484 0.48687533 2
34.92212 0.47157064 2
35.12273 0.49600019 3
38.02544 0.42943816 2
38.50002 0.39584183 1 PULMAX
52.86815 0.22792487 2 EDAD PESO
55.86098 0.16013935 1 PESO
60.90080 0.09171580 1 EDAD

Variables in Model

TIEMPO PULCOR

TIEMPO PULREP PULMAX
TIEMPO PULMAX

PESO TIEMPO PULCOR

PESO TIEMPO PULREP PULMAX
TIEMPO PULREP PULCOR

PESO TIEMPO PULMAX

TIEMPO PULCOR PULMAX

PESO TIEMPO PULREP PULCOR
EDAD TIEMPO PULMAX

EDAD TIEMPO PULREP PULMAX
TIEMPO PULREP PULCOR PULMAX
PESO TIEMPO

EDAD TIEMPO PULCOR

PESO TIEMPO PULCOR PULMAX
EDAD PESO TIEMPO PULCOR
TIEMPO PULREP

TIEMPO PULREP

PESO TIEMPO PULMAX

TIEMPO PULREP PULCOR

PESC TIEMPO PULREP PULMAX
PESO TIEMPO PULREP PULCOR
TIEMPO PULREP PULCOR PULMAX
TIEMPO PULCOR PULMAX

TIEMPO PULREP PULCOR PULMAX
PESO TIEMPO PULCOR PULMAX
TIEMPO PULREP

PESO TIEMPO PULREP

PULREP PULMAX

PULCOR PULMAX

PULCOR PULMAX

PULCOR PULMAX
EDAD PULMAX
EDAD PESO PULMAX
PESO PULMAX

PESO TIEMPO PULREP PULCOR PULMAX
PESO PULREP PULCOR

PESO PULREP PULMAX

PULREP PULCOR PULMAX
PULREP PULCOR

PESO PULREP PULCOR PULMAX
PULREP PULMAX

PESO PULREP PULMAX

PULREP PULCOR PULMAX

PESO PULREP PULCOR PULMAX

EDAD PESO PULCOR PULMAX

PESO PULREP PULCOR

EDAD PESO PULCOR

PULREP PULCOR
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Step 1 Variable TIEMPO Entered R-square = 0.87387787
DF Sum of Squares Mean Square
Regression 1 339.51558180 339.51558180
Error 8 49.00047230 6.12505904
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares
INTERCEP 82.27974896 4.80178194 1798.42084181
TIEMPO -3.23537415 0.43456005 339.51558180
Bounds on condition number: 1, 1

The above model is the best 1-variable model found.

Step 2 Variable PULCOR Entered R-sqguare = 0.92183235
DF Sum of Squares Mean Square
Regression 2 358.14666705 179.07333352
Error 7 30.36938705 4.33848386
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares
INTERCEP 107.85569192 12.98668253 299.24553356
TIEMPO -2.74000804 0.43692324 170.62056032
PULCOR -0.17833290 0.08605604 18.63108525
Bounds on condition number: 1.427194, 5.708776

The above model is the best 2-variable model found.

Step 3 Variable PESO Entered R-square = 0.94478260
DF Sum of Squares Mean Square
Regression 3 367.06320734 122.35440245
Error 6 21.45284676 3.57547446
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error sum of Squares
INTERCEP 118.76907226 13.66571699 270.06951440
PESO ~0.14802253 0.09373385 8.91654029
TIEMPO -2.57601285 0.41001522 141.13339230
PULCOR -0.18232212 0.07816389 19.45360530
Bounds on condition number: 1.525025, 12.11944

The above model is the best 3-variable model found.

Step 4 Variable PULREP Entered R-square = 0.95266370
DF Sum of Squares Mean Square
Regression 4 370.12514308 92.53128577
Error 5 18.39091102 3.67818220
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Exrror Sum of Squares

C(p)

C(p)

C(p)

C(p)

Maximum R-square Improvement for Dependent Variable OXIGENO

= 3.28968235
F Prob>F
55.43 0.0001
F Prob>F
293.62 0.0001
55.43 0.0001

= 1,75753550
F Prob>F
41.28 0.0001
F Prob>F
68.97 0.0001
39.33 0.0004
4.29 0.0770

= 2.06710635
F Prob>F
34.22 0.0004
F Prob>F
75.53 0.0001
2.49 0.1654
39.47 0.0008
5.44 0.0584

= 3.48661377
F Prob>F
25.16 0.0016
F Prob>F
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INTERCEP 119.44654892 13.88048025 272.37764900 74.05 0.0003
PESO -0.15120974 0.09513476 9.29210963 2.53 0.1728
TIEMPO -2.34557106 0.48655179 85.48152677 23.24 0.0048
PULREP -0.08459987 0.09272317 3.06193574 0.83 0.4034
PULCOR -0.17119200 0.08021164 16.75426587 4.56 0.0859
Bounds on condition number: 2.087544, 25.47404
Step 5 Variable PULCOR Removed R-square = 0.95604201 C(p) = 3.23778042
Variable PULMAX Entered
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 4 371.43766931 92.85941733 27.19 0.0014
Error 5 17.07838479 3.41567696
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 127.22907403 15.90277711 218.62689105 64.01 0.0005
PESO -0.08597413 0.09527298 2.78146021 0.81 0.4082
TIEMPO -2.22563892 0.48781606 71.10072181 20.82 0.0060
PULREP -0.16253522 0.09073036 10.96141095 3.21 0.1332
PULMAX -0.22381159 0.09731515 18.06679210 5.29 0.0698
Bounds on condition number: 2.259676, 26.74121
The above model is the best 4-variable model found.
Step 6 Variable EDAD Entered R~square = 0.95767014 C(p) = 5.11785849
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 5 372.07022390 74.41404478 18.10 0.0075
Exrror 4 16.44583020 4.11145755
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 135.92194162 28.20594443 95.47587741 23.22 0.0085
EDAD -0.14374608 0.36647548 0.63255459 0.15 0.7149
PESO -0.08276987 0.10484593 2.56234264 0.62 0.4740
TIEMPO -2.00579151 0.77497797 27.54156896 6.70 0.0608
PULREP -0.19473939 0.12903425 9.36469039 2.28 0.2057
PULMAX -0.24278331 0.11721255 17.63945761 4.29 0.1071
Bounds on condition number: 4.737984, 64.22518
The above model is the best 5-variable model found.
Step 7 Variable PULCOR Entered R-square = 0.95927026 C(p) = 7.00000000
DF Sum of Squares Mean Square F Prob>F
Regression 6 372.69189441 62.11531574 11.78 0.0342
Error 3 15.82415969 5.27471990
Total 9 388.51605410
Parameter Standard Type II
Variable Estimate Error Sum of Squares F Prob>F
INTERCEP 137.12659119 32.14003439 96.01743237 18.20 0.0236
EDAD ~0.20252295 0.44901634 1.07305898 0.20 0.6826
PESO -0.11362829 0.14893752 3.07018213 0.58 0.5010
TIEMPO -1.95112749 0.89211597 25.23062885 4.78 0.1166
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PULREP -0.16805599
PULCOR -0.09383318
PULMAX ~0.14127517

Bounds on condition number:

0.16553483 5.43661543 1.03
0.27332288 0.62167052 0.12
0.32411723 1.00213634 0.19
11.841s61, 213.0076

0.3848
0.7540
0.6924

The above model is the best

6-variable model found.

No further improvement in R-square is possible.

N =10 Regression Models for Dependent Variable: OXIGENO

Adjusted R-square Variables in Model

R-square In
0.92332423 0.94888282 3 TIEMPO PULREP PULMAX
0.92087562 0.95604201 4 PESO TIEMPO PULREP PULMAX
0.91717390 0.94478260 3 PESO TIEMPO PULCOR
0.91479467 0.95266370 4 PESO TIEMPO PULREP PULCOR
0.91193488 0.95107494 4 EDAD TIEMPO PULREP PULMAX
0.90989435 0.94994130 4 TIEMPO PULREP PULCOR PULMAX
0.90475781 0.95767014 5 EDAD PESO TIEMPO PULREP PULMAX
0.90255444 0.95669086 5 EDAD PESO TIEMPO PULREP PULCOR
0.90214370 0.95650831 5 PESO TIEMPO PULREP PULCOR PULMAX
0.90119069 0.94510594 4 PESO TIEMPO PULCOR PULMAX
0.90061661 0.94478701 4 EDAD PESO TIEMPO PULCOR
0.89949874 0.92183235 2 TIEMPO PULCOR
0.89709691 0.91996426 2 TIEMPO PULMAX
0.89312017 0.92874678 3 TIEMPO PULREP PULCOR
0.89174271 0.92782848 3 PESO TIEMPO PULMAX
0.89057783 0.95136793 5 EDAD TIEMPO PULREP PULCOR PULMAX
0.88870554 0.92580369 3 TIEMPO PULCOR PULMAX
0.88765490 0.92510326 3 EDAD TIEMPO PULMAX
0.88276219 0.92184146 3 EDAD TIEMPO PULCOR
0.88041952 0.93356640 4 EDAD PESO TIEMPQ PULMAX
0.87781077 0.95927026 6 EDAD PESC TIEMPO PULREP PULCOR PULMAX
0.87687319 0.94527697 5 EDAD PESO TIEMPO PULCOR PULMAX
0.87682204 0.93156780 4 EDAD TIEMPO PULREP PULCOR
0.86832633 0.92684796 4 EDAD TIEMPO PULCOR PULMAX
0.86462848 0.89471104 2 PESO TIEMPO
0.86430994 0.90953996 3 PESO TIEMPO PULREP
0.86068292 0.90712195 3 EDAD PESO TIEMPO
0.85811260 0.87387787 1 TIEMPO
0.85506052 0.88726929 2 TIEMPO PULREP
0.85433101 0.88670190 2 EDAD TIEMPO
0.84208241 0.91226801 4 EDAD PESO TIEMPO PULREP
0.83606000 0.89070666 3 EDAD TIEMPO PULREP
0.82015814 0.88010543 3 EDAD PULREP PULMAX
0.80110997 0.88950554 4 EDAD PESO PULREP PULCOR
0.79620580 0.88678100 4 EDAD PESO PULREP PULMAX
0.78497623 0.88054235 4 EDAD PULREP PULCOR PULMAX
0.76438683 0.84292455 3 EDAD PULREP PULCOR
0.76224078 0.89432924 5 EDAD PESO PULREP PULCOR PULMAX
0.68929971 0.75834422 2 PULREP PULMAX
0.65955420 0.77303613 3 PESO PULREP PULMAX
0.65502987 0.77001992 3 PULREP PULCOR PULMAX
0.59896469 0.73264313 3 PESO PULREP PULCOR
0.59507901 0.77504389 4 PESO PULREP PULCOR PULMAX
0.58954998 0.77197221 4 EDAD PESO PULCOR PULMAX
0.57686752 0.71791168 3 EDAD PESO PULCOR
0.56062148 0.65826115 2 PULREP PULCOR
0.54814217 0.64855502 2 EDAD PULCOR
0.52100116 0.68066744 3 EDAD PESO PULREP
0.50588536 0.61568861 2 EDAD PULREP
0.48100349 0.65400232 3 EDAD PULCOR PULMAX
0.46195415 0.58151990 2 PESO PULCOR
0.43626357 0.56153833 2 PESO PULREP
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0.41800683 0.48267274 1 PULCOR
0.40422061 0.47041832 1 PULREP
0.38953473 0.59302315 3 PESO PULCOR PULMAX
0.34026828 0.48687533 2 PULCOR PULMAX
0.32059082 0.47157064 2 EDAD PULMAX
0.32032206 0.39584183 1 PULMAX
0.26642049 0.42943816 2 PESO PULMAX
0.24400029 0.49600019 3 EDAD PESO PULMAX
0.05515676 0.16013935 1 PESO

0.00733198 0.22792487 2 EDAD PESO
-.02181972 0.09171580 1 EDAD

Como se ve, el método ascendente (forward) en el primer paso (step 1) ha
elegido el tiempo como la variable que propicia una mayor reduccién de la suma de
cuadrados total de oxigeno. Después, en el segundo paso, de todas las combinaciones
de tiempo con las demas variables independientes, es la combinacién tiempo, pulcor la
que propicia una mayor reduccién de la suma de cuadrados total. En el paso tercero, el
grupo de tres variables independientes de entre las combinaciones que lieve tiempo,
pulcor el el trio tiempo, pulcor, peso el que propicia una mayor reduccién de la suma de
cuadrados total. En el paso cuarto, el grupo de cuatro variables (que incluya tiempo,
pulcor, peso) que propicia una mayor reduccién de la suma de cuadrados total es
tiempo, pulcor, peso, pulrep.

Ya no elige mas variables, pues las deméas (pulmax, edad) tienen un nivel de
significacién del 0.5, es decir, azar total, por lo que se supone que, al menos en esta
muestra, las demas variables no indican nada con respecto a la capacidad de consumo
de oxigeno.

Por contra, el método descendente (backward) primeramente (paso cero) ha
calculado todas las regresiones simples y la que tiene una menor contribucién a la
reduccion (Type Il Sum of Squares) es la eliminada, esta es pulcor. En el primer paso
se hace lo mismo con todas las demas después de ajustados los datos a pulcory da
que la que tiene una menor reduccién es edad, por lo que es eliminada. En el paso
segundo se ajusta para edad (ya estan ajustados para pulcor) y se repite el proceso, la
variable que tiene una menor reduccién de peso, por lo que es eliminada. En el paso
tercero es la variable pulrep la que provee una menor reduccién, por lo que es
eliminada. Se ajusta los datos también para esta variable y se calcula la regresion
simple para las demas, no dando ninguna un nivel de significacién superior a 0.11, por
lo que estas variables restantes son las que tendran el modelo. Es decir, el modelo lo
formaran las variables tiempo y pulmax ademas de la ordenada en el origen.

Con el método descendente queda un modelo mas simple que con el método
ascendente y, ademas, con una variable, pulmax, que no incluia el método
ascendente.

Con el método paso a paso introduce en el modelo tiempo y pulcor, no ha
sacado ninguna variable después de meterla.

Con el método de Cp se concluye también que el modelo con tiempoy pulcor es
el mas 6ptimo.
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Con respecto al método de A, no encuentra variables que se pueda eliminar. Y
el método de Rzad,- indica que el modelo con las variables tiempo, pulrep y pulmax es el
que tiene un mayor coeficiente de determinacién ajustado, mientras que el coeficiente
de determinacién normal, el mas grande, légicamente, es el del modelo con todas las
variables, si bien el modelo con las tres variables anteriormente citadas tiene un
coeficiente de determinacién ligeramente menor (una centésima) que el modelo
completo.
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CAPITULO 14

Regresion Curvilinea

Ajustes de curvas.-

El tipo mas comun y sencillo de ajuste de curvas es el de la linea recta. Sin
embargo, cuando se representan pares de observaciones, éstas suelen quedar sobre
una linea curva; y hay observaciones para las que la teoria exige el ajuste a una curva
de forma especifica.

Regresién no lineal.-

Una relacién entre dos variables puede ser aproximadamente lineal cuando se
estudia en un intervalo limitado, pero puede ser marcadamente curvilinea si se amplia
el intervalo. Por ejemplo, la relacién entre la maduracién y el rendimiento para
envasado en guisantes, usualmente es una recta en el intervalo de grado de
maduracion aceptable para la industria conservera. Pero al aumentar el grado de
maduracién el rendimiento para envasado disminuye, es decir, se hace curvilinea.
Analogamente, la tasa de aumento en rendimiento tiende a mejorar en la etapas de
inmadurez. Asi, pues, para describir la relacién en todo el intervalo es inadecuada la
ecuacion de una recta.

Ademas, si se usa una recta para describir un proceso curvilineo se esta
sobrecargando sobre el error la componente de la regresion curvilinea que no se esta

teniendo en cuenta. Asi, si unas observaciones se describen apropiadamente con la
ecuacién

Y = a+B, X+B, X2+
y se usa como modelo:

Y = a+B, X+

entonces se asigna a la medida del error la parte de la variacién correspondiente a
B2XE, por lo que se esta sobreestimando la medida del error.
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La seleccion de la forma de la curva o de la ecuacion de regresién que mejor
describa una relacion curvilinea no es facil, pues es practicamente infinito el nimero de
ecuaciones que se pueden tomar como buenas para minimizar la SCesiauc)- POr 10 que
es deseable tener una teoria previa de cudl es la curva a la que se ajusta las
observaciones.

Las relaciones curvilineas se pueden clasificar en dos tipos: lineales y no
lineales. Los modelos lineales son aquellos para los cuales se dispone de Las técnicas
de regresion. Los modelos que no son lineales pueden subdividirse a su vez en los que
se pueden linealizar por medio de una transformacion y los que no se puede linealizar.

La transformacion tiene por objeto proporcionar un procedimiento méas facil de
ajuste y procedimientos validos de estimacion y prueba. Por ejemplo, se puede
convenir en que la ecuacion que mejor describe unos datos determinados es

Y=o xP

Esta conviccion procede de los conocimientos previos del problema o de una
teoria previa ya contrastada. Entonces, en lugar de trabajar con esta ecuacion, se
puede trabajar con esta otra

logY = loga+B log X

que es una ecuacion lineal si el par de observaciones que se consideran son logY 'y
logX. En este caso son perfectamente aplicables los procedimientos estudiados para
la regresion lineal simple.

Por tanto, hay dos tipos generales de curvas: las polinomiales (no linealizables)
y las logaritmicas (linealizables).

Y Y
E(Y)=Py 45 X E(v)=Bs+8, log X
">a
B, >0 B,<0 " <0
Y 2e0 log E(Y) =B+ X
420
E(v) Py +5, X0P; X1
$1<0 <0
X X
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Y E()=Por o X+ Y
B X pgix?
il s 109 E(Y) 25548, Iog X
P30 8,50
5;<0 4,<0
x x
Las polinomiales pueden ser
Lineal Y=a+B,X

Cuadrética Y =a+ B, X+, X2
Cubica Y=a+pB,X+B, )(2+[33 x3

Las logaritmicas

exp’=a x# Y = loga + Blog X
Y=aBX logY = loga+logBX
Y=ax® logY=loga+Blog X

Para las ecuaciones exponenciales, Exp puede ser cualquier constante, sin que
esta afecte a la forma de la curva. '

Los polinomios pueden tener picos y depresiones cuyo niimero, como maximo,
€S uno menos que el exponente mas alto.
Curvas logaritmicas.-

Para determinar si una curva logaritmica puede describir nuestros datos, suele
ser suficiente con representar los datos en papel logaritmico o semilogaritmico. Una
vez tomada la decisibn respecto al tipo de curva, se transforman los valores
observados de X o de Y o de ambas, a logaritmos antes de realizar los calculos. Los
datos transformados se trataran por los métodos ya estudiados. Los supuestos se
aplican a los datos transformados en lugar de a los originales.

Curvas de crecimiento exponencial.-

Una caracteristica de algunos fendmenos sencillos de crecimiento es que el
aumento en cualquier momento de una variable es proporcional al tamafio ya
alcanzado. En el crecimiento de un cultivo bacteriano, el nimero total de bacterias en
un momento determinado se ajusta a esa ley. La relacién queda bien ilustrada por el
peso seco de embriones de pollo de 6 a 16 dias del siguiente ejemplo.
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Ejemplo.-

Se tiene el peso seco de embriones de pollo de 6 a 16 dias de edad y se quiere
saber si el aumento de peso con la edad se ajusta a una exponencial tipo

Y=ap¥
Por tanto, lo que se tiene que comprobar es si se ajusta a la siguiente recta

log Y=loga+X log B

Edad en dias Peso seco Logaritmos del peso

X Y logY
6 0.029 -1.538
7 0.052 -1.284
8 0.079 -1.102
9 0.125 -0.903
10 0.181 -0.742
11 0.261 -0.583
12 0.425 -0.372
13 0.738 -0.132
14 1.130 0.053
15 1.882 0.275
16 2.812 0.449
2 X =121

TlogY = -5.879
TlogYX = -43.12

121x-5.879

SP —43.121——T— = 21.548

1212
SC(X) = 1441——11— = 110

b = 21.548 - _ 0.19589
110

-0.53455-0.19589x11 = —2.68934

a

Por lo que la linea de regresién es

logY = -2.68934+0.19589 X
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Archivo del programa SAS (C14-1.SAS).-

title 'Curva exponencial’';
optiones 1s=75 ps=60;
data regres;
infile 'cl4-1.dat’;
input dias peso;
logpeso = logl0(peso);
proc reg;

model logpeso = dias;
run;

Archivo de datos (C14-1.DAT).-

6 0.029
7 0.052
8 0.079
9 0.125
10 0.181
11 0.261
12 0.425
13 0.738
14 1.130
15 1.882
16 2.812

Archivo de resultados (C14-1.LST).-

Curva exponencial

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value
Model 1 4.22063 4.22063 5384.937
Error 9 0.00705 0.00078
C Total 10 4.22768

Root MSE 0.02800 R-square 0.9983

Dep Mean -0.53451 Adj R-sq 0.9981

C.V. -5.23775

Parameter Estimates

Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0
INTERCEP 1 -2.689198 0.03055186 -88.021
DIAS 1 0.195881 0.00266933 73.382

Prob>F
0.0001

Prob > |T|
0.0001
0.0001

Como se ve, el ajuste es muy bueno, por lo que se puede concluir que los
embriones de pollo, cuando se miden por peso seco, crecen de acuerdo con una curva

exponencial.

La metodologia utilizada ha sido la misma estudiada mas arriba, es decir, el de
ajuste a una linea recta. Y ésta es la metodologia para cualquier curva que pueda

hacerse lineal por medio de logaritmos.
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Si no se sabe, a priori, cual puede ser el tipo de curva, antes realizar los calculos
de ajuste se pueden representar los datos, con fines practicos (no estéticos), con el
mismo SAS Estadistico, para visualizar el tipo de curva.

Archivo del programa SAS (C14-2.SAS).-

title ‘'Representacién de curva exponencial';
optiones ls=65 ps=30;

data regres;

infile 'cl4-1.dat’';

input dias peso;

proc plot;

plot peso * dias;

run;

Archivo de resultados (C14-2.LST).-

Representacidén de curva exponencial

Plot of PESO*DIAS. Legend: A = 1 obs, B = 2 obs, etc.

3+
A
2 +
A
PESO
A
1 +
A
A
A
A A
0+ A A A
. T e e T N et el
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
DIAS

Se observa perfectamente que sigue una forma exponencial.

Crecimiento alométrico.-

Si se desea comparar los tamarios relativos de dos partes de un organismo, X e
Y, una manera de hacerlo es mediante la ecuacién

Y=aXxP

Si b es igual a cero, Y es siempre igual a a sea cual sea el valor de X. Por
ejemplo, el tamafio de las células no difieren mucho si se comparan animales
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corpulentos con animales pequefios. Si le damos a Y los valores de los diametros de
las células y a X las longitud global del cuerpo de los animales, se puede postular que
b=0y la ecuacién anterior puede describir la relacién entre X e Y bastante bien; Y seria
igual a la constante a, para cualquier longitud corporal del animal.

Si ahora se pone en Y la extension total de los brazos y en X la altura de los
seres humanos adultos, La ecuacién que mejor se ajustaria a los datos seria la anterior
pero para b=1, puesto que en este caso la extension de los brazos seria directamente
proporcional a la altura.

Esta ecuacion que relaciona X con Y puede describirse también de la forma ya
conocida

log Y = log a +blog X

Por tanto b sera una constante en cada caso, esto es como consecuencia de
que el cociente entre el incremento de estructuras de diferentes tamarios permanece
aproximadamente constante, produciéndose un incremento relativamente grande de
una variable con respecto a la otra en una escala lineal. Por ejemplo, el crecimiento de
las astas de los ciervos en relacién al tamaiio del cuerpo sigue una relacién alométrica.

Ejemplo.-

Se tienen mediciones de craneos de diferentes tamarios. Se toman dos medidas
concretas que forman parte de un indice. Se desea saber si siguen una relacién
alométrica. Los datos son

X Y log X logY
1 3.5 0.0000 0.5441
2 11.8 0.6931 1.0719
3 23.9 0.4771 1.3784
4 39.6 0.6021 1.5977
5 58.5 0.6990 1.7672
6 80.5 0.7781 1.9058
7 105.4 0.8451 2.0228
8 133.0 0.9031 2.1238
9 163.7 0.9542 2.2140
10 196.8 1.0000 2.2940
20 662.0 1.3010 2.82009
30 1345.9 1.4771 3.1290
, 40 2226.8 1.6021 3.3477
50 3290.5 1.6990 3.5173
60 4527.2 1.7781 3.6558
70 5929.1 1.8451 3.7730
80 7489.9 1.9031 3.8745
90 9204.3 1.9542 3.9640
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Ylog X = 20.1195
YlogY = 45.0012

2logY log X = 60.9066
SP = 60.9066—20'”951’:345'0012 — 10.6065
2
SCiiog ) = 28.4598—% - 6.0612
b = 106065 . 199
6.0612
a = 2.5-1.7499x1.1177 = 0.5440

Por lo que la linea de regresi6n es

log Y = 0.5440 + 0.17499log X

Archivo del programa SAS (C14-3.SAS).-

title 'Crecimiento alometrico';
option 1s=75 ps=60;
data alometri;
infile 'cl4-3.dat’;
input X Y;
logx=10gl0(x};
logy=1ogl0(Y);
proc reg;
model logy=logx;
run;

Archivo de datos (C14-3.DAT).-

1 3.5
2 11.8
3 23.9
4 39.6
5 58.5
6 80.5
7 105.4
8 133.0
9 163.7
10 196.8
20 662.0
30 1345.9
40 2226.8
50 3290.5
60 4527.2
70 5929.1
80 7478.9
90 9204.3
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Archivo de resultados (C14-3.LST).-

Source
Model
Error
C Total

Root MSE
Dep Mean
C.V.

Variable DF
INTERCEP 1
LOGX 1

Crecimiento alometrico

Sum of Mean
DF Squares Square F Value
1 18.55997 18.55997 141432032.21
16 2.0996623E-6 1.312289E-7
17 18.55997
0.00036 R-square 1.0000
2.50007 Adj R-sq 1.0000
0.01449
Parameter Standard T for HO:
Estimate Error Parameter=0
0.544135 0.00018531 2936.337
1.749882 0.00014714 11892.520

Prob>F
0.0001

Prob > |T|
0.0001
0.0001

La pendiente es b =1.75, es decir, el crecimiento de Y se veria como el
crecimiento de X elevado a 1.75.

Si, al igual que en el anterior ejemplo, se desea comprobar, previamente al
ajuste de los datos, la linea que describen la nube de punto, se puede hacer con un
programa SAS estadistico (no gréfico) de la siguiente manera.

Archivo del programa SAS (C14-4.SAS).-

data alometri;

input X Y;
proc plot;
plot Y * X;
run;

title 'Curva de crecimiento alometrico';
option 1s=75 ps=30;

infile 'cl4-3.dat';
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Archivo de resultados (C14-4.LST).-

Curva de crecimiento alometrico
Plot of Y*X. Legend: A = 1 obs, B = 2 obs, etc.
10000 +
A
Y
A
A
5000 +
A
A
A
A
A
0 + BBBBRB
B e - Fmm e e B R -
0 20 40 60 80 100
X

Curvas polinémicas.-

Podria ocurrir que nuestros datos no, se ajustaran bien a una recta, por lo que
tendriamos que rastrear si se ajustan a cualquiera de las curvas logaritmicas. Si el
resultado fuera negativo tendriamos que probar con las llamadas curvas polinémicas
cuya ecuacion general es .

Y = a+ By X+, X2+ By X2 +..+ B, X" +€

-Si la ecuacibn a la que se ajusta nuestros datos tiene solo los dos primeros
sumandos de la derecha, seria una recta. Si tenemos que incluir el siguiente términe
serfa un polinomio de segundo grado o curva cuadratica, efc.

Los polinomios son ampliamente utilizados para describir la relacién entre dos
variables, aunque estas relaciones no siempre estén apoyadas por alguna teoria o
hipdtesis. ElI motivo de este amplio uso es que para cualquier grupo de pares de
observaciones siempre es posible encontrar un polinomio que se ajuste exactamente a
los datos. El grado del polinomio que se requiere para que se realice este buen ajuste
es, como maximo, uno menos que el nimero de pares de observaciones, aunque en la
practica, rara vez se utilizan polinomios mayores del tercer o cuarto grado, pues las
curvas resultantes son auténticas montafias rusas sin sentido bioldgico.
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La manera de encontrar una expresién que explique nuestros datos es hacer lo
de siempre: los vamos ajustando a diferentes lineas y curvas hasta encontrar la que
nos minimice, significativamente, el residuo.

Para el ajuste a polinomios, el problema se reduce a encontrar los coeficientes
a, B1, B2, efc., hasta encontrar un polinomio que minimice el residuo. Para esto,
hacemos uso de lo que conocemos como ecuaciones normales; necesitamos tantas
ecuaciones como coeficientes haya, o una mas que el grado de la ecuacién que
deseamos ajustar.

Las ecuaciones normales son

an+ B EX+B,X X +B, 2 X3+..= TY
aY X+B,3 X2+By X X3+B, T X +..= T XY
aXY X2+ Z X3+B,X X+ By XP+...= T X2Y
aZ X3+B,3 X +B, T X+ By Xo+...= I X3

Sigamos la explicacién con un ejemplo
Ejemplo.-
Se tiene la produccién de judias verdes (Y) en seis tiempos diferentes de recoleccion

(X). A la primera fecha le da el valor O y las fechas siguientes son el niimero de dias
transcurridos desde la fecha base.

Tiempo Produccion
X Y
0 27.4
4 39.3
7 46.2
10 47.8
13 44.5
18 24.5
z 52 229.7

Se comienza elaborando todas las posibles potencias y sumatorios que se
pueden necesitar para la resolucién de las ecuaciones normales
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X X x X X XY Xy Xy

0 0 0 0 0 0.0 0.0 0.0

16 64 256 1024 4096 157.2 628.8 2515.2

49 343 2401 16807 117649 323.4 2263.8 15846.6
100 1000 10000 100000 1000000 478.0 4780.0 47800.0
169 2197 28561 371293 4826809 578.5 7520.5 97766.5
324 5832 104976 1889568 34012224 441.0 7938.0 142884.0

Z 657 9436 146194 2378692 39960778 1978.1 23131.1 306812.3

Ahora se tiene todas las sumas que se necesitan para las ecuaciones normales
hasta el tercer grado. Se comienza, como siempre, calculando la recta, bien por el
método ya conocido de

SP
SCx
a=Y-bX

o bien resolviendo las dos primeras ecuaciones normales

2Y
XY

an+p,¥ X
a¥ X+B,3 x?

Sustituyendo con los valores de las anteriores tablas, se tiene el sistema

6a + 52 B, = 229.7
520+658 B, = 1978.1

Cuyas soluciones son
B,=-0.06093

B, =388114

Se hace la prueba de ajuste para ver si es bueno y si el resultado fuera de no
buen ajuste se seguiria buscando el ajuste a curvas logaritmicas y si estos tampoco
fueran buenos se seguiria buscando el ajuste a polinomios.
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Archivo del programa SAS (C14-5.SAS).-

title ‘'Ajustes curvilineos';
options 1s=75 ps=60;
data regres;
infile 'cl4-5.dat';
input dias prod;
logdias = loglO{dias};
logprod = loglO(prod);
dias2 = dias*dias;
dias3 dias*dias*dias;
dias4 dias*dias*dias*dias;
title ‘Modelo: Y=a+bXx *;
proc reg;
model prod = dias;
run;
title ‘Modelo: Y=a+logXb *‘;
proc reg;
model prod = logdias;
run;
title ‘Modelo: log Y =a+bXx ‘;
proc reg;
model logprod = dias;
run;
title ‘Modelo: logY=a+ logXhb
proc reg;
model logprod
run;
title ‘Modelo: polinomio cuadrdtico °;
proc reg;
model prod = dias dias2;
run;
title ‘Modelo: polinomio cibico ‘;
proc reg;
model prod = dias dias2 dias3;
run;
title ‘Modelo: polinomio cuarto grado ‘;
proc reg;
model prod =dias dias2 dias3 dias4d;

run;

logdias;

Archivo de datos (C14-5.DAT).-

1 27.4
5 39.3
8 46.2
11 47.8
14 44.5
19 24.5
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Archivo de resultados (C14-5.LST).-

Modelo: Y=a+DbiX
Model: MODEL1
Dependent Variable: PROD
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 0.76978 0.76978 0.006 0.9413
Error 4 500.57855 125.14464
C Total 5 501.34833
Root MSE 11.18681 R-square 0.0015
Dep Mean 38.28333 Adj R-sq -0.2481
C.V. 29.22109
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 38.872347 8.78975042 4.422 0.0115
DIAS 1 -0.060932 0.77691152 -0.078 0.9413
Modelo: Y=a+ logXhb
Model: MODEL1
Dependent Variable: PROD
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 50.04851 50.04851 0.444 0.5418
Error 4 451.29982 112.82496
C Total 5 501.34833
Root MSE 10.62191 R-square 0.0998
Dep Mean 38.28333 Adj R-sq -0.1252
C.V. 27.74552
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T| .
INTERCEP 1 32.468274 9.,74851422 3.331 0.0291
LOGDIAS 1 6.883989 10.33587296 0.666 0.5418
Modelo: log Y =a+ b X
Model: MODEL1
Dependent Variable: LOGPROD
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 0.00052 0.00052 0.027 0.8779
Error 4 0.07733 0.01933
C Total 5 0.07785
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Root MSE 0.13904 R-square 0.0067
Dep Mean 1.56896 Adj R-sq -0.2417
C.V. 8.86221
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 1.584236 0.10925043 14.501 0.0001
DIAS 1 -0.001581 0.00965647 -0.164 0.8779
Modelo: log Y =a + log X b
Model: MODEL1
Dependent Variable: LOGPROD
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 1 0.00611 0.00611 0.341 0.5907
Error 4 0.07174 0.01794
C Total 5 0.07785
Root MSE 0.13392 R-square 0.0785
Dep Mean 1.56896 Adj R-sg -0.1519
Cc.V. 8.53574
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error  Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 1.504702 0.12291014 12.242 0.0003
LOGDIAS 1 0.076066 0.13031561 0.584 0.5907
Modelo: polinomio cuadrético
Model: MODEL1l
Dependent Variable: PROD
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 2 493.57666 246.78833 95.265 0.0019
Error 3 7.77167 2.59056
C Total 5 501.34833
Root MSE 1.60952 R-square 0.9845
Dep Mean 38.28333 Adj R-sq 0.9742
Cc.Vv. 4.20423
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T]
INTERCEP 1 21.279578 1.79619211 11.847 0.0013
DIAS 1 5.321220 0.40591825 13.109 0.0010
DIAS2 1 -0.269021 0.01950494 -13.792 0.0008
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Model: MODEL1

Modelo: polinomio ctbico

Dependent Variable: PROD
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F vValue Prob>F
Model 3 500.99528 166.99843 946.035 0.0011
Error 2 0.35305 0.17652
C Total 5 501.34833
Root MSE 0.42015 R-square 0.9993
Dep Mean 38.28333 Adj R-sq 0.9982
C.V. 1.09747
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO:
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 23.762843 0.60545741 39.248 0.0006
DIAS 1 3.606959 0.28487395 12.662 0.0062
DIAS2 1 -0.048047 0.03446469 -1.394 0.2980
DIAS3 1 -0.007361 0.00113547 -6.483 0.0230
Modelo: polinomio cuarto grado
Model: MODEL1
Dependent Variable: PROD
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Prob>F
Model 4 501.20600 125.30150 880.335 0.0253
Error 1 0.14233 0.14233
C Total S 501.34833
Root MSE 0.37727 R-square 0.9997
Dep Mean 38.28333 Adj R-sq 0.9986
c.V. 0.98547
Parameter Estimates
Parameter Standard T for HO: .
Variable DF Estimate Error Parameter=0 Prob > |T|
INTERCEP 1 24.469156 0.79533474 30.766 0.0207
DIAS 1 2.795683 0.71415242 3.915 0.1592
DIAS2 1 0.141464 0.15879879 0.891 0.5367
DIAS3 1 ~0.022481 0.01246861 -1.803 0.3224
DIAS4 1 0.000384 0.00031565 1.217 0.4380

Como se ve no se ajusta ni a la recta ni a ninguna ecuacion lineal (logaritmica).
Sin embargo si se ajusta a un polinomio de segundo grado. Una vez hallada una curva
a la que se ajusta no es preciso seguir buscando polinomios de mayor grado, pues
éstos también se van a ajustar y hay que tomar el mas simple.

Como se ha indicado anteriormente, la representacion de los residuos con
respecto a la variable independiente es un método efectivo de comprobar si es
suficiente con esta variable o, por contra, se necesita introducir otros miembros en el
modelo. Si el modelo es adecuado, como lo era el del primer ejemplo de este capitulo,
los residuos se reparten aleatoriamente alrededor del cero. Si el modelo no es el
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adecuado, los residuos mostraran una tendencia que nos orientaran hacia donde
puede estar el buen ajuste.

Si se hubiera hecho un estudio previo de grdficos de residuos, en el anterior
problema, hubiera sido algo asf.

Archivo del programa SAS (C14-6.SAS).-

title 'Gréficos de residuos para ajuste a curvas';
options 1s=75 ps=30;

data regres;

infile 'cl4-5.dat';

input dias prod;

dias2 = dias*dias;
dias3 = dias*dias*dias;
dias4 = dias*dias*dias*dias;
proc plot;
plot prod * dias;
run;
title 'Ajuste Lineal';
proc reg;

model prod = dias / P noprint;
plot residual.*dias='*"';

run;
title 'Ajuste Cuadrético‘';
proc reg;

model prod = dias dias2 / P noprint;
plot residual.*dias='*';

run;
title ‘'Ajuste Cubico';
proc reg;

model prod = dias dias2 dias3 / P noprint;
plot residual.*dias='*"';

run;
title 'Ajuste Cudrtico';
proc reg;

model prod = dias dias2 dias3 dias4/ P noprint;
plot residual.*dias='*"';
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Archivo de resultados (C14-6.LST).-

Graficos de residuos para ajuste a curvas
Plot of PROD*DIAS. Legend: A = 1 obs, B = 2 obs, etc.

50 +
A
A
A
40 + A
PROD
30 +
A
A
20 +
B e T e B B +--
0 5 10 15 20
DIAS
Ajuste Lineal
—m——— +-——— +———— o m—— +-——— o +-———— +———— o R +——
RESIDUAL |
10 + * +
*
*
R
e 0 + * +
s
i
4
u
a
1 -10 + +
*
*
-20 + +
—t———— B ————— o Fo——— o Fo——— +————— e o +-=
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

550 Estadistica Aplicada Uni y Multivariante



Ajuste Cuadratico
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Ajuste Cudrtico
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Como se ve, la representacién de los datos presenta una tendencia de subida y
bajada. Esta tendencia es mas acentuada cuando se estudia la grafica de los residuos
para el ajuste a la recta: comienza con valores de -10, sube a valores de +10 y vuelve
a bajar a valores de -10. Esta tendencia indica que se necesita, por lo menos, un
término cuadratico en el modelo. Se afiade dicho término cuadratico y se analiza la
gréfica de los residuos: se observa que estos oscilan alrededor del cero de una manera
mas aleatoria, por lo que podria ser este el primer ajuste a probar (en la resolucion
anterior de este mismo problema se comprobé que efectivamente este es un buen
ajuste). De todas maneras, se ve una cierta tendencia, si afiadimos un nuevo término
cubico, la grafica de residuos se ve mas aleatoria alrededor del cero, y con un término
cudrtico, los residuos se distribuyen completamente horizontales alrededor de! cero.

Polinomios ortogonales.-

Frecuentemente sucede que se hacen observaciones de una variable
dependiente asociada con valores igualmente espaciados de una variable
independiente; por ejemplo, si la variable independiente es el tiempo y se hacen
lecturas de Y a intervalos diarios, semanales, mensuales o anuales, las X o tiempos
son igualmente espaciados. Otros casos en los que a menudo se tienen intervalos
igualmente espaciados de X, son los de experimentos que contemplan proporciones de
fungicidas, insecticidas, antibidticos, hormonas, etc. Un experimento en el que las
proporciones de tratamientos son igualmente espaciados presentan ventajas reales
desde el punto de vista de la facilidad del analisis.

La base del método para el ajuste a curvas polinémicas se estudié en el

Capitulo 10 y esta basado en la descomposicién de la suma de cuadrados por medio
de los coeficientes expresados en la Tabla 6. Estas tablas pueden usarse para
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encontrar las ecuaciones de regresion lineal, cuadratica, cibica y de cuarto grado para
cualquier nimero de observaciones.

En la parte superior de la tabla se encuentran los valores de n, es decir, el
nimero de observaciones o tratamientos. Para cualquier problema dado, se necesita
utilizar solamente la porcién de la tabla por debajo del valor apropiado de n. La primera
columna de coeficientes, encabezada por c;, ademdas de ser utilizada para diversos
célculos, consiste en valores codificados de X. La codificacién se hace en forma tal que
su resuitados son numeros enteros lo mas pequefios posibles. A pesar de que los
valores de X estén igualmente espaciados, si n es impar, se puede tomar

X = X-X
L

donde L es el intervalo entre valores sucesivos de X. Si n es par, se toma

’r _ (X_Y)z
B L

X

Esta transformacion dara los valores de la columna c¢;.

Los pasos para determinar las ecuaciones de regresion lineal, cuadrdtica,
cubicay cudrtica son los siguientes:

1 Poner los valores de Y en una columna, de acuerdo con los valores
ascendentes de las X, es decir, empezando con la Y correspondiente
al menor valor de X.

2 Multiplicar los valores de Y por los coeficientes para ¢y, C, €3y €4
mostrados en la Tabla 6, obteniéndose cuatro columnas.

3 Encontrar la suma de cada columna, observando los signos mas y
menos. Estas sumas se denotan por ZY, Py, Ps, P3y P,

4 Aplicando los valores obtenidos de P;y los valores de K provenientes
de la Tabla 6, las ecuaciones lineales, cuadrdticas, ctbicas y

cudrticas pueden ser planteadas a partir de las siguientes relaciones:

Lineal y,= Y + (KaPy) X
Cuadratica y, = (Y-KiP2)+(KaP1) X'+ (KaP2) X’
Cubica y;= (Y = K1 P2 )+( K2 P1— K3 Ps )X’ +( K4 P2 ) X2+ (KsPs3 ) X?
Cuartica v, =(Y = KiPa+Ka Ps )J+( K2 P1— Ka P3 )X"t( K4 P2+ K7 P4 ) X2+
+(KsP3)X? +(KePa) X*

Noétese que estas ecuaciones estdan expresadas en términos de
valores codificados de X.
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5 Silos valores de Y en el primer paso fuesen el resultado de diferentes
observaciones o repeticiones en cada nivel de X, y si se desea que
las ecuaciones estén dadas en términos de las medias, se debe
dividir cada término de las ecuaciones entre el numero de
repeticiones.

Ejemplo.-
Se tiene la produccion total de leche diaria de 37 vacas controladas una vez al

mes para los diez meses de lactacion. (los datos estan en el archivo C14-7.DAT, unas
paginas més adelante)

Produccion Mes
X Y

2442.
2517.
2334.
2166.
2030.
1903.
1779.
1630.
1485.
1304.

b2 19594.8

NN OoOYUTWO O ROy W
O WO -JaUlbd WP

[=3

Aplicando los cinco pasos anteriormente expuestos, se comienza elaborando la
siguiente tabla

(o)) cY C2 c2Y C3 c3Y C4 csY

-9 -21980.7 6 14653.8 -42 -102576.6 18 43961.4
-7 -17623.2 2 5035.2 14 35246.4 -22 -55387.2
-5 -11672.0 -1 -2334.4 35 81704.0 -17 -39684.8
-3 -6498.3 -3 -6498.3 31 67149.1 3 6498.3
-1 -2030.0 -4 -8120.0 12 24360.0 18 36540.0
1 1903.9 -4 -7615.6 -12 -22846.8 18 34270.2
3 5338.5 -3 -5338.5 -31 -55164.5 3 5338.5
5 8153.0 -1 -1630.6 -35 -57071.0 -17 -27720.2
7 10399.9 2 2971.4 -14 -20799.8 -22 -32685.4
9 11742.3 6 7828.2 42 54797.4 18 23484.6
P; = -22266.6 P, = -1048.8 P; = 4798.2 Py = -5384.6

Los coeficientes ¢y, ¢z, c3y ¢4 son los de la Tabla 6 y han sido multiplicados por
los valores correspondientes de Y (produccién de leche) para obtener los totales de
dichas columnas, teniendo de esta manera XY, Py, P», P3y P4. Por lo que aplicando el
paso 4 se obtienen las ecuaciones
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Y, = 1959.48«(%—6 X —22266.6) X’ =1959.48 - 67.475 X’

1 1
7, = |1959.48 +| - x-10488 ||-67.475X" +
Y2 { * (32 8 H (1056

x-1 048.8) X7

1992.26 - 67.475 X’ — 0.9932 x*2

Vs = 1992.264 - 67.475- [ 20y 4798.2 || X' -
205920
1
- 0.9932 X7 x4798.2 | X
X ’{41184 ]x

= 1992.26 -74.302 X’ - 0.9932 x2+0.1165 x*

y, = |1992.26 L x-5384.6 ||-7.4302 X’ +
1280

+|-0.9932 - ad
54912

X —5384.6)] X? +

+0.11651 X3 + ( x —5384.6] X

109824
= 1954.40 -74.302 X’ + 3.0272 x"?+0.1165 X+ 0.049029 x**

Como separar la suma de cuadrados.-

Ya se vio en el Capitulo 10 en el epigrafe Contrastes ortogonales, como obtener
la suma de cuadrados asociada con un solo grado de libertad a partir de un conjunto
de coeficientes, mediante la férmula general

(Zcivif
SC = =17
n¥ct

Tal como se han calculado las P, se tiene que P; = Z¢;Y;cuando las ¢ son de los
coeficientes lineales. P, = Z¢;Y; cuando se usan los coeficientes cuadraticos, etc.

Los divisores mostrados en la Tabla 6 son las sumas de cuadrados de los
coeficientes, por tanto, la suma de cuadrados debida a la regresién cuadrética es P,
dividida por el nimero de replicas; la suma de cuadrados para la regresion cuadratica
es Py, y asi sucesivamente hasta el componente de cuarto grado.

Despues de calcular las sumas de cuadrados para cada componente, se puede

encontrar la suma de cuadrados residual al sustraer las sumas de cuadrados de los
componentes a la suma de cuadrados total. Esta suma de cuadrados residual es igual
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a la suma de cuadrados de las desviaciones con respecto a la curva de los datos
observados.
Ejemplo.-

Apliquese este método al ejemplo anterior.

El valor de Ps es de -22266.6 de modo que la SC lineal es

- 22266.6°
SCllineay = 330x37 - 40606.18

La suma de cuadrados total de Y (entre meses) es

SCimeses) = 41343.01

de manera que la suma de cuadrados debida a la desviacién de la linea recta es

SCldesviaciénlineal) = SCiMeses)— SCilineay = 41342.74 - 40606.18 =736.56

Como P, es igual a -1048.8, la suma de cuadrados para el componente
cuadratico es

-1048.82
SCCuadratico) = T3ox37 225.22

Restando este resultado de la suma de cuadrados de la desviacion de la linea,

que es una suma de cuadrados residual, se obtiene la desviacién con respecto a la
linea cuadratica

SCldesviacion cuadratica) = SC(desv.IineaI) - SC(Cuadrética) =736.53-225.22 =511.34

Ps = 4798.2 de modo que la suma de cuadrados del componente cubico es

4798.22
SCicavica) = 8580 %37 = 72.52

Y el residuo o desviacién es 511.34-72.52 = 438.82.

Finalmente, P4 es igual a -5384.6 de manera que la suma de cuadrados para el
componente cuartico es

- 5384.62
SC(Cuérlico) = m = 273.99
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Y el residuo o desviacion es 438.82-273.99=164.83

Todos estos resultados se pueden resumir en la siguiente tabla

FV gl SC cM F
Vaca 36 22946.35 637.40 19 .55**x*
Mes 9 41342.74 4593 .64 140.91%*%*
Lineal 1 40606.18 40606.18 1245.58*«*
desv. lineal 8 736.56 92.07 2.82%*
Cuadrdtica 1 225.22 225.22 6.91*
desv. cuadrati 7 511.34 73.05 2.24%*
Cubica 1 72.52 72.52 2.22ns
desv. cubica 6 438.82 73.14 2.24%*
Cudrtica 1 273.99 273.99 8.40%**
desv. cuartica 5 164.83 32.97 1.01ns
Error 324 10562.11 32.60
Total 369 74851.21

Como se puede ver, existe una diferencia altamente significativa entre vacas y
entre meses. Este resultado es de esperar; lo que realmente se desea saber es el
patréon de cambio de la produccion de leche mes a mes. El alto valor de F para el
componente /ingal indica la existencia de una tendencia descendente altamente
significativa, pero la desviacion significativa del componente lineal indica que una linea
recta no explica correctamente la variacion mensual. El componente cuadrético
significativo muestra que una curva simple representa una mejora sobre la recta, pero
aun persiste una cantidad significativa de variacién residual. El ajuste a una curva
cubica no mejora significativamente y el residuo dejado es significativo. Sin embargo, el
componente cuartico explica una proporcion muy elevada de la suma de cuadrados
restante, en el sentido de que la F es altamente significativa, y la desviacion de la
componente cuartica es no significativa. Por tanto se tiene que la componente cuartica
es la que mejor explica la variacion mensual de la produccién de leche en estos
rebafios.

Archivo del programa SAS (C14-7.SAS).-

title 'Ajuste a Polinomios';
options 1ls=75 ps=60;
data poli;
infile ‘cl4-7.dat';
input vaca mes prod €@;
proc glm;
class vaca mes;
model prod=vaca mes;
contrast 'Lineal ' mes -9 -7 -5 -3 -1 i 3 5 7 9;
contrast 'Cuadrit' mes 6 2 -1-3 -4 -4 -3 -1 2 6;
contrast 'Clibica ' mes -42 14 35 31 12 -12 -31 -35 -14 42;
contrast 'Cudrtic' mes 18 -22 -17 3 18 18 3 -17 -22 18;
run;
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Archivo de datos (C14-7.DAT).-
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6 821.84 7 839.61 8 8 43.21 9 8 43.74 10 8 40.54
11 8 42.02 12 8 41.99 13 8 43.45 14 8 45.64 15 8 41.11
16 8 37.83 17 8 41.93 18 8 43.72 19 8 42.44 20 8 46.87
21 8 42.19 22 8 38.72 23 8 45.71 24 8 48.34 25 8 45.06
26 8 43.20 27 8 49.93 28 8 40.45 29 8 42.49 30 8 49.80
31 8 44.04 32 8 47.78 33 8 40.71 34 8 39.66 35 8 42.10
36 8 45.04 37 8 68.20
1 957.10 2 9 54.10 3 9 58.14 4 9 16.12 5 9 25.73
6 9 15.34 7 9 34.09 8 9 41.05 9 9 45.13 10 9 42.31
11 9 36.17 12 9 40.49 13 9 33.87 14 9 34.59 15 9 45.64
16 9 39.79 17 9 37.68 18 9 46.71 19 9 44.42 20 9 37.17
21 9 35.27 22 9 42.40 23 9 39.54 24 9 35.63 25 9 39.79
26 9 45,58 27 9 35.34 28 9 45.71 29 9 40.60 30 9 42.12
31 9 39.17 32 9 41.15 33 9 45.46 34 9 46.64 35 9 37.27
36 9 43.23 37 9 45.18
110 63.81 2 10 62.24 3 10 63.31 4 10 42.44 5 10 42.88
6 10 10.41 7 10 40.48 8 10 40.38 9 10 40.93 10 10 37.92
11 10 28.77 12 10 31.94 13 10 34.61 14 10 37.91 15 10 32.82
16 10 31.50 17 10 30.37 18 10 28.89 19 10 37.61 20 10 37.36
21 10 25.77 22 10 30.28 23 10 31.71 24 10 30.66 25 10 33.55
26 10 21.29 27 10 33.29 28 10 29.42 29 10 30.71 30 10 32.64
31 10 24.54 32 10 31.37 33 10 46.40 34 10 35.40 35 10 48.15
36 10 22.14 37 10 20.80
Archivo de resultados (C14-7.LST).-
Ajuste a Polinomios
Dependent Variable: PROD
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 45 64289.0962 1428.6466 43.82 0.0001
Error 324 10562.1088 32.5991
Corrected Total 369 74851.2050
R-Square Cc.v. Root MSE PROD Mean
0.858892 10.78109 5.70956 52.9590
Source DF Type I SS Mean Square F Value Pr > F
VACA 36 22946.3517 637.3987 19.55 0.0001
MES 9 41342,7445 4593.,6383 140.91 0.0001
Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
VACA 36 22946.3517 637.3987 19.55 0.0001
MES 9 41342.7445 4593.6383 140.91 0.0001
Contrast DF Contrast SS Mean Square F Value Pr > F
Lineal 1 40606.3273 40606.3273 1245.63 0.0001
Cuadréat 1 225.1312 225.1312 6.91 0.0090
Cibica 1 72.4500 72.4500 2.22 0.1370
Cuértic 1 273.8534 273.8534 8.40 0.0040
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CAPITULO 15

Correlacion simple

Introduccion.-

Se continua en éste, como en los tres Ultimos capitulo, con el estudio de
estadisticos de dos dimensiones o distribuciones bivariantes. En los capitulos
anteriores se estudié que la regresién trata de la relacién funcional de una variable
sobre la otra. En el presente capitulo se va a tratar de medir el grado de asociacién o
de variacion conjunta de dos variables cualesquiera. Esta materia se conoce en
Estadistica con el nombre de correlacién lineal.

Correlacion y regresion.-

Si se tienen pares aleatorios de observaciones, es corriente encontrarse con la
duda de cual técnica estadistica utilizar, si la regresion o la correlacién, y es corriente,
asi mismo, encontrarse con una utilizacién incorrecta o insuficiente de estas técnicas.

Existe mucha confusién acerca de la regresion y la carrelacion, de manera que
es frecuente encontrarlos confundidos. Esta confusion viene motivada, en primer lugar,
por la semejanza en los célculos para ambos coeficientes, puesto que para ambos, la
cantidad fundamental es la covarianza o suma de los productos.

Con la regresidn, lo que se intenta es describir la dependencia de una variable Y
de una variable independiente X. Trata, sobre todo, de las medias de una variable (la
dependiente) y cdmo éstas medias cambian su localizacién cuando cambia el valor de
la otra variable (la independiente). La ecuacién de regresién se puede emplear con
alguno de estos tres fines

Apoyar las hipétesis que postulan la posible causalidad de los cambios
de Yen los cambios de X

Para propdsitos de prediccién de Y en términos de X
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Para propdsitos de explicar qué parte de la variacién de Y es debida a X,
utilizando esta variable como control estadistico.

Algunos ejemplos de regresién pueden ser: los estudios de los efectos de la
temperatura sobre los latidos cardiacos, el contenido de nitrégeno en el suelo sobre el
crecimiento de una planta, la edad de un animal sobre la presion sanguinea o la dosis
de un determinado insecticida sobre la mortalidad de una poblacién de insectos. Estos
son ejemplos tipicos de regresion para los propésitos sefialados mas arriba.

Con la correlacién, por el contrario, se investiga si dos variables son
independientes o covarian, esto es, si varian conjuntamente. No se expresa una como
funcién de la otra, asi como tampoco se hace distincién alguna entre variables
dependientes e independientes. Podria ocurrir que de una pareja de variables, cuya
correlacién se estudia, una sea causa de la otra pero no se sabe ni se sospecha.

Una hipétesis importante, aunque no esencial, para la correlacion, es que las
dos covariables sean efectos de una causa comun, y lo que se desea conocer es el
grado en que ambas variables varian conjuntamente.

Algunos ejemplos de correlacién pueden se: la correlacién entre las longitudes
de piernas y brazos en una poblacién de mamiferos, o entre el peso del cuerpo y la
produccién de huevos en insectos, o entre los dias necesarios para la madurez y el
nimero de semillas en un cultivo. Las razones por las que se quiere demostrar y medir
la asociacion entre pares se estudiara mas adelante.

Otra dificultad es que parezca que se esta utilizando el método correcto, con
arreglo a lo dicho anteriormente, pero puede surgir complicaciones con la toma de
datos. Asi, por ejemplo, si se desea establecer el contenido de colesterol en la sangre
como funcién del peso, se podria llevar a cabo el experimento tomando una muestra
aleatoria de hombres de la misma edad, obteniendo al mismo tiempo el contenido de
colesterol en la sangre, asi como el peso de cada individuo, y calculando la regresion.
Sin embargo, ambas variables habran sido medidas con error. Los valores individuales
de la variable supuestamente independiente, X, no fueron deliberadamente escogidos
o controlados por el experimentador. Las condiciones basicas del Modelo | de
regresion no se cumplen, y el ajuste de los datos a un Modelo | no es, por tanto,
correcto. Lo que no quita para que existan multitud de ejemplos de este tipo que usan
la regresion.

También se presenta la dificultad inversa, la de tratar de obtener un coeficiente
de correlacion a partir de datos que se han tomado para un uso apropiado de la
regresion, es decir, con X fijo. Un ejemplo serian los latidos de corazén de un animal
poiquilotermo como funcién de la temperatura. Este tipo de coeficiente de correlacién
se obtiene matematicamente de manera sencilla, pero seria simplemente un valor
numérico y no una estima de la correlacién paramétrica.

Funcién de densidad bivariante y supuestos paramétricos.-

No se va estudiar la funcién de densidad de la distribucién normal bidimensional
o bivariante, pero si se va a hacer una aproximacion intuitiva a ella.
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Supongase que se ha muestreado un centenar de unidades experimentales y
que se han medido dos variables de cada unidad, obteniendo de esta forma dos
muestras de cien datos cada una. Supéngase, asi mismo, que ambas variables estan
distribuidas normalmente y también que son independientes una de otra, de manera
que el hecho de que una unidad experimental presente un valor para la variable Y
mayor que la media de esta variable, no influye sobre el valor de la variable X, de
manera que esta misma unidad experimental puede tener un valor de la variable X por
encima o por debajo de la media de esta variable, con la misma probabilidad. Si no
existe relacion alguna entre las variables Y e X'y si las dos variables estan tipificadas a
fin de hacer sus escalas comparables, se encontrard que el perfil del diagrama de
dispersion es aproximadamente circular. Por lo que si se representan estos cien datos
sobre un grafico, en el que la variable X e Y son la coordenadas, se obtendra un
diagrama de puntos similar a este
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Desde luego, para una muestra de cien datos, el diagrama poseera un perfil
circular imperfecto, pero a medida que la muestra sea mas grande, mas claramente se
marcara un circulo alrededor de la interseccion X,Y . Si se sigue muestreando se
tendra que superponer nuevos puntos en los mismos lugares que ya tienen puestos
otros puntos; si en lugar de puntos fueran, por ejemplo, granos de arena, lo que
ocurriria seria que se irfan amontonando de manera que darian lugar (conforme la

muestra se aproxima a la poblacién) a una formacién semejante a una campana
maciza como la de la siguiente grafica

Y
L

A1
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Supdngase, ahora, que las dos variables, X e Y, no son independientes sino
que estan correlacionadas o asociadas directamente. De esta manera, si una unidad
experimental dada posee un valor de X por encima de su media, la probabilidad de que
el valor de Y, de la misma unidad, este por encima de su media es mayor que la
probabilidad de que este por debajo de su media. De manera anéloga, un valor
pequefio de X estara asociado con mas probabilidad a un valor pequefio de Y que a un
valor grande. Si se muestreasen datos de tal poblacién, el diagrama de puntos
resultante seria alargado, adoptando forma de elipse. Esto es de esta manera como
consecuencia de que aquellas partes del circulo de puntos que en un principio incluian
individuos con un alto valor para una variable y bajo para la otra (y viceversa) estan
ahora escasamente representados. Si se hace la experiencia anterior con los granos
de arena, lo que se tendria ahora, si se muestrea la poblacién, seria una campana
maciza de forma eliptica, tal como se representa en la siguiente figura

[

4 — N T Y W S . .

Y

Si la correlacién o asociacién entre los valores de ambas variables fuera
perfecta, todos los datos caerian a lo largo de una linea de regresién tnica (esta linea
describiria tanto la regresién bxy como la regresion by.x) y si se siguen acumulando
granos de arena se obtendrfan una curva normal plana apoyada en dicha recta de
regresion.

El tamafio del perfil, mas o menos circular o mas o menos eliptico, del diagrama
de puntos y del montén de granos de arena, es claramente una funcién del grado de
correlacion entre las dos variables, y esta correlacién viene medida por el pardmetro p
de la distribucion normal bivariante. Este parametro se define como

oxy
GXx Oy

p:
donde oxv es la covarianza paramétrica de las variables X e Y, y ox ¥ ov son las
desviaciones tipicas paramétricas de las variables Xe Y.

Cuando las dos variables se distribuyen mediante la funcién normal

bidimensional, el coeficiente de correlacién muestral, r, permite estimar el coeficiente
de correlacion paramétrica p pudiéndose realizar, por tanto, afirmaciones acerca de la
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distribucion muestral de p, pruebas de hipétesis y establecer intervalos de confianza
para dicho coeficiente.

Los supuestos para la estima y pruebas de hipétesis de p son

Un supuesto importante, aunque no esencial, para la correlacién, es que
las dos variables son efectos de una causa comdn, y lo que se desea
conocer es el grado en que ambas variables varian conjuntamente.

Otro supuesto es el de la existencia de una relacién lineal entre las dos
variables en la poblacién.

Otro supuesto es el de normalidad de las dos variables, es decir, el de
una distribucién normal bivariante.

A diferencia de la varianza o del coeficiente de regresion, el coeficiente de
correlacion es independiente de las unidades de medida; es una cantidad absoluta sin
dimensién. Por lo que el coeficiente de correlacion, p, puede variar desde +1 para la
asociacion directa perfecta, hasta -1 para la asociacién indirecta perfecta, pasando por
0 para la ausencia de asociacion.

Coeficiente de correlacion.-

La correlacién, como la covarianza y como la suma de productos, es una
medida del grado en que dos variables varian conjuntamente o una medida de la
intensidad de asociacion. Por lo que se espera que haya simetria en las dos variables.
El coeficiente de correlacion lineal muestral, también llamado correlacidn simple,
correlacion total y correlacion momento-producto, se usa tanto con propésitos
descriptives como de inferencia y viene dado por la férmula

SP

\/ SCx) SCyv)

Es decir, es igual a la suma de productes dividida por el producto de las raices
cuadradas de las sumas. de cuadrados de Xe Y, o lo que es lo mismo, la cevarianza
dividida por el producto de las desviaciones tipicas. El uso de Yy X no implica una
variable dependiente y otra independiente. Se sigue utilizando esta terminologia por
ser la mas extendida, pero una terminologia mas correcta seria simbolizar las dos
variables como X; y Xa. ‘ -

r=

Si se usa con propdsitos inferenciales, el coeficiente de correlacion 'r es una
estima no sesgada del correspondiente coeficiente de correlacién poblacional p sélo
cuando el parametro poblacional, p. €s cero y existe, en la poblacion, una relacién
lineal entre las dos variables.

También con propésitos inferenciales, hay que estar seguro, al menos, de la

normalidad de una de las variables. Se puede calcular r para cualquier par de valores,
(X, V), cualquiera que sea la distribucién, e incluso si se trata de datos que deberian
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tratarse mediante regresién. Pero en tales casos, el coeficiente de correlacion solo es
un indice matematico, no un estadistico muestral que estima un pardametro
desconocido, siendo, por tanto, de escaso interés. Si las variables se ajustan a una
distribucién normal bidimensional o bivariante, el coeficiente de correlacién muestral, r,
corresponderé a la estima de un pardmetro de esta distribucién simbolizado por p.

Al igual que ocurre con el pardmetro, y a diferencia de la varianza o del
coeficiente de regresion, el coeficiente de correlacién es independiente de las unidades
de medida; es una cantidad absoluta sin dimension. Por lo que el coeficiente de
correlacién, r, puede variar desde +1 para la asociacién directa perfecta, hasta -1 para
la asociacién indirecta perfecta, pasando por O para la ausencia de asociacion. La
correlacion directa perfecta se ve claramente si se calcula para una misma variable X

SPixx) SCx SC(X)
"= J5C Cw JSCfX) SCio

Si el tamafio de muestra es pequefio, r es una estima ligeramente parcial y
subestima p en pequefias muestras. En el caso de pequefias muestras, una estima

imparcial de p seria
r * = r 1 + —1;,'_2_
2(n-4)

Aunque para la mayoria de las aplicaciones practicas puede ignorarse esta
parcialidad.

Coeficiente de alineacion o factor de mejoramiento.-

Si se eleva al cuadrado el coeficiente de correlacion muestral definido
anteriormente, resuita

__ S _sP 1
SCx) SC(Y) SC(x) SC)

E! término de la izquierda de la segunda expresion es la suma de cuadrados
debida a la regresién, es decir, es la fraccion de la suma de cuadrados total de la
variable Y que es debida a la variacién de la variable X, por lo que el cuadrado del
coeficiente de correlacion es el cociente de la suma de cuadrados debida a la regresion
dividido por la suma de cuadrados total de la variable Y

sP?
— SCx) - SC(regresién)

SCyv) SC)

Como la denominacién de X'y de Y no implica dependencia o independencia de
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una variable sobre otra, lo mismo da tener Y explicada sobre X que lo contrario

S sP?
2_ SCw _ SCwm

r
SCyy SCx

Este cociente es una proporcién entre cero Yy uno, puesto que la suma de
cuadrados explicada de cualquier variable tiene que ser menor que su suma de
cuadrados total, o, en caso extremo, si explica toda la variacién de una variable, puede
ser tan grande como la suma de cuadrados total, pero no mayor.

Ya se vio que esta cantidad / se denomina coeficiente de determinacion que,
efectivamente, varia de 0 a +1 y no puede ser negativo, independientemente de que lo
sea r o b, pues todas las sumas de cuadrados son positivas y el numerador es una
expresién elevada al cuadrado.

Puesto que el valor del coeficiente de determinacién oscila entre 0 y +1, se le
puede restar a 1 con el fin de, conocido el coeficiente de correlacidn de una muestra ry
la suma de cuadrados total de la variable Y, poder calcular la fraccion de la suma de
cuadrados explicada y no explicada, es decir, la fraccién de la suma de cuadrados total
de Y explicada por la variabilidad de X (debida a la regresién) es

SCr.x= SP” =r? SCyy)

SCix

Y la suma de cuadrados no explicada por X es

SC(error) = SC(Y)_ SP2

= (1-r*)sc
SCoq (1-r°)SCyv)

La cantidad 1-# se denomina coeficients de indeterminacion o de no
determinacién y expresa la proporcién de la varianza de una variable que no ha sido
explicada por la otra variable. La raiz cuadrada de este coeficiente de indeterminacién

1-,2

se denomina coeficiente de alineacion o factor de mejoramiento y mide la falta de
asociacién entre las variables Xe Y.
Relacion entre los coeficientes de correlacion y regresion.-

Esta relacion puede deducirse facilmente a partir de la expresion ya conocida

SP SP 1
r = = X
VSCw SCm  SCw SCw)
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Multiplicando el numerador y denominador por la raiz cuadrada de la suma de

cuadrados de X se obtiene
SP \/SC(x SCx)
\/ SCuySCx) J SCw) SC(X) \/SC(Y)

Dividiendo el numerador y denominador del término de la derecha de esta
expresion por la raiz cuadrada de n-1 se obtiene

SC
SP. X ik bx.vﬁi
n-1

De manera andloga se puede deducir

Sy
r=p 2r
xy Sx

por tanto
Sy
= r —_—
by.x Sx

y

Sx
b . =r —
XY Sy

Se tiene, entonces, que el coeficiente de correlacién puede considerarse como
si fuese un coeficiente de regresion tipificando. Si las dos desviaciones tipicas son
idénticas, ambos coeficientes, regresion y correlacion, tendran igual valor.

Una segunda relacién entre los dos coeficientes es la siguiente. Multiplicando
las dos regresiones, by.xy bx.v, se obtiene

Sy, Sx_’
bxy=r 2Xr 2X=,2
bvx bxy= Sx. Sy

Por lo que

r=%byx bxy

Es decir, que el coeficiente de correlacion es igual a la media geométrica de los
dos coeficientes de regresion.
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Si las dos lineas de regresion se representan sobre el mismo gréfico, la
correlacion se puede considerar como la media del angulo que forman dichas lineas de
regresién. Si este dngulo es recto, no existird correlacion en los datos y se obtendra un
diagrama de dispersion circular. Si el angulo es muy pequefo, entonces la correlacion
es muy alta, y en el caso de una correlacion perfecta, las dos lineas de regresién
coinciden por lo que el angulo entre ellas sera cero.

Pruebas de hipétesis e intervalos de confianza para p=0 y tamafios de muestra
superior a 50.-

Como el rango de res

-1<r<1

no se puede esperar que la distribucion muestral de r sea simétrica cuando el
parametro poblacional p es diferente de cero. La simetria ocurre solamente para p=0, y
la asimetria aumenta al acercarsep a+1oa-1.

La prueba de significacion mas comtn consiste en determinar si un coeficiente
de correlacién muestral puede provenir de una poblacién con un coeficiente de
correlacién paramétrica igual a cero. Las hipétesis, por tanto, pueden ser

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
Ho:p=<0 Ho:p20 Ho:p=0
Hi:p>0 Hi:p<0 Hi:p#0
Es decir, la H, tiene el término p=0. Esto implica que las dos variables no estan

correlacionadas. Si la muestra proviene de una distribucion normal de dos variables y
p=0 el error tipico del coeficiente de correlacién es

r n-2

‘/1—r2 1-r?
n-2

que se contrasta con la t de Student, in2; or2) para la hip6tesis de dos colas y conla fp.2:
o) Para las hipétesis de una cola.

Esta prueba t es equivalente a la prueba de significacién de b, midiéndose en

ambos casos la fuerza de asociacidn lineal entre las dos variables. Y el cuadrado de
esta tes andlogo a la prueba F de ajuste de la regresion.
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Siguiendo métodos similares a los estudiados en capitulos anteriores, resulta
facil calcular los limites o intervalo de confianza para p, de la siguiente manera

LCp) = I £ Srtn-2.am2)

Hay que insistir que esta prueba se aplica Unicamente para Ho:p=0 y tamario de
muestra grande, de manera que no debe aplicarse para comprobar la hipétesis de que
p Posea un valor especifico distinto de cero o con un tamafo de muestra pequefio.
Esos caso se estudiara en el siguiente epigrafe.

También se podria haber hecho esta prueba por medio de una Z, tal como se
vera, también, en el siguiente epigrafe.
Ejemplo.-

Se tiene el aumento de peso (X7) y el peso total de alimento consumido (Xz) de

nueve lechones en el mismo tiempo. Se quiere saber si existe una relacién lineal
positiva entre ambas variables.

Lechon Xi Xz

1 26.8 236

2 26.0 241

3 24.3 239

4 29.0 285

5 29.4 282

6 27.0 273

7 26.6 258

8 29.8 289

9 28.5 278

n=29
2 X1 = 247.4000 Y X» = 2381.0000
X; = 27.4889 X, = 254.5556
SCix,) = 26.1880 SCix,) = 3638.2500
SP = 272.2500

La correlacion es, por tanto

_ 272.25
\26.188 x3638.25

= 0.8820

La prueba para contrastar si es estadisticamente diferente de cero, es
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Ho:p=0

Hi:p#0
1-0.8822
= ,/—— = 0.1781
Sr 9-2
0.882
= = 4.9518**
fo = 91781

f(7;0012) = 3.4995

Aunque, en este ejemplo, la hipétesis del experimentador, es que p>0, es decir,
que a mayor consumo de alimento, mayor incremento de peso, por lo que la hipotesis
a probar es de la cola derecha y la prueba seria

Ho:pP<O
Hi:p>0

1-0.8822
= ,/__— = 0.1781
Sr 9-2

0.882
= = 4.9518***
fo 0.1781

t 7,0001) = 4.03

Si se hubiera realizado con intervalo de confianza, este seria

LCp) = 0.882+ 0.1781x2.3646 = 0.882 + 0.4211
L; = 0.4609
L5 >1

no incluye el cero, luego es estadisticamente diferente de cero. E! limite superior
sobrepasa el rango paramétrico, esto es como consecuencia de que, como se ha
indicado anteriormente, esta prueba ty este intervalo es para el caso en que el tamafio
de muestra es grande. Se ha puesto un ejemplo con pocos datos con objeto de que
cupiera el desarrollo completo de los datos en un espacio razonable. Pero un ejemplo
con este tamaifio de muestra habria que haberio resuelto con la transformacién Z como
asi se hara en el siguiente epigrafe.

Archivo del programa SAS (C15-1.SAS).-

title 'Correlacién’;
options 1s=75 ps=60;
data correla;

infile 'cl5-1.dat’';
input x1 x2;

Proc Corr CsscCp Cov;
run;
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Archivo de datos (C15-1.DAT).-

26.8 236
26.0 241
24.3 239
28.0 285
29.4 282
27.0 273
26.6 258
29.8 289
28.5 278

Archivo de resultados (C15-1.LST).-

Correlacién

Correlation Analysis
2 'VAR' Variables: X1 X2

Corrected Sum-of-Squares and Crossproducts

X1 X2

X1 26.188889 272.255556

X2 272.255556 3638.222222

Covariance Matrix DF = 8

X1 X2

X1 3.2736111 34.0319444

X2 34.0319444 454.7777778

Simple Statistics

Variable N Mean Std Dev Sum Minimum Maximum
X1 9 27.4889 1.8093 247.4000 24.3000 29.8000
X2 9 264.5556 21.3255 2381 236.0000 289.0000

Pearson Correlation Coefficients / Prob > |R| under Ho: Rho=0 / N = 9

X1 X2

X1 1.00000 0.88201

0.0 0.0017

X2 0.88201 1.00000
0.0017 0.0

Pruebas de hipétesis para p # 0 y para p = 0 en muestras pequeiias.-

Cuando p # 0, la distribucién de los valores muestrales de r son asimétricos y,
aunque se pueda calcular el error tipico de r, este no debe aplicarse, a menos que el
tamafio de muestra sea muy grande (m>500). Para soslayar este problema se puede
transformar r en valores Zde la distribucién normal tipica. Esta transformacion consiste

en
1 1+r
= —In —
Zr =3 rl(1—r]
y por tanto
_ eZZr -1
eZr +1
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Observando estas expresiones se comprueba que para r=0, Z=0, ya que el
logaritmo neperiano de uno es cero. Sin embargo cuando r se aproxima a uno,
(1+n/(1-n) se aproxima al infinito, en consecuencia Z; se aproxima al infinito. Por tanto
iran apareciendo grandes diferencias entre los valores de ry de Z; conforme raumente
de valor.

Por tanto, la ventaja de la transformacién Z de r es que mientras que los
coeficientes de correlacion se distribuyen de manera asimétrica para valores de p x 0,
los valores de Z; estan distribuidos de manera aproximadamente normal para cualquier
valor del parametro, al que se identificara con la zeta griega &. La varianza esperada de
Zres

1
2
OZI n-3

Esta es una aproximacién adecuada para muestras de tamafio n>50 e, incluso,
una aproximacion tolerable para n>25. Como se puede comprobar, esta varianza es
independiente de la magnitud de r, siendo simplemente una funcién del tamario de la
muestra. Por tanto, si el tamafio de muestra es superior a 50 se pueden realizar las
pruebas de hipétesis

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
Ho:p<0 Hy,:p20 Ho:p=0
Hi:p>0 Hi:p<0 Hi:p#0

mediante la transformacién Z con el siguiente estadistico

Dado que Z, estd distribuida normalmente, y que se esta utilizando una
desviacion tipica paramétrica, se puede utilizar esta Z, para realizar cualquier prueba
de hipétesis contrastandola con la Znormal tipica (Tabla 1).

Todas las posibles pruebas de hipétesis son

Coladerecha Colaizquierda Dos colas
Ho:P<p, Ho:P2p, Ho:P=p,
Hi:P>p, Hi:p<p, Hi P #p,

Que si se realiza la transformacion Z equivalen a
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Coladerecha Colaizquierda Dos colas
Ho:Z<( Ho:Z2( Ho:Z=(
Hi:Z>( Hi:Z<( Hi:Z#(

Y la prueba seria

Zo = Z:( = (Z-¢Wn-3

n-3

Que se contrastaré con la Z, 0 la Z,2 de la tabla 1, segin sea una hipétesis de
una cola o de las dos colas, respectivamente.

Esta transformacién Z sirve, se insiste, para tamafios de muestra superior a 50,
si bien puede ser valida para n mayor de 25.

Si se desea una mas exacta aproximacién, se puede utilizar la Z’

. 3 r
Z = Zr__é—
4n

Cuya varianza viene dada por

1
2
0, = —
z n-1
Esta es una aproximacion valida para muestras de tamafio n<50.

Las diferencias entre Z,y Z* son muy pequefias pero seran importantes para las
pruebas que den valores cercanos a los de significacion.

Las pruebas para las hipétesis siguientes son

Coladerecha Colaizquierda Dos colas

Ho:p<0 Ho:p2=0 Ho:p=0
Hi:p>0 Hi:p<O0 Hi:p#0
Zo = Z*n-1

Que se contrastara con la Z, o la Z,» de la tabla 1, seguin sea una hipétesis de
una cola o de las dos colas, respectivamente.

Esta transformacién Z, al igual que la anterior, servira, también, para probar
cualquier hipétesis
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